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Luento 1: Lauselogiikan syntaksi ja semantiikka
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Kielen maaritelma I

Maaritelmd 1.1 Ei-tyhjaan atomisten lauseiden joukkoon P

perustuvan lauselogiikan kielen L /auseet muodostetaan seuraavasti:
1. Jokainen atominen lause A € P on lause.

2. Jos a ja B ovat lauseita, niin myds (—a), (aVB), (a AB),
(a — B), (a < B) ovat lauseita.

3. Ainoastaan kahden edeltdvan siannon perusteella muodostetut
merkkijonot ovat lauseita.

Esimerkki 1.2 Jos P = {A, B}, niin esimerkiksi A, B, (-A),((-A)V B)
ja (((-A)vB) — A) ovat lauseita, muttei (—()) eikd (AVC). |
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1. LAUSELOGIIKAN KIELII

Lauselogiikan aakkosto koostuu seuraavista symboleista:
O atomiset lauseet: A A1,A,...,B,B1,...,C,...

O negaatiosymboli: — (ei)

konjunktiosymboli: A (ja)

disjunktiosymboli: V (tai)

implikaatiosymboli: — (jos ... niin)

O o o o

ekvivalenssisymboli: < (jos ja vain jos)
O sulut: ()

Symboleja —,V, A, — ja < kutsutaan konnektiiveiksi.

\_
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Jéisennyspuut'

Maaritelma 1.4 Maaritellidn jasennyspuut lauserakenteen mukaisesti:

1. Atomisen lauseen A € P jasennyspuu JP(A) on alla vasemmalla.
2. Negaation (—a) jasennyspuu JP(—01) on annettu keskella.

3. Jos # on jokin lauselogiikan bindarikonnektiiveista, lauseen (0 %)
jasennyspuu JP(a *3) on annettu oikealla.

A - *

JP(a) JP(ar) JP(B)
Y13 JP(a) ja JP(B) ovat lauseiden a ja B rekursiivisesti maaraytyvat
jasennyspuut, jotka sijoitetaan kyseisten jasennyspuiden alipuiksi.

- J
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Lauseen ((—=(AAB)) — C) jasennyspuu on seuraava:

e \c

)
7N\
A B

O Lause on muodoltaan implikaatio juuren konnektiivin — nojalla.

0 Vastaavasti voidaan tunnistaa lauseet, jotka ovat negaatioita,
konjunktioita, disjunktioita ja ekvivalensseja.

O Lauseiden ominaisuuksia voidaan todistaa induktiolla

lauserakenteen suhteen (tai jasennyspuiden rakenteen suhteen).

J
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2. LAUSEIDEN MUODOSTAMINENI

Jos ldhtokohtana on joukko luonnollisen kielen lauseita,

1. tunnistetaan atomiset lauseet eli vaittdmat, joita ei voida enda
loogisessa mielessd pilkkoa osiin ja

2. tunnistetaan konnektiivit ja muodostetaan vastaavat lauseet.

Esimerkki 1.6 lImaistaan lauselogiikalla periaate *“Jos tiedosto on liian

suuri, niin se tijvistetddn tai poistetaan’. Valitaan atomiset lauseet

A = "“Tiedosto on liian suuri”,
B = “Tiedosto tiivistetdan” ja
C = “Tiedosto poistetaan”.

Sijoittamalla n3m3 saadaan alustava lause: Jos A, niin B tai C.

Tunnistetaan konnektiivit: (A— (BVC)). |

- J

~
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Jarjestelman méiéirittely'

Maaritelma voidaan myds kirjoittaa suoraan lauselogiikalla

1. valitsemalla sopiva joukko jarjestelmdn ominaisuuksia kuvaavia
atomisia lauseita ja

2. méadarittelemalld ndiden valiset loogiset riippuvuudet lauseilla.

Esimerkki Mallinnetaan seuraava jirjestelm3 lauselogiikalla:

Valitaan atomisiksi lauseiksi: ®
L = “Lamppu palaa”, .
K = “Kytkin on suljettu” ja

P = “Paristossa on riittavasti varausta”. ‘ |
‘ [
Maaritelmaan kirjataan lauseet ((-P) — (-L))ja (P— (L« K)). N

J
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3. SOPIMUKSET SULKEIDEN KAYTGSTAI

O Uloimmat sulkeet on tapana jattd3 pois: (A— B) ~ A— B.

O Konnektiivien presedenssi eli sidontajarjestys (maaritelm3 1.8):
1. = on vahvin konnektiiveista.
2. V ja A ovat heikompia kuin =, mutta vahvempia kuin — ja <.
3. — ja < ovat heikoimmat konnektiivit.
Esimerkki 1.9: (-A) —B ~ -A—B
(AAB) — (BVC) ~ AAB—BVC
Toisaalta sulkeet on siilytettdvi lauseessa (A—B)V(B—C). R

O Poikkeuksena ketjudisjunktiot/konjunktiot: kirjoitetaan AV BVC
lauseiden AV (BVC) ja (AVB) VC sijaan.

J
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4. TOTUUSTAULUKOT I

O Perustotuustaulukoilla (kuva 2.1) m&aritelld3n eri lausemuotojen
totuusarvot alilauseidensa totuusarvojen funktiona.

O Totuustaulukot on helppo sisdistdd muistisdantdjen avulla:

O AP on tosi <= O on tosi ja 3 on tosi.

a|Bl@AB)| |a|B]|(aVB)
(o) |T|T| T TIT| T
T| E T|IE| E TIE| T
E| T E|T| E E{T| T
E|E| E E|E| E
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Perustotuustaulukot I

O Muiden konnektiivien perustotuustaulukot ovat alla (kuva 2.2).

O Erityisesti 0 — B on tosi <= O on epatosi tai 3 on tosi

—

jos a on tosi, niin 3 on tosi.

O Implikaatio — ei edellytd syy-seuraus-suhdettal

ajBl@—=B)| |a|B|(a=p)| |[o|B]|(aVp)
T|T| T TIT| T T|T| E
TIE| E TIE| E TIE| T
E|T| T E|T| E E|T| T
E|E| T E|IE| T E|E| E
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Totuustaulukon muodostaminen I

Perustotuustaulukoiden avulla voidaan muodostaa totuustaulukko
mille tahansa lauseelle @ € L (tai lausejoukolle Z C L).

1. Muodostetaan sarakkeet atomisille lauseille A € At(q) / A At(2)
ja naille kaikki totuusarvojen yhdistelmat.

2. Lasketaan systemaattisesti kaikkien alilauseiden totuusarvot.

Esimerkki 2.2 Lauseen =B A (A — B) totuustaulukko on seuraava:

AlB|-B[a-B)|(-BrA-B)

T|T| E

TIE| T E E
E|T|E T E
E|E| T T T
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5. KONNEKTIIVIEN MAARlTELTAVYYsI

Esimerkki 2.3 Lauseiden (a AB) ja =(—0V =) totuustaulukon

(a|Blang-a|p|-avp|-(avp|

T|T T E T
TI|E E E | T T E
E|T E T E T E
E|E E T T T E
perusteella ko. lauseilla on aina samat totuusarvot. |

— Lause 0 A voidaan (tarvittaessa) maaritelld syntaktisena
lyhennysmerkintadna lauseelle —(—a Vv —3).

\_

~
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Tyypillisia maaritelmia

Konnektiiveja voidaan m3aritelld toistensa avulla (taulukko 2.1):
a AB) lauseena —(—a Vv —f3)

aVB) lauseena —(—a A —f3)

) lauseena (—a Vv ) tai lauseena = (0 A —f3)

B
B) lauseena ((a — PB) A
VB)A(av-B))

0 (

0 (

O (a—

O (o« (B— a)) tai lauseena
((—a

(-

N

— Kaikkia peruskonnektiiveista —,V, A, —, <> ei valttdimitta tarvita.

/
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Konnektiivien riittavyys I

0 Tarvittaessa voidaan rajoittua seuraaviin konnektiiveihin:
1. = ja V riittdvit toisten (A, —, <, V) maarittelemiseen,
2. - ja A riittdvat myos,
3. — ja — riittavdat myos ja
4. 1 (aina ep3tosi lause) ja — riittdvdt myds.
O Toisaalta esim. =, —, A, V ja < eivat ole yksindan riittavia.
O Peircen nuoli (a | B) = —(a V) ja Shefferin viiva
(a | B) =—~(aAB) riittdvat yksinddn muiden m33rittelemiseen.

O Muitakin bindarikonnektiiveja o * 3 on m33riteltivissa.
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6. LAUSELOGIIKAN TOTUUSM/‘&Z\RlTELMAI

Maaritelmd 2.7 Totuusjakelu A C P m3arda, mitkd joukon P

lauseista ovat tosia, jolloin erotuksen P\ 4 lauseet ovat epatosia.

O Jos P on 3arellinen, erilaisia totuusjakeluja on 2! kappaletta.
O Totuusjakelut ja totuustaulukon rivit vastaavat toisiaan.

0 Totuusjakelu voidaan ymmartda yhden asiaintilan kuvauksena.

Esimerkki 2.8 Lamppuesimerkin tapauksessa esimerkiksi

2, ={L,K}: Patterissa ei ole riittdvasti varausta.
Lamppu palaa.
Kytkin on suljettu.
vaikuttaa fyysisesti mahdottomalta asiantilalta. |

- J
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Induktiivinen maaritelma

Keskeiset merkinnat: 4 = @ (lause @ € L on tosi totuusjakelussa 4) ja
A4t~ @ (lause @ on epatosi totuusjakelussa 4).

Maaritelma 2.9 Kaikille A€ P ja kaikille lauseille a,3 € L:

1. A=A < Ac 4

2. A0 <= 4a.

AEANB <= A=aja AE=p.

AEQVP <= 4Eatai 4p.

AEa—B < A}atai AEB.

AEa— P < joko A0 ja AEB, tai A~ a ja 4B

o o &> w

Viite 2.11 Jokaiselle A C P ja @€ L, joko A = @ tai 4}~ @.
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TAVOITTEETI

Osaat tulkita annetut lauselogiikan lauseet luonnolliselle kielelle,
kun atomisten lauseiden merkitykset on annettu.

Osaat muodostaa syntaksiltaan oikeellisia lauselogiikan lauseita
ainakin luonnollisen kielen vilitykselld.

Tunnistat lauseiden muodon eli osaat jasentd3 lauseita.

Tiedat, ettd loogisten operaatioiden valinnalla on vaikutuksia

vastaavan kielen ilmaisuvoimaan.

Osaat laskea lauseiden totuusarvoja atomisten lauseiden
totuusarvoista ldhtien (totuustaulukoilla ja totuusmadritelmalld).

J
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PAIVAN PAHKlNAI

Alla on maaritelty konnektiivi “jos a niin B muutoin y':

a|Bly|@?B:y)
T|T|T T
T|T|E T
TIE|T E
T|E|E E
E|TI|T T
E|T|E E
E|E|T T
E|E|E E

Anna talle maaritelma negaation, konjunktion ja disjunktion avulla.

J
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