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Ratkaisuja demotehtviin
4. Olkoon R kaksipaikkainen predikaattisymboli, jonka tulkintana @aa-

tio R° CU x U (joukkoU on struktuurins universumi). Alla on taulukko
lauseista, jotka maarittelevat relaatidie erilaisia ominaisuuksia.

Ominaisuus Maaritelma

refleksiivisyys  VXR(x,X)

irrefleksiivisyys vx—R(x, x)

symmetrisyys  VXvy(R(X,y) — R(Y,X))
asymmetrisyys VXvy(R(x,y) — —R(y,X))
transitiivisyys  VxvWz(R(X,y) AR(Y,z) — R(X,2))
sarjallisuus VXIAYR(X,Y)

Olkoon universumlU kaikkien ihmisten joukko. Anna esimerkkeja relaa-
tioistaR®, (0 € R® c U?), joilla on ylla maariteltyja ominaisuuksia.

Ratk. Allaolevat kolme graafia pyrkivat selventamaan eraetioiden omi-
naisuuksia. Tassa solmut ovat struktuurin alkioitapjasija yhdistaa kaari,
jos R(x,y) on tosi, silloin kunx € Ay € A. Loogisia rakenteita havainnol-
listetaan aina silloin talldin niita vastaavien graafavulla.

R e

Refleksiivisyys ¥xR(x,x)) tarkoittaa sita, etta graafin kaikista solmuista
on kaari takaisin itseensa, ja irrefleksiivisyy&{tR(x, X)) vastaavasti sita,
etta yhdessakaan solmussa ei ole itsedan osoitaadak Graafeista en-
simmainen on refleksiivinen, toinen irrefleksiivinen jdrkas ei ole kum-
paakaan.

Symmetrisyys {(xvy(R(x,y) — R(y,x))) tarkoittaa sita, etta aina kun sol-
mustax on kaari solmuury, graafissa on myos kaaristax:aan. Asymmet-
risella @xXvy(R(x,y) — —R(y, x))) graafilla ei ole yhtaan paluukaarta. Kuvan
graafeista 1. on symmetrinen, 2. asymmetrinen ja 3. ei kakgzmn.

Transitiivisessa graafiss&{7yvz(R(x,y) AR(Y,z) — R(x,2))) patee, etta
mikali solmustax paastaan kaaria seuraamalla (mahdollisesti muiden so
mujen kautta) solmuuy, paasee solmustamyos suoraan solmuun Ku-
van graafeista ainoastaan keskimmainen on transitiivine

Graafin sarjallisuusfx3yR(x, y)) tarkoittaa sita, etta kaikista solmuista lahtee
ainakin yksi kaari. Kuvan graafeista ensimmainen ja viirea ovat sarjal-
lisia.

Ominaisuuksien ihmisten joukossa tapahtuvaa tarkastaltien maaritellaan
seuraavat relaatioT: (x,y) (x tunteey:n), N(x,y) (x on naimisissg:n kans-
sa),V(x,y) (y onx:n vanhempi) jeE(x,y) (y onx:n esi-isa). Nama relaatiot
toteuttavat ominaisuuksia seuraavan taulukon mukaisesti

Relaatio refl. | irrefl. | symm.| asymm.| trans.| sarj.
tuttu * * *
aviopuoliso * *

vanhempi * * *
esi-isa * * * *

Koska ihminen tuntee itsensé, ja tutut tuntevat toiseosd, (x,y) reflek-
siivinen, symmetrinen ja sarjallinen. Aviopuolisot ovaimisissa toistensa
kanssa, eika kukaan voi olla naimisissa itsensa kanssmhl(x,y) on ir-
refleksiivinen ja symmetrinen. Vanhemmuus on irrefleksivi, asymmetri-
nen (kukaan ei voi olla oma isovanhempansa) ja sarjallikaiki{la on van-
hemmat). Esi-isa —relaatio on kuten vanhemmuus, muttdisisi myods
transitiivinen, koska jos Kalle on Pekan esi-isa, ja Pekidaan, niin Kalle
on myds Juhan esi-isa.

. Osoita, etta seuraavat lauseet eivat ole patevia kamigtalla struktuuri,

jossa lause on epatosi (vastamalli).

a) VxayP(x,y) — IyvxP(x,y)

b) Ix(P(x) v Q(x)) — IXP(x) A IxQ(X)
c) Vx(P(x) — R(X)) V =¥x(P(x) — —R(x))

Ratk.

a) Olkoons sitenettd) = {1,2}, jaP’ ={(1,1),(2,2)}. Nyt v>x3yP(x,y)
patee (kummallekin alkiolle 1. positiossa loytyy vasfinToisaalta
IYWXP(x,y) ei pade koska ei ole predikaatin tulkinnassa ei ole sellais
ta alkiota 2. positiossa, jolle ldytyisi parit siten,a&ttiolemmat alkiot
esiintyisivat 1. positiossa. Nain ollen implikaatio opégosi.



b) Olkoons, siten ettdd = {1} ja PS = {1},Q° = 0. Nyt implikaation
vasen puoli on tosi ja oikea epatosi ja struktuuri nairta@simerkki.

c) Lauseessa pitaisi saada disjunktio epatodeksi.aradellyttaa, etta
molemmat argumentit ovat epatosia. Koska niiden edessié&gaatio,
pitaa siis molemmilla puolilla negaatioiden sisalléva osuus olla to-
Si.

Olkoon s siten ettal = {1} ja P’ = 0,R° = {1}. Nyt Vx(P(x) —

R(x)) on tosi, koska sen vasen puoli on epatosi. Samalla argilfaent
YX(P(x) — —R(X)) on tosi. Naiden vaatimusten voidaan ajatella ku-

vaavan osajoukkorelaatiota. Ensimaisessa tapaukf&esdalkinnan
tulisi olla R:n tulkinnan osajoukko ja toisesgan tulkinnan komple-
mentin osajoukko. Ainoa joukko, joka molemmat vaatimukagttaa
on tyhja joukko, joka siis on asetetfun tulkinnaksi.

6. Muunna seuraavat lauseet konjunktiiviseen normaalinarosuorita sko-

lemointi.

a) VY(IXP(x,y) — vzQ(Y,2)) A Fy(VXR(Xy) V VXQ(X,Y))

b) 3IXVYR(X,y) < VyIXP(X,y)

€) Vx3yQ(x,y) v (3xvyP(x.y) A —3x3yP(x.y))

d) ~(VAyP(x,y) — IXIYR(xy)) AVx=IyQ(x,y)
Ratk. Muunnettaessa predikaattilogiikan lauseita normaalbmitm, tuli
noudattaa seuraavaa algoritmia:

— Poistetaan konnektiivit> ja <.

— Negaatiot sisaan, kvanttorit ulos.

— Distribuutiosgaannoilla haluttu lopullinen muoto (KhNtai DNM).

a)

V(EXP(x,y) — V2Q(Y, 2)) AFy(VXR(X,Y) VVXQ(X.Y))
=VY(=3IXP(x,y) VVZQ(Y, 2)) AJy(VXR(X,y) VVXQ(X,Y))
=VY(VxP(X,y) VVZQ(Y, 2)) Ay(VXR(X,y) V VXQ(X.Y))
=3y1(WY(VXx=P(x,y) VVZQ(Y,2)) A (VXR(X, Y1) V VXQ(X,y1)))
=3y VY2((YX-P(X, ¥2) V VZQ(Y2,2)) A (VXR(X, Y1) V YXQ(X,Y1)))
=3Y1VY2Vx VXV2VX3((—P (X1, Y2) V Q(Y2,2)) A (R(X2,¥1) V Q(X3,¥1)))

Nyt havaitaan, etta kvanttoreita sisaltamaton os&amunktiivises-
sa normaalimuodossa. Skolemoinnissa uloimmat eksisksasstorit

korvataan vakioilla, ja universaalikvanttoreiden disalevat Skolem-
funktioilla. Tassa saadaan seuraava lause:

VY2YX1 VXV 23 ((—P (X1, Y2) V Q(Y2,2)) A (R(X%2,€) V Q(X3,C)))
c)
Vx3AyQ(X,Y) V (IXVYP(X,y) A =3x3YP(X,y))
=Vx3AyQ(x,Y) V (IXVYP(X,y) A VXVYy-P(X,Y))

=Vx3yQ(X,Y) V Ix VY1 VxoWyo (P(x1, Y1) A —P(X2,¥2))
=3x1VX3TYaVy1VXoVy2(Q(X3,Y3) V (P(X1, Y1) A —P(X2,¥2)))

==

Lause on nyt nk. Prenex-normaalimuodossa, josta voidakaej&on-
junktiiviviseen normaalimuotoon.

IxaVxaIyaVy1VxaWy2((Q(xa, ¥3) VP(x1,Y1)) A (Q(X3, ¥3) V-P(x2,Y2)))
Skolemoinnissa; korvataan vakiolla jgs3 lausutaarxz:n funktiona.

VxaVy1¥xevy2((Q(xs, f(X3)) VP(C,y1)) A (Q(Xs, T (X3)) V-P(x2,¥2)))

7. Johda muista kvanttorisaannoista saannot, jeilnttoritvx ja 3x voidaan

tuoda allaolevista lausemuodoista ulos siten, etta geksisalle jaava ali-
kaava sailyy muodoltaan implikaationa.

a) Vxg(x) — P
b) Ixep(x) — W
) 9— YxY(x)
d) ¢— IxP(x)

Ratk. Tehtavassa sovelletaan jo aikaisemmin tutuksi k&gneormaali-
muotosaantoja.



a) b) Lausevy3xP(x,y):
Skolemointi:vyP(f(y),y).

vXQ(x) — Jatetaan universaalikvanttorit poR(f (y),y).
=-VXQ(x) VY Muodostetaan klausuuliesity§{P(f(y),y)}}.
=IxX-Q(X) VY c) Lause-vy3xG(x,y):
=3Ix1(—Q(x1) V) Viedaan— kvanttorinvy sisaan3y-3xG(x,y).
=3xg (Q(x1) — P) Viedaan— kvanttorin3x sisaan3yvx—G(x,y)

Skolemointi:-Vx=G(x,c).
Jatetaan universaalikvanttorit poisG(x,c).

b) Vastaavastixg(x) — = ¥xq (@(x1) — W). Muodostetaan klausuuliesity§f —G(x,c)} }.

c) d) Lausedxvy3z(P(x,z) vV P(z,y) — G(X,y)):
Eliminoidaan implikaatiodxvy3z(=(P(x,2) VP(zy)) V G(X,Y)).
@ — VxyP(X) Viedaan negaatiot lausekkeen sisaan:
—— V() Wy32((~P(x,2) A-P(zY)) V G(X,Y).
=y v ViedaanG(x,y) lausekkeen sisaan:
—Patevpba) Ixvy32((<P(x,2)V G(Y) A (<P(2.Y) V G(x.Y))).
=x1(0— W(xa)) Skolemointi:vy3z((=P(c,z) V G(c,y)) A (=P(z,y) V G(c,y))).

c
Skolemointi:vy((=P(c, f(y)) vV G(c,y)) A (=P(f(y),y) VG(c,¥))).
Jatetaan universaalikvanttorit pois:

Saannonmukaisuutena voidaan havaita, etta mikantiointi on impli- (=P(c, f(y)) vG(c,y)) A (=P(f(y),y) v G(c,y)).

kaation vasemmalla puolella, muuttuu kvanttori. Oikeplialella se sailyy. Mu?Fo;Eet??n);<Ia(13u(suu)li}es{ity;:( )9, BN}
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d) Vastaavastip — Ix(x) = Ix1(@— P(X1)).

8. Muunna seuraavat lauseet klausuulimuotoon.

a) —3x((P(x) — P(a)) A (P(x) — P(b)))
b) Vy3IxP(x,y)

c) ~VyaxG(x,y)

d) IXvy3z(P(x,2) vV P(zy) — G(x,Y))

Ratk.

a) Lause-3x((P(x) — P(a)) A (P(x) — P(b))):
Eliminoidaan implikaatiot:-n3x((-P(x) vV P(a)) A (—P(x) V P(b))).
Viedaan— kvanttorin3x sisaan:
VX=((=P(X) v P(a)) A (=P(X) v P(b))).
Vieddan negaatiot lausekkeiden sisaan:
YX((P(x) A=P(a)) v (P(x) A =P(b))).
TuodaarP(x) ulos:¥x(P(x) A (—P(a) v —~P(b))).
Jatetaan universaalikvanttorit poR(x) A (—P(a) vV =P(b)).
Muodostetaan klausuuliesity§fP(x)}, {=P(a), =P(b)}}.



