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Ratkaisuja demotehtviin

4. llmaise seuraavat lauseet predikaattilogiikalla:

a) Jokin porteista on viallinen.

b) Tama algoritmi on kaikista nopein.

c) Kaikilla kurssin osanottajilla on tydasema kayti#ss.”

d) Vain yksi prosesseista voi kirjoittaa kuhunkin tiedastderrallaan.

Mita muotoa lauseet ovat? Piirra a)- ja b)-kohtia vasaéhdayntaksipuut.

Ratk. Ratkaisussa on kaytetty useaan otteeseen rajoitettijarsaali- ja
eksistentiaalikvanttoreita. Jos halutaan ilmaista jettin ominaisuugp(x)
patee kaikille predikaatiR(x) toteuttaville alkioillex, kirjoitetaanvx(P(x) —
@(x)). Se, etta ominaisuugx) patee jollekin predikaatiP(x) toteuttavalle
alkiolle x, ilmaistaan lauseellax(P(x) A @(x)). Yksipaikkainen predikaatti
P(x) ilmaisee siis usein alkion tyyppia (esimerkiksbn portti). Vastaavas-
ti kaksipaikkainen predikaatti ilmaisee kahden alkiotista suhdetta (esi-
merkiksix ony:ta nopeampi).

a) Ix(P(x) AV(X)), kun
P(x) = “x on portti” ja
V(x) =“xon viallinen”.

b) A(a) A (VX(A(X) A—=(x=a) — N(a,x)), kun
a = “ko. algoritmi”,
A(x) = “x on algoritmi” ja
N(x,y) = “x ony:td nopeampi”.

€) Vx(K(x) — 3y(T(y) AR(x,Y))), kun
K(x) = “x osallistuu kurssille”,
T(x) = “xon tydasema” ja
R(x,y) = “x kayttaay:ta".
d) ¥X(T(x) — VyWz(P(y) AP(2) AK(Y,X) AK(Z,X) = y=2)), kun
P(x) = “x on prosessi”,
T(x) = “x on tiedosto” ja
K(x,y) = “x kirjoittaay:hyn”.

Esitetyt ratkaisut eivat ole ainoita mahdollisia. Vamvaraa on predikaat-
ti-, funktio- ja vakiosymbolien maarittelyssa ja laiden rakenteessa.

5. Poista tarpeettomat sulut, ilman etta lauseen merkitystiau.

a) (W((EX(PX) AQ(X))) — L(¥)))
b) (3xEY(P(x.y) VQ(Y;X)))) < (vx(=K(f(x)))))
c) (Vx(vy(AAB)))

Ratk. Sulkujen poistamisessa kaytettiin periaatetta, ettémrhat sulut voi
jattaa pois ja lisaksi, mikali sulkujen sisalla edeoperaatio on presedens-
siltdan ulkopuolella olevaa vahvempi, sulut voidaarsiaa.

a) VY((3x(P(X) AQ(X))) — L(x))
Tassa kaava on esitetty ilman uloimpia sulkuja. Tarktstesa nyt
uloimpia sulkuja, niin sisalla oleva operaatio on imglitio ja ulko-
puolella universaalinen kvantifiointi. Kvantifiointi on keempi, sul-
kuja ei voi poistaa. Tarkastellaan seuraavaksi sulkujeststikvant-
torin ymparilla. Sisalla siis em. kvantifionti ja ulkaplella implikaa-
tio. Sulut voi poistaa ja kaava saa muoddy(Ix(P(x) A Q(x)) —



L(x)). Jaljella on viela sulut konjunktion ymparilla. Ulgaolella ole-
va kvantifiointi on vahvempi, sulkuja ei voi poistaa.

b) I3AY(P(xy) vV Q(Y;X)) < Vx-K(f(x))
c) VXvy(AAB)

6. Olkoon predikaattilogiikan kielessa vakiosymbalil-paikkainen funktio-

symboli f ja 2-paikkainen funktiosymboly. Millaisia muuttujattomia ter-
meja naista voidaan muodostaa.

Ratk. Kayttamalla ainoastaan elementteji f, voidaan muodostaa seu-
raava joukko termejic, f(c), f2(c), f3(c),...}. Edelleen termeja voidaan
laatia kayttamalla hyvaksi funktiotg. Sen argumenteiksi voidaan valita
mika tahansa pari edellisista, esim. saadaan tgymit) jag(f3(c), f19%(c)).
Luonnollisesti sek@:n ettaf:n argumenteiksi voidaan edelleen valita mitka
tahansa nain saaduista termeista. Nain syntyy esfgi(.f>(c), f13(c))) ja
g(g(c, f(c)), £8(c)). Funktioiden sisennysta voi nain jatkaa mielivaltaisen
monta askelta.

. Luennoilla annettiin menettely binaaripuiden esittseksi funktiosymbo-
lien avulla. Yleista konstruktio mielivaltaisille pudikayttamalla korkein-
taan kolmea vakio- ja funktiosymbolia.

Ratk. Yleistys tapahtuu kayttamalla hyvaksi seka listogta puiden no-
taatiota. Periaate on, etta mielivaltainen puu esitretisakkaisina listoina,
jotka kertovat kunkin solmun lapset. Olkoon tehtavassigetyt 3 vakio- ja
funktiosymbolia:e (tyhja lista),c € #2 (ensimmainen argumentti listan en-
simmainen alkio ja toinen argumentti loput listasta), @1 (lehtisolmu).
Tarkastellaan seuraavia puita:

a

Naista ensimmainen esitetaan annetulla notaatioll@dossd(a), toinen
c(l(a),c(l(b),e)) ja kolmas saa muodon

c(l(a), c(I(d),c(c(l(b),c(l(f),e)),€))).
. Osoita, etta jos'x@(x) on lause ja on muuttujaton termi, niip(t) on lause.

Ratk. Opetusmonisteessa todetaan, etta “kaavawase jos siina ei ole va-
paita muuttujaesiintymia”. Tehtavanannossa todetedi@vx@(x) on lause.

@(t) tarkoittaa kaavaa, jossa jokainem vapaa esiintyma on korvattu ter-
milla t. Koskat on muuttujaton, niirp(t) on myos lause.

. Olkoon universumind2 = {(x,y)|x € N,y € N}. Valitse vakiosymbolille

c ja funktiosymbolille f € #1 tulkinnat siten, etta koko universumi tulee
nimetyksi.

Ratk. Muodostetut lukuparit voi asettaa kaksiulotteiseen tikdon vaik-
kapa seuraavasti:

(0,0
(1,0
(2,0

o~

)
)
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Tehtavan idea on sama kuin todistettaessa sita, etidekeluonnollisen lu-
vun pareja on yhta monta kuin luonnollisia lukuja (joukds ®vat yhta
mahtavat). Todistuksessa laaditaan bijektiivinen kuvaosnollisilta lu-
vuilta lukupareille. Kuvauksessg0) = (0,0) ja muilla arvoilla se etenee
aina taulukon diagonaaleja pitkin. Esirf(1) = (0,1), f(2) = (1,0) jne.
Mikali kuvaus etenisi riveja tai sarakkeita pitkin, eujckojen yhtasuuruutta
saataisi osoitettua, koska rivit (sarakkeet) jatkueaetdmiin. Mielivaltai-
nen diagonaali puolestaan on aarellinen.

Sovelluttuna logiikkaan, universumi saadaan peitettyi&@ali vakionc tul-
kinta onc® = (0,0), ja funktio laaditaan em. saantdjen pohjalta, siis:
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f(c)’ f(f(c)* = (10
3 = (02) f4c® = (11)

—

Funktion f* lausekkeen voi esittaa muodossa:

50 (xy) — (X,Y)
X =gX)(y+1)+(1-9g(x)(x—1)
Yy =(1-9g(x)(y+1)

Tass&g(x) on nk. pulssifunktio:

(x) = 1, josx=0.
X = 0, muutoin.



10. Graafi muodostuu solmujen joukosga solmujen valisten kaaried C
Sx Sjoukosta. Graafin solmug ja s’ ovat vierekkaiset, jos niita yhdistaa
kaari ((s,s) € K). OlkoonC jokin varien joukko. Graafinaritysongelmassa
on tarkoituksena loytaa graafin solmuille varit joutadS siten, etta kaikilla
vierekkaisilla solmuilla on eri varit.

a) Maarittele graafin varitysongelman ratkaisu preditibogiikan
avulla.

b) Anna edellisen kohdan lausejoukolle malli ja
c) struktuuri, jossa se ei toteudu.

Ratk.

a) Graafista meita kiinnostavat erityisesti kaaret, joidgittamista varten
maaritellaan predikaati (x,y) (graafissa on kaari solmustaolmuun
y). Varien esittamiseen on useita mahdollisuuksia.
(i) Yksi mahdollisuus on kiinnittaa varien joukko ja #8a varit predi-
kaatein. Jos joukos$€aion varejan kpl maaritellaan niille kullekin yk-
sipaikkainen predikaat@(x). PredikaattiC;(x) tarkoittaa, etta solmu
x on varitetty varillai. Ongelman maarittelyssa vaaditaan, etta jokai-
sella solmulla on yksikasitteinen vari, ja jos solmujetiNa on kaari,
solmut ovat erivariset. Ensimmaisesta vaatimuksestd@an seuraa-
vat lauseet:

VX(Ci(X) < =C1(X) A -+ A=Ci—1(X) A =Cit1(X) A -+ A=Cn(X))

indeksini arvoilla 1,...,n (huomaa, ett&C; (x) ei esiinny ekvivalens-
sin oikean puolen konjuktiossa). Toinen vaatimus esitefakaisen
predikaatinCi(x) osalta erikseen:

YXYY(K(%,Y) — (Gi(x) — —Ci(y)))-

(ii) Toinen mahdollisuus on jattaa varien maariteloimeksi ja ot-
taa kayttoon predikaati (x,y) (solmunx vari ony). Solmun varin
yksikasitteisyys voidaan ilmaista lauseella:

YXYW2Z(V (X, Y) AV (X,2) — Yy =2).

Siis, jos solmullax on varity ja z, nama ovat itseasiassa sama vari
(yhtasuuruus predikaatti=" on tosi rakenteessa, jos ja vain jos
predikaatin argumenttien tulkinnat ovat samat rakenteg$s Vie-
rekkaisten solmujen erivarisyys saadaan puettua l&asee

XvyvZ(K(xy) = (V(x.2) = -V (y,2)).

b

~

Eli, jos graafissa on kaari solmustaolmuuny ja solmux on variltaan

z, solmuy ei ole variltaare.

(iif) Kolmantena mahdollisuutena on esittaa vari fuokymbolinv
avulla. Termiv(x) tarkoittaa solmurx varia. Tassa tapauksessa varin
yksikasitteisyytta ei tarvitse erikseen maaritéflinktion arvo on aina
yksikasitteinen). Erivarisyydelle saadaan lause:

VXVY(K(%,Y) = =(V(X) = V(Y)))-

Annetaan malli kohdan (i) lauseille tapauksessa 2. Maaritellaan
rakennes, jonka universumina obl = {aj,ay} (kaksi solmua). Pre-
dikaatinK tulkinta onK* = {(a1,a2), (az,a1)} (graafissa on kaaret
solmusteag; solmuuna; ja solmusta, solmuuna;). PredikaattierC;
jaCs tulkinnat ovatC; = {a1} jaC; = {a} (toinen solmuista on siis
variaC, ja toinen varigCy).

Tarkistetaan nyt totuusmaaritelman avulla, ettadatis

VX(Cp(X) < —Ca(x)),
WXYY(K (X,Y) — (C1(X) — —Ca(y)), ja
WXYY(K (%,Y) — (C2(X) — —Ca(y))

toteutuvat rakenteessgeli s on lauseiden malli). Huomaa etta lauseis-
ta ensimmainen on ekvivalentti lauseen

WX(Ca(X) < ~C1(X))
kanssa, joka myos kuuluu lausejoukkoon tapauksessa. Nyt
S EX(Ci(x) < ~Ca(x))
jos ja vain jos
Sk ay] (G = -C(x)  ja  sx—ag = (Ci(x) « —Ca(x))

Koskaay € C;, patees [x+— ai] = Ci(X). Vastaavasti, koskay ¢ C3,
patees [x — aj] & Ca(x). Siis

Sx—a] = (Cu(x) = ~Ca(x))

Vastaavasti osoitetaan, eg@ — ag] = (Ci1(x) « —Cz(x)), joten

S5 EX(Ci(x) < —C2(x)) seuraa.

Nyt s | Vxvy(K(x,y) — (C1(x) — —Ca(y)) jos ja vain jos kaava
K(xy) = (C1(x) = —Ca(y))

on tosi rakenteissa



C

~

5[xHa1,yHa1], 5[X|—>a17y|—>a2],
Sx—agy—a ja S[x—azy— ag.

Koska parit(as,a;) ja (ap,az) eivat kuulu tulkintaarkKs atomikaa-
va K(x,y) on epatosi ensimmaisessa ja viimeisessa rakentgessa,
ten implikaation totuusmaaritelman nojalla edeligettu kaava on to-
si naissa rakenteissa. Koska péai, ap) kuuluu tulkintaarks, s [x—
a1,y a] = K(x,y) ja annettu kaava on tosi rakenteesfa— ajg,y —
ap] jos ja vain joss [X+— ay,y — ag] = Cy(x) — —Cy(y). Tama pitaa
paikkanssa, silla; € Cj jaaz ¢ C3, jotens [x+— ag,y— ap] = C1(X)
jas[x— a1,y — ag] = —Ca(y). Kaava on tosi myds 3. struktuurissa.
Erona edelliseen on , etta implikaa@g(x) — —Ci(y) on tosi raken-
teessas, koskas [x — ap,y — a1] = C1(x). Siiss on malli lauseelle
wxvy(K(x.y) = (Ca(X) — ~Ca(y)-

Symmetriasyist& on myos lauseen

WXYY(K(x,Y) — (Ca(X) — —Co(y))

malli. Olemme siis osoittaneet, ettdon lausejoukon malli. Sama ra-
kenne on malli my0s tapauksessa, jossa vareja on usamuipi kak-
si. Malleista tulee monimutkaisempia, jos solmujen wariesitetaan
vaihtoehtojen (ii) ja (iii) mukaisesti.

Maaritellaan rakenng tapauksessa = 2, jossa lausejoukko ei to-
teudu. Valitaan universumiksl = {a} (yksi solmu) ja predikaatiiK
tulkinnaksi esimK* = {(a,a)}. Nyt

VX(C1(%) = ~Ca(%))
ei toteudu rakenteessa jos
S[xi—a] £ Co(x) < ~Ca(x)
Valitaan siis varipredikaattien tulkinnat siten, etta
sk—aEC(0  ja sx—al ECa®)

asettamalla
cj=ci={a)

Talloin s ei voi olla lausejoukon malli.



