T-79.3001 Logiikka tietotekniikassa: perusteet Ke@t 2007
Laskuharjoitus 5 (lauselogiikka 6.1 — 7.1)

jolloin paastaan takaisin alkuperaiseen lauseegaesen konjunktii-
vinen normaalimuoto saadaan de Morganin saantoatsovalla:

20.-22.2.2007
A—-(B—-C) = -—-(A—-(B—-0Q))
- " = ~(-(A—=(8=0))
Ratkaisuja demotehtviin = —-(AABA-C)
= -Av-BVC.

4. Hae seuraavien lauseiden disjunktiivinen ja konjunktién normaalimuoto

(1) muunnossaantoja kayttaen ja (2) semanttiselnnsavulla. b

~

-A< ((AV-B) — B)

a) A— (B—C) Ratk. Poistetaan lauseesta ensin ekvivalenssi ja implikaatitien

Ratk. Poistetaan lauseesta ensin implikaatiot.

A— (B—C) = -AV(-BVC)
-Av-BVC.

Nain syntynyt muoto on seka konjunktiivinen etta did{tivinen nor-
maalimuoto. Haettaessa disjunktiivista normaalimuograanttisen
taulun avulla lahdetaan liikkeelle solmusta, jossaaesiintyy totena:

Nyt avoimista haaroista saadaan luettua disjunktit. I é@gauksessa
niissa kussakin on vain 1 literaali. Saadaan sisv —BV C, joka on
sama kuin muunnossaannailla.

Konjunktiivinen normaalimuoto haetaan taulusta, jossagna on lause
epatotena:

E(A— (B—C))
T(A)
E(B—C)
T(B)
E(C)

Avoimesta haarasta saadaan laBseB A —C, joka on alkuperaisen
lausee negaation disjunktiivinen normaalimuoto. Negiztan tama,

siirretdan negaatiot atomisten lauseiden eteen ja temdvelletaan
disjunktion distributiivisuutta konjunktion yli (eli kganktiot ulos).

—-A < ((A\/ﬁB) — B)

= (-A— ((AV-B) — B)) A (((AV -B) — B) — —A) [~ ¢
= (AV (~(AV-B)VB))A(~(=(AV-B)VB) Vv —A) [—¢
= (AV((-AAB)VB)) A (((AV—B) A=B) vV -A) -9
= (AV((-AVB)A(BVB)))A((AV-BV-A)A(-BV-A)) [A U]
= (AV-AVB)A(AVB)A(AV-AVB)A(-AV —B) A U]
= (AVB)A(-AV-B).

Tama on konjunktiivinen normaalimuoto. Viimeisesséegssa on
sievennetty aina todet disjunktidty —Av B = T. Kaytetaan seu-
raavaksi konjunktion distributiivisuutta disjunktion yjblloin paadytaan
disjunktiiviseen normaalimuotoon:

(AVB) A (-AV —B)
= (AA(-AV-B))V (BA(-AV-B)) [V u
=(AA-A)V (AAN-B)V (-AAB)V(BA-B) [V U]
= (AA-B)V (-AAB)

Viimeisessa vaiheessa on kaytetty sievennysséainoigsa moninker-
taiset esiintymat samassa konjunktissa on eliminoituosakuin aina
epatodet konjuntit, joissa on esiintyy seka literaalaeten komple-
mentti.



Tarkastelu tauluilla: d) PLAP & (P — Po) V(P — P3)

Ratk. Tehtavan laadinnassa kavi sikali mielenkiintoisestia ekvi-
T(-A< ((AV-B) —B)) valenssin oikealla puolella oleva termi on pateva (tted). Nyt ana-
lyysi voidaan tehda, korvaamalla se aina todella lauagellSaadaan:

T(= E(-A)
T((A\/—\B)—>B) E((A\/—\B)—>B) b AR .
1 2

/EA T(lA) E(Pl/\P2—>T)/\(T—>P1/\P2) [He]
E(AVSB)  T(B) T(AV-B) =((PLARPYVTIA(=TV(PLAR)) [ €
el els) = (PR T) ALY R ALY Rl

N =P AP.

E(-B) T(A)  T(-B)

é é Sievennyssaanntoja voi soveltaa siten, etta ensiimen konjunkti on
T(B) E(B) aina tosi ja kahdessa viimeisessa ensimmaiset termtisiaa, koska

. . ne ovat aina epatosia. Syntynyt tulos on sekéa KNM etta DNM
Taulusta avoimia haaroja lukemalla saadaan mgatw—-B) vV (-AA P yntynyt

B), joka on sama kuin muunnossaannailla. Konjuntiivimenmaal-
imuoto samalla periaatteella kuin a)-kohdassa.

¢) ~((A—B) —C)

5. Osoita semanttisella taululla, etta konjunktiivisesjfdnktiivisen normaali-
muodon hakemisessa kaytettavat saannot saitttéogisen ekvivalenssin.

Ratk. Tarkastele semanttisella taululla lauseiden— B) < ((a — B) A

Ratk. (B—a)), (0 — B) < (-a VP), a « —-a, jne. patevyytta.
~((A==-B)—C) 6. Hae KNM:t seuraaville lauseille muunnossaannaillagananttisella taulul-
=-((A—-B)A(-B— A) —=C) [« € la.
=(~((~AV-B)A(=—BVA))VC) [—¢

a) (PA-P)V(QA-Q)
b) (PLA=PL) V.-V (PhA=Py)

(—\AV—\B)/\(A\/ B)/\—\C (*) [—\ S]

Tama onkin jo konjuntiivinen normaalimuoto. KaytatéSeuraavaksi

) . s R o ] h Osoita semanttisella taululla, etta a)-kohdassa muettadtNM on toteu-
konjunktion distributiivisuutta disjunktion yli:

tumaton.
(¥*) = (-AV-B)A((BA-C)V (AA-C)) [V u Ratk.
= (-AA((BA—=C)V (AA-C)))V a) Muuntamisessa kaytetaan disjunktion distribugiivitta konjunktion
(=BA((BA-C)V (AA-C))) [V ul yli:
= (-AABA-C)V (-AAAA-C)V
(-BABA-C)V (-BAAA—C) vV u (PA-P)V(QA-Q)
= (~AABA—C)V (AA-BA-C). =(PA=P)VQA((PA=P)V-Q)

=(PVQA(=PVQA(PV-Q)A(=PV-Q)
Lause on disjunktiivisessa normaalimuodossa. Viime#&sgatheessa
on jatetty pois aina epatodet konjunktiot, eli ne, joissantyy jokin
atominen lause ja sen negaatio.

Semanttisella taululla samoin kuin 4. tehtavassa,&t&ohta.



b) Muuntaminen etenee samoilla saannailla. Kutenadjelassakin, lop-
putulokseen tulevat kaikki kombinaatiot'j2otuusarvoille:

(PLA=P) V-V (PhA—Py)
= (PLV VP A(=PLV PV VB A A(=PLV -V —Py)

Osoittaminen tapahtuu lahtemalla liikkeelle semaettta taulusta, jonka
juuressa on lause todeksi asetettuna. Jos lause on totontaulu on
ristiriitainen.

T(PVQA(-PVQ) /\l(PVﬂQ) A(=PV=Q))
T(PVQ)

T(ﬂP\/Q)
T(P\l/—\Q)
T-Pv Q)
T R
T T(Q) T(-P) T(Q)
Eép) e Yo E(P) -6 M-Q
VRN Y

7. Hae lauseell§dA — (A— A) = A) - (A= (A—=A) - (A— A)
klausuuliesitys.

Ratk. Lahdetaan poistamaan implikaatiot:

A= (A=A =A) — (A=(A=A) = (A=A

)— )
= (A= ((A-A—=A) VvV (A= (A-A)— (A-A)
= (-AV((A—=A)—A) V ((FAV(A—=A)—(A—=A)
= —(-AV(=(-AVA)VA)) VvV (=(-AV(-AVA))V(-AVA))

Edelleen viedaan negaatiot atomilauseiden eteen:
=(=AV (=(-AVA)VA)) V (=(-AV(-AVA))V(-AVA))

= (=-AA=(=(-AVA)VA)) VvV ((-——AA-(=AVA))V(-AVA))
=  (AA(==(-AVA)A-A)) vV ((AA=(-AVA))V (-AVA))
= (AA((FAVAYA-A)) vV ((AAN(AN=A)) V (-AVA))

Siirretaan distribuutiosaannoilla disjunktios&an ja konjunktiot ulos:

(AN ((FAVA)A=A)) vV ((AAN(AANSA))V (-AVA))
(AA((FAVAYA-A)) Vo ((AV(SAVA)) A ((AN=A)V (AV A)))
(AA((FAVAYA-A)) Vo ((AV-AVA)A(AV -AY A) A (AV -AVA))
(AV ((AV-AVA) A (AV-AVA) A (-AV -AVA)) A
(=AVA)A-A)V ((AV-AVA) A (AV-AVA) A (-AV -AV A))
(AVAV-AVA)A(AVAV-AVA) A (AV-AV -AVA) A
(=AVAVAV-AVA)A(-AVAVAV-AVA) A
(
(

—AVAV-AV-AVA)A (-AVAV-AVA) A (CAVAV -AVA) A
—AV-AV-AVA)

Kun tulokseen sovelletaan normaalimuotojen sievenr@ygsa, jossa pois-
tetaan disjunktiot, joissa esiintyy literaali ja sen koempkntti, havaitaan,
etta kaikki syntyneet 9 klausuulia eliminoituvat. Tuleks saatava klausuuli-
joukko on siis tyhjaQ), ja on siten aina tosi. Nain pitaakin olla, silla artnet
lause on pateva (tarkista esimerkiksi semanttiselllai).

. Tarkastellaan klausuulijoukkoa:

S = {{Ao,Ar},{~A0,~Ar},{A1, Az}, {-A1,~Az},...,
{An-1,An}, {~An-1,7An}, {An, Ao}, {—An,~ A0} }

Anna totuusjakelu siten, ettéaz = S.

Ratk. Tarkastellaan joukoi® kahta ensimmaista klausuulia. Ne voidaan
lauseena kirjoittaa muodos$y vV A1) A (—AgV —A1). Talla lauseella on
mallit 21 = {Ao} jaa2 = {A1}, eli se kuvaa ehdoton-tai operaatiota (XOR).
Nain ollen koko klausuulijoukk& kuvaa lausetta:

(AoVAL) A (ALVAR) A -+ A (AqVAg)

Tarkastellaan lausett@n kahdella arvolla. Kum = 1 lause saa muodon
(AoVA1) A (A1VAD). Kun tassa valitaah todeksi, seuraa siita, etf on
epatosi. Nyt molemmat konjunktit toteutuvat. Vastaavash valitaanAg
epatodeksi. Klausuulijoukon mallit ovat siigo} ja {A1}.

Nytjosn= 2, kaava on muoto@oVA1) A (A1VA2) A(A2VAg). Jos tassa val-
itseeAg:n todeksi, seuraa siita, etfg on epatosi ja taady tosi. Nyt vii-
meinen ehdoton-tai kuitenkin edellyttaisi toteutuaksextaAs on epatosi.
Tama aiheuttaa ristiriidan ja nain ei saada mallia. Agwvalittiin aluksi
epatodeksi, syntyy samanlainen ristiriita. Tassau&passa klausuulijoukol-
la ei ole yhtaan mallia.



Tarkastelun voi yleistaa siten, etta josn pariton saadaan edellamainitulla
tekniikalla 2 mallia{Ag, A2, ...,An—1} ja {A1,As,...,An}, ja josn on par-
illinen, ei malleja ole (todistal).

. Horn-klausuuli on klausuuli, jossa on tasmalleen yksipiwinen literaali.
Olkoon a3 ja 42 Horn-klausuulien joukorS malleja. Osoita, etta myos
4 = 41N 43 o0nSn malli.

Ratk. Tehdaan vastaoletus [~ S. Talldin joukossés on klausuuli
{A,—Bq,...,—Bn},

joka ei toteudu. Jotta nain on, pitaa of8:,...,Bn} C 4 (eli 2 = B
kaikilal1<i<n)jaA¢g a (eli 2 = A). Joukko-opillisen leikkauksen
maaritelman mukaan pitaa myos oflBy,...,Bn} C 41 ja {By,...,Bn} C
4,. Koskaa, ja 4 ovat klausuulijoukors malleja, pitaa olla myoé € 41
jaA € ap. Talloin kuitenkinA € a4 leikkauksen maaritelman perusteella, ja
tama aiheuttaa ristiriidan. Nain ollen= S. O



