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Ratkaisuja demotehtviin

4. Maarittele Shefferin viiva Peircen nuolen avulla.

Ratk.
Shefferin viivan maaritelmaA | B= —~(AAB).
Peircen nuolen maaritelmé: | B= —(AVB).

-0 = aja.
(aAB) = ~(-av-B)=(-al-B)=(ala)l(BLlB).
A|B = =(anp) ((ala) L (BLR) L ((ala)l (BLR)).

5. Osoita, etta

a) josZ = @ja X = —o@jollekin lauseellap, niin lausejoukkd on toteu-
tumaton.

Ratk. Oletetaan, etta jollekip pateeX = @ja = = —¢. Tehdaarvastaole-
tus: X on toteutuva. Talldin on olemassa totuusjakelsiten, etta kaikilla
o€ 2, 4 =o. KoskaX = ¢, pateea = ¢. Toisaalta kosk& = —¢, patee
4 = -, mika on maaritelman mukaan ekvivalentisti~ @. Koska mikaan
lause ei voi olla yht& aikaa tosi ja epatosi, seuraa véstasesta ristiriita.
Nain ollen vastaoletus on vaara,jan toteutumaton. O

b) jos lausejoukoll& on tasmalleen yksi malli, niin jokaiselle lauseelle
@patees = @tai X = —@ (muttei molemmat).

Ratk. Olkoon 2 lausejoukor ainoa malli. Jokaiselle lauseeligpatee
ettag onjoko tosi totuusjakelussa tai @ on epatosi totuusjakelussg eli
joko 2 = @tai 4 |~ @ (ekvivalentistia = —@). Josa = @, patee = ¢. Jos
taasa | —@, pateeX = —q. O

6. Osoita seuraavat loogisen seuraavuuden ominaisuudet.
a) ZCCn(%).
b) Monotonisuusz; C ¥ = Cn(X1) C Cn(Xy).
C) ZE@=Cn(X) =Cn(Zu{e}).

Ratk. Merkinta Cr(X) tarkoittaa lausejoukol loogisten seurauksien jouk-
koa, eli CnZ) = {@| Z = ¢}. Joukkoon C(X) kuuluvat siis ne lauseet,

jotka ovat tosia:n malleissa.

a) Tehdaan vastaoletdsZ Cn(X). Talldin joukossa& on lausen siten,
ettd jokinz:n malli 4, ei olea:n malli, eli 2 }~= a. Toisaaltaz onX:n
malli, eli jokaiselleo € X pateea |= 0. Koskaa € Z, taytyy siis olla
4 |=a. Tama onristiriidassa sen suhteen, etta kukin lauselantpsi
tai epatosi totuusjakelussa Vastaoletus on vaara, ja vaite patekl

b

~

Tarkastellaan mielivaltaista lausettac Cn(Z1). o on tosi kaikissa
Z1:n malleissa, eli totuusjakeluissa, joissa jokaiagm lause on tosi.
KoskaZ; C ¥, ovatX;:n lauseet osanzp:ssa. Nain ollen jokainen
Z2:n mallion myosy;:n malli. Taytyy siis olla, etté on tosi jokaisessa
Z>:n mallissa, el € Cn(Xy). O
Kiteyttaen voidaan todeta, etta enemman lauseitsdshemman malleja
= enemman loogisia seurauksia.

Oletetaar |~ @, eli kaikilla 4 joilla pateea = o jokaisellao € Z,
patee mydsa = ¢@. b)-kohdan perusteella patee €h C Cn(Z U
{@}) jariittad osoittaa CfEU{@}) C Cn(Z). Olkoona mielivaltainen
Cn(ZU{@}):n alkio. Patee siig U{@} = a, eli a on tosi kaikissa
ZU{@}:n malleissa. Nama ovat kuitenkin tasmalleen samat Kui
mallit, eli pateeX = a jaa € Cn(Z). O

C

~

7. Mallinnalauselogiikalla kolmen danestajan aaygsrjestelmaa, jonka mal-

leista joko positiivinen (enemmistd jaa-aania) tagativinen aanestystulos
voidaan lukea. Kuinka malli muuttuu, jos danestajianeha ja tasatuloksen
sattuessa puheenjohtajan aani ratkaisee.

Ratk. Tarkoitus on siis laatia lausejoukko, jonka malleistagsiyksen tu-
los voidaan paatella. Valitaan seuraavat atomilauseet

= ‘“Aanestaja 1 antaa jaa-aanen”
= ‘“Aanestaja 2 antaa jaa-aanen”
“aanestaja 3 antaa jaa-aanen”
= ‘“Aanestyksessa enemmisto jaa-aania”
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Nailla edellytyksilla sopiva mallinnus voisi koostualsaavista lauseista.
Kahdesta jaa-aanesta saadaan enemmisto jaa-aania

AANB—Y AAC—Y BAC—Y



Kahdesta ei-aanesta saadaan vahemmisto jaa-aani”
-AAN-B—-Y -AA-C—-Y -BA-C—-Y
Mallinnuksen jarkevyytta voi tutkia valitsemalla joiia aanestystuloksia.

Oletetaan esimerkiksi, etf@ aanestaa jaa ja muut eAanestyksen tulos
pitaisi olla ei eli totuusjakelum = {C} lausejoukon malli. Nain onkin,

silla ainoastaan implikaatiorAA =B — =Y vasen puoli evaluoituu todeksi.

Samasta syysta totuusjakeif = {C,Y} johtaa ristiriitaan ja ei siis ole
lausejoukon malli.

Kun mukaan otetaan puheenjohtaja eraan mallinnuksesn tadeuttaa seu-
raavaan tapaan. Otetaan edellisten atomilauseidersiikaittoon seuraa-
vat atomilauseet:

p
IC

“puheenjohtaja antaa jaa-aanen”
“adanestystulos riippuu puheenjohtajan danesta”

Varma vahemmisto tai enemmistd saadaan kolmella jaai-tsénella.
AABAC—Y —-AA-BA-C— Y
Muuten puheenjohtajan valinta paattaa aanestyldeksen.

AAN-BA-C—IC -AABA-C—IC —-AA-BAC—IC
AABA-C—IC AAN-BAC — IC -AABAC —=IC

Puheenjohtajan valinnan vaikutus.
ICAP—=Y ICA-P— Y

Tarkastellaan esimerkkina tapausta, jo&ga puheenjohtaj& antavat jaa-
aanen. Talldin kahden ensimmaisen implikaation mgseoli evaluoituu
epatodeksi ja lauseet siten tosiksi. Implikaatlon -BA —C — IC vasen

puoli evaluoituu todeksi, jolloihC pitaa ottaa mukaan totuusjakeluun. Koska
P siis oli totta, niin lauseelC AP — Y perusteella @anestystulos on positi-

ivinen, lopullisen totuusjakelun ollessa= {A,P,IC,Y}. Todetaan lisaksi,
ettd muut lauseet eivat aiheuta ristiriitaa.

Mallinnuksessa on luonnollisesti vaihtoehtona myos kigik kombinaa-
tioiden luettelointi.

www. mat kakortti. net mukaan):

1. Vihreavalo: kausilippu voimassa/ arvolippu maksettihto voimassa.

2. Vihred ja keltainen valo: kautta jaljella 3 tayttaipaa tai vahemman /
arvoa jaljella 5 euroa tai vahemman.

3. Punainen valo: kausi/ vaihto ei voimassa, muu virhe.
Formalisoi annetut lauseet lauselogiikalla ja selvitédlaisia malleja laati-
mallasi lausejoukolla on.
Ratk. Mallinnuksessa voidaan kayttaa vaikkapa seuraaviaejm

A = ‘kausilippuvoimassa” D = ‘“kautta< 3pv”

B = “arvolippu maksettu” E = *“arvoa<5 euroa’
C = ‘“vaihto voimassa” F = “muuvirhe”

V = ‘“vihrea valo syttyy”

K = “keltainen valo syttyy”

P = *“punainen valo syttyy”

Nyt tehtavan lauseet voi formalisoida seuraavasti:

1. AvBvC—V
2. DVE—- KAV
3. -AV-CVF —-P

Ylla literaalit V,K ja P viittaavat siis palavaan valoon. Jarjestelma vaatii
siis, etta yllaolevat lauseet ovat totta. Niilla ei olellaista mallia, jossa
mikaan valoista ei syty, esim. koska lauseéllgitaa aina valita totuusarvo,
jolloin joko lauseen 1 tai 3 vasen puoli saa totuusarvon tosi



