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Ratkaisuja demotehtviin

4. Maarittele lauselogiikan konnektiivit

a) aina epatoden lausegéh) ja implikaation(—) avulla.
Ratk.

-A=A— L
AVvB=-A—-B=(A—1)—B
AAB=-(-AvV-B)=—-(A—-B)=-(A— (B— 1)) =
(A—=(B—1))—L
A-B=(A—BA(B—A=
(A=B)—=(B—A)—1))— 1
b) Shefferin viivan (opetusmoniste kappale 2.2) avulla.
Ratk. Shefferin viiva on méaritelman mukaisest| B = ~(AAB).

~A=A|A
ANB=~(A|B)=(A|B)[(A|B)

AVB=—(-AA-B) = (-A| -B) = (A| A) | (B| B)
A—B=-AVB=—(AA-B)=(A|-B)=(A| (B|B))
A(—)B:A—>B/\B—>A:(A| (B‘ B))/\(B‘ (A‘A))E

(A[(BIB) [ (B[ (A[A))[((A[(BIB))[(B](A[A)

5. Kay lapi kaikki mahdolliset binaarikonnektiivit (yht 16) ja anna niille
maaritelmat lauselogiikan peruskonnektiivien avulla

Ratk. Eri mahdollisuudet koottu allaolevaan taulukkoon.

Po t t e el |po t t e e
p1 t et el |p1 t et e
poV-po |t t t t po|p1 e t t t
poVpr |t t t e -(po—p1)|e t t e
pp—po |t t e t| |-ps e t et
Po tt e e “(pp—p1)|e t e e
po—p1 |t e t t —Po e et t
p1 t et e -(pr—po)|e e t e
po—pL |t e e t Pol p1 e e et
poApPL |t e e el | ppA—po e e e e

6. Olkoona; C ? jaa, C 2 kaksitotuusjakelua j@e £ lause. Osoita, etta jos
A1NAL(Q) = 22NAL(P), Niin 21 E @<= 22 = @.
Ratk. Todistus rakenteellisella induktiolla:
Perustapaus: Olkoon @ atominen lause, el\t(¢) = {@}. Joukko-opillisen
leikkauksen maaritelman perusteella jake 41 ja @ € 42 jolloin 421 = @
jaaE=@ taiQg 41 ja@¢ 4, jolloin a1 = @ ja 42 = @ Nain ollen
A1 E <= A2 Q.
Induktio-oletus: Vaite patee kaikillep, joissa on korkeintaan konnekti-
ivia.
Induktioaskel: Olkoonglause, jossa on-+ 1 konnektiivia. Tehdaan tapau-
sanalyysi eri konnektiivien suhteen.

1. Olkoongmuotoa—a. Induktio-oletuksen perusteella vaite patee lauseelle
a. Nyt, jos 41 = a ja 42 = a niin 41 = —a ja 4, = —a. Toisaalta,
jos 41 £ a ja 42 £ a niin 41 | —a ja 42 E —a. Nain ollen vaite
patee, josp on muotoa-a.

2. Olkoongmuotoan AB. Vaite patee induktio-oletuksen mukaan sakiée
ettap:lle. Eri vaihtoehtoja on nyt nelja.

—Josa1 E=0q, 42 = a, 41 = Bjaaz =B, niin pateea; =aABja
Ay =anp.

—Josa1 Eq, 42 = a, 41 £~ Bjaaz i~ B, niin pateeas [ aABja
A7 o AP.

—Josa1 - a, 4z £ a, 41 = Bjaaz =B, niin pateea; FaABja
Az = aAB.

— Josa; ~a, 4z - a, 41 - Bjaaz i~ B, niin pateea; £ aABja

A A AB.
Nain ollen vaite patee, jopon muotoan A 3.

3. Muut konnektiivit vastaavasti niiden maaritelmien kaan (kirjoita
auki!).

7. Olkoona = 0 totuusjakelu. Laske lauseen
(=B — =A) — ((-B — A) — B)
totuusarvo a) totuustaulukolla, ja b) totuusmaarigaimojalla.

a) Ratk. Merkitaan lausettg:lla, ja valitaan atomilauseidef ja B to-
tuusarvog :n mukaisesti.



[A[B[-A][-B]|-B—-A[-B—A[(-B—A —>B]l ¢
[ EIE| T | T T E T T
b) Ratk.
x Maaritelman mukaaA ¢ 4, jossa £ A. VastaavastB ¢ 4, joss
4 £ B.
x Negaation maaritelman perusteelig~ Ajossa = -Ajaa |~ B
jossa = —B.
Koskaa |= —A, pateea = -B — —-A.
Koskaz [~ Ajaa = —B, pateez [~ -B — A.
Koskaa [~ —-B — A, pateez = (-B— A) — B.
Koskaa |= (—-B — A) — B, pateea = .

*
*
*
*

8. Insindori Sorsselsson laati seuraavat vaatimukdetrinevaloille kahden
yksisuuntaisen kadun risteykseen:

() Kummassakin liikennevalossa on vihred, keltaineryaginen lamppu,
joista tasmalleen yksi palaa kerrallaan.

(i) Liikennevalojen vihreat lamput eivat pala yhtaaikesti.

(i) Jostoisessa liikennevalossa palaa punainen lampputoisessa palaa
joko keltainen tai vihrea lamppu.

a) Esita annetut vaatimukset lauselogiikan lauseina.
b) Laadi syntyneelle lausejoukolle totuustaulukko.

¢) Hae taulukon avulla lausejoukolle malli ja totuusjakghssa se ei
toteudu.

d) Mieti parannusehdotuksia annetuille vaatimuksillatgjen todellisia
liikennevaloja). Mit& likennevalojen ominaisuuksiamtsty kuvaa-
maan lauselogiikan avulla?

Ratk.

a) Kaytetdan atomisialauseRd, K1 jaV1, jotka tarkoittavat etta liilken-
nevalon 1 punainen, keltainen ja vihrea lamppu palaadtfsjestyk-
sessd). OlkodP2, K2 jaV2 vastaavat atomiset lauseet liikennevalolle
2. Kaydaan annetut vaatimukset lavitse:

(i) Liikennevalolle 1 saadaan laugd v K1V V1 (ainakin yksi lam-
puista palaa) ja lause@l — —-K1A V1, K1 — -P1A -V1,
V1 — —-P1A =K1 (korkeintaan yksi lampuista palaa). Lisaksi
tarvitaan vastaavat lauseet liikennevalolle 2.

(i) Saadaan lause(V1AV2).
(iii) Saadaan lause€tl — (K2VvV2)jaP2 — (K1VvV1).

b) Laaditaan totuustaulu edellisen tehtavan lausejibeikiglerkitaan taulun

tiivistamiseksi:lla lausettg Pi v Ki Vi) A (Pi — —KiA—Vi) A (Ki —
=Pi A=Vi) A (Vi — =Pi A =Ki) (joka siis merkitsee, etta likenneval-
ossa palaa tasmalleen yksi lamppu). Tahdella merkitytnastaavat
lausejoukon malleja.

P1K1V1P2K2V2

“(VIAV2) [ P1— (K2VV2) | P2— (K1VV1)
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c) Vaitteesta "molemmissa liikennevaloissa palaa ke#talamppu” saadaan
lauseK1 A K2. Olkoon4; totuusjakelu, joka kuvaa atomiset lauseet

P1K1V1P2 K2V2 =(VIAV2) [P1— (K2VV2) [P2— (KIVVD) [ |

Q
iy
Q
N

K1jaK2 todeksija muut atomiset lauseet epatodeksi gk {K1,K2}.

E E Nyt 21 |= (K1AK2), koskaa; = K1 jaa; = K2). Lisaksi kaikille

(a)-kohdan lauseiller pateea; = a (tarkista!). 41 on siis malli an-
netuille vaatimuksille, jossi1 A K2 on tosi. Olkoon; totuusjakelu,
joka kuvaa atomiset lauseéf jaV2 todeksi ja muut atomiset lauseet
epatodeksi, elizp = {V1,V2}. Nyt 45 [~ ~(V1AV2), jotena; eiole
lausejoukon malli.

d) Yksi mahdollisuus on valjentaa ensimmaista vaasta, koska liik-

~

keellelahdettaessa punainen ja keltainen lamppu aalaonissa li-
ikennevaloissa yhtaaikaisesti (mieti, kuinka lauseii@¢ muuttaa).
Lauselogiikan avulla ei voi helposti esittaa liikennieyan toiminnan
eri vaiheita (esim. vihrean jalkeen syttyy keltainen jgou).

9. Tutki totuustaulukoilla, pitavatkd seuraavat vagti@aikkansa.

a) LausgA— B) — ((B—C) — (A— C)) on pateva.

b) Lause~((A— B) — ((-A— B) — B)) on toteutumaton.
c) Lauseef — Bja —(A < —B) ovat loogisesti ekvivalentteja.
d) {(AAB)V(CAA),(AAB)V-B} =AV(CA-B).

Ratk.
a) Lauseen alilauseet ovatB,C,A— B,A—-CB—C, (B—C) —

(A — C) seka lause itse (merkitaan si@dla). Lause on pateva, jogs
saa taulukossa kaikilla totuusjakeluilla arvon tosi.
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Malleja on siis 7 kappaletta §2= 64 mahdollisuudesta). Tutkimalla E|IT|IE| T T E T T
malleja voit huomata, etta insindori Sorsselssoraatimukset tayt- EIEIT| T T T T T
tyvat niiden maaraamissa tilanteissa. Vaite dilnevalojen punaiset EIE|E| T T T T T

lamput eivat pala yhtaaikaisesti” voidaan esittagséana-(P1AP2).
Tama lause on tosi kaikissa edellisen tehtavan laugejo malleissa
(tarkista!), joten—(P1 A P2) on kyseisen lausejoukon looginen seu-
raus.

Viimeinen sarake sisaltaa pelkastaan arvogten lause on pateva.

b) Lause on toteutumaton, joss totuustaulukon sita veastasarakkeen kaikki
rivit sisaltavat pelkastaan arvéa



c)

A|B|A—=B|-A~-B
T|T T T
T|E E E
E|T E E
E|E T T

Taulukosta nahdaan, etta lauseiden> B ja —A < —B sarakkeet ovat
identtiset, joten ne ovat loogisesti ekvivalentit.

d)

(AAB)V (CAA) | (AN

=

V-B]AV(CA-B) |

mim|mmj{-| ||| >
mim|—|—{m|m|—| || @
m{—|m|—{m|—fm| -0

m| m| m| m|m| ==
|| m|m| === =

||
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Vaite patee, kosk& Vv (C A —B) saa arvoriT kaikilla niilla riveilla,
joilla molemmat(AAB)V (CAA) ja (AAB)V —B saavat arvoril
(merkitty x:113).



