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Ratkaisuja demotehgviin
4. Osoita lauselogiikan avulla oheisten ehtolausekkeideivalenssi.

(@) ! (a==b|] a<b)
(b) a! =b&&! (b>a)

Ratk. Opetusmoniste maaritteli Boolen lauseet tiettyjen peypausten avul-
la, muiden ollessa lyhennysmerkintdja. Nain ollen:
a==h =qet ! (a>Dh) &&! (b>a)
ja
a<b =g b>a
al=b =def ! (a==b)
Valitaan atomilauseikh ="*a>b" ja B="b>a". Nain (a)-kohdan lause saa
muodon
=((-AA-B)VB)

ja (b)-kohdan vastaavasti:

~(~AA-B) A-B

Havaitaan, etta kun ensimmaiseen lauseeseen sovalleaan De Morga-
nin saantda saadaan jalkimmainen lause. Nain oleeavat ekvivalentit.

5. Esitetyt ohjelmat koostuvat perakkaisista sijoituskekkeista. Nain ollen ne
voidaan ratkaista kayttamalla hyvaksi opetusmemissa annettuja paattelysaantoja:
Sijoituslauseke: [B{x/E}] x=E [B]

[BoJC1[By]  [B] C2 (B
[Bo] C1; Cz [B7]
Osoita osittainen oikeellisuus seuraavissa tapauksissa:

Kompositio:

@) Fp x>0]y=x+1[y>1]

Ratk. Lahtemalla jalkiehdosta ja soveltamalla sijoituslekkeen paattelysaantoa

taaksepain saadaan mudta-1>1] y=x+1 [y >1]
x>0 on ekvivalentti lauseke +1>1 kanssa, joten erityisesti siis sen vah-
vennus, jolloin vaite patee.
(b) |=p [truely=x;y=x+x+y[y==3*x]
Ratk. Soveltamalla kahteen kertaan sijoituslausekkeengga#tantdva saa-
daan muoto:
[X+x+y==3*x]y=x+x+y [y==3*x]
[X+x+x==3*x]y=x [x+x+y==3*X]

ja edelleen komposition saantda soveltamalla:
[X+x+x==3*X] y=X; y=x+x+y [y==3*x].
Lausekex +x +x==3* x on identtisesti tosi kokonaislukujen joukossa, jol-
loin vaite patee.
(©) Eplx>1]a=1; y=x; y=y-aly>08&&x>y]

Ratk. Samoin kuin b-kohdassa sijoituslausekkeen paattahtsa tulee so-
veltaa perakkain. Saadaan:

[y-a>0&8&x>y-aly=y-ay>08&&x>y]
[x-a>08&&x>x-a]y=x[y- a>0&&x>y- a]
[x- 1>0&&x>x- 1] a=1 [x- a>0&8&x>x- a].

Kompositiosaannodn suoraviivainen sovellus sivuietdNyt ensimmaisen
ehdorx - 1>0&&x >x - 1 jalkimmainen konjunkti on tutkittavissa kokonais-
lukustruktuureissa aina tosi. Edelleen ehtd >0 on yhtapitava ehdox>1
kanssa, joka esiintyy vaitteessa.

. Osoita, ettg=p [t rue] P [z==min(x,y) ], miss&P on seuraava ohjelma:

if(x>y)then{
z=y
telse{
z=x
}



Ratk. Tehtavan ratkaisuun tarvitaan edellaesitettyjeatigly'saantdjen lisaksi
seuraava saantd:

Ehtolauseke: [B1&&B]| C1 [B7] [B1&&! B] C; [By]
[B]17(B) then (Ci} el se {Co} B2

Pyritaan osoittamaan==min(x,y). Tama on siis yllaolevan saannon ehto
B,. Tutkitaan komentoj&; ja C, erikseenCy:sta saadaan.

[x ==min(x,y)] z=x [z==min(x,Yy)]

Ehtox == min(x,y) on yhtapitavaa lausekkeer=y tailausekkeeh( x>y)

kanssa. Luonnollisesti lauseke voidaan kirjoittaa my@stoont r ue &&! (x>y) .

Komennostd&; saadaan vastaavasti:

[y ==min(x,y)] =y [z==min(x,y)]

Ja edelleen samalla paattelylla esiehdoksie &&( x >y) . Nyt voidaan so-
veltaa ehtolausekkeen paattelysaantoda (viivapyblella olevat lausekkeet
on johdettu) ja saadaan:

[true]
if(x>y)then{
z=y
telse{
z=x

} [z =min(x, y)]

. Osoita ohjelmast8umseuraavat ominaisuudet:

(@) p [true] Sum(z==x+y]
(b) =t [0<=y] Sum[z==x+y]

kun Sumon seuraava ohjelma:

Z=X;

vV=y;

while(! (v ==0)) {
z=z2+1;
v=v-1

}

Ratk. Tehtavan a-kohdassa pitaa todistaa mudBaawhi | e(B) {C} [By]
oleva osittainen oikeellisuus. Tahan on annettu searemnettely:

Al. Valitaanl siten, etta:f (1&&!B) ->B.
A2. Haetaan heikoin esiehtositen, ettg= [I'] C [I].
A3. Osoitetaar= | &&B->I", minka nojalla=p, [I &&B] C [I] ja edelleen

=p [1] whi | e(B) {C} [18&! B].
A4. Osoitetaar=, By->1.

Menettelyssd on invariantti, joka on aina voimassa silmukan lauseiden
suorituksen jalkeen. Nyt silmukkaa tutkimalla havaitaatta muuttujare
arvo kasvaa ja pienenee, erityisesti siis niiden summa pysyy vakiona. Kun
niille lisaksi annetaan alkuarvetja y on summa naiden vakioiden sum-
man suuruinen. Olkoon silslausekez +v ==x +y. Nyt havaitaan, etta me-
netelman kohta Al patee, kosk8 on lausekes ==0, josta luonnollisesti
seuraa, etta==x +y. Lahdetaan siis hakemaan silmukan komentojen hei-
koimpia esiehtoja. Saadaan:

[z+v-1==x+y]v=v-1[z+Vv==X+tY]
[z+1+v- 1==x+y|z=z+1 [z+V- 1==Xx+Y]

Saadussa esiehdossé ja - 1 kumoutuvat, jolloin esiehto on sama kuin
invariantti|. Menetelman kohdassa A3 tulee osoittaa, E&&B->1’, so.
lause:

z+v==x+y&&! (v==0) — z+v==x+y
Tama luonnollisesti patee. Nain ollen patee myos:

[z +v ==x +Y]
while(!(v ==0)) {
z=z+1;
v=v-1
[z +v ==x +y &&v ==0]

Menetelman kohta A4 redusoituu lauséer | todistamiseen. Todistuksen
loppuunsaattamiseksi pitaa viela tutkia alun sijdduseet. Saadaan:

[z+y==x+y]v=y [z+v==x+ty]
Xy ==x+y] 22X [z 4y ==x+Y]



Ensimmainen ehta+y ==x+y on luonnollisesti aina totta.
(b) = [0<=y] Sum[z==x+y]

Tehtavan b-kohdassa pyydetaan todistamaan, ettédnehjmyos paattyy ja
etta talloin tarvitaan vahvempi esiehto. Taydelliggkeellisuuden todista-
misessa tarvitaan seuraavaa vahvempaa paattelggaant

[B1&&B,&&(E==n)] C [B1&&(E<n)]
[B1] whi | e(B2) {C} [B1&&! B

Saannoss®,; sisaltaa aiemman invariantin lisaksi vaatimuksetasigtta
kokonaislukulausek& >=0. Saantd sanoo, etta aina kun toistolausekkeen
komentojaC suoritetaan invariantin ja toistolausekkeen ehdon dless
massa niin valitaanpa kokonaislukumuuttujearvo miten tahansa, niin ai-
na, kun esiehto on voimassa niin jalkiehto on myos. &altd puolestaan sa-
noo, etta invariantti sailyy ja kokonaislukulausekergiree aidosti (sailyen
kuitenkin ei-negatiivisena). Nain ollen komentojéntoistaminen johtaa
vaistamatta siihen, etta toistolausekkeen ehto mémgulta epatodeksi ja
ohjelman suoritus taten paattyy.

Esimerkkiohjelmassa lausekkeeksivoidaan valitav. Talloin paattely ko-
mennoilleC saa muodon:

[z+V- 1==x+y&&0<=v- 1&&V- 1<n]v=v- 1 [z+Vv==X+y&&0<=V&&v<n]
[z+v==x+y&&0<=v- 1&&v-1<n]z=z+1 [z+V- 1==x+y&&0<=v- 1&&v- 1<n]
Jotta paattelysaantoa voisi kayttaa taytyyistah, etta saatu esiehto on paat-
telysaannossa tarvittavan esiehd®&&B,&&( E==n) looginen seuraus.

Kyseinen esiehto saa muodon:

z+v==X+y&&0<=v&&! (v==0) &&v ==n

Looginen seuraavuus patee, koska muuttujalleidaan valita vain positii-
visia arvoja, jotta vasen puoli saadaan todeksi. Naimoltidaan paatella:

[z +v ==x +y &&0 <=V]
while(!(v ==0)) {

z=z+1,;

v=v-1
[z +v ==x +y &0 <=v &&v ==0]

Nyt 0<=v on jalkiehdon totuusarvon kannalta luonnollisesti reghmtti.
Paattelyn loppuunsaattamiseksi pitaa viela tutkia sijoituslauseet:

[z+y==x+y&&0<=y]v=y [z+Vv==X+y &&0<=V]
[X+y==x+y&8&0<=y] z=x [z +y ==X +y &&0<=y]

Saatu esiehto redusoituu siis muotdbsry eli ohjelma paattyy vain jos
muuttujany arvo on ei-negatiivinen, kun ohjelman suoritus aloitetaan



