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Ratkaisuja demotehtviin

4. Maarita seuraavien klausuulijoukkojen Herbrand-emwmit ja kannat.

a) {{-G(x.0)}},
b) {{P(f(y),y)}},
) {{P(¥)}, {-P(a), -P(b)}},
{{=P(xy), -P(y,2), G(x,2) }},
e) {{-P(xy)}, {Q(a,x), Q(b, f(y))}}.]a

f) {{P(x), Q(f(x.y))}}
Ratk. Herbrand-universunti muodostuu termeista, jotka voidaan muodos-
taa klausuulijoukossa esiintyvista vakio- ja funktiodyateista. Jos klausuu-
lijoukossa ei ole vakiosymboleita, universumiin otetaekij vakiosym-
boli, esimerkiksia (nain tehdaan kohdissa b), d) ja f)). Herbrand-ke®ta
muodostuu atomisista lauseista, jotka ovat konstruasavklausuulijou-

kossa esiintyvista predikaattisymboleista kaytthnargumentteina Her-
brand-universumib) termeja.

U ={c},B={G(c,0)}.
b) U={af(a),f(f(a),..},B={P(e;,&)|e1eU,epcU}.
U = {a b}, B={P(a),P(b)}.
d) U ={a},B={P(a,a),G(a,a)}.
e) U={a,b, f(a),f(b), f(f(a)), f(f(b)),...},
B={P(e1,e2)|e1 €U, e, € U} U{Q(ey, &)
fy U={a f(aa),f(a f(aa)),f(f(aa),a),f
B={P(e)lecU}uU{Q(e)|ecU}.
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lepeU,exc U}
(f(a,a), f(a,a)),..},
5. Tarkastellaan kaavajoukkoa

3 = {WxP(x,a,x), =3Ix3y3z(P(x,y,2) A=P(x, f(y), f(2)))}.

a) MuunnaX klausuulijoukoksis.
b) AnnaSn Herbrand-universuntl seka Herbrand-kan®

c) Esitetaan Herbrand-struktuurit Herbrand-kannafjoog&oina. HaeSlle

osajoukkorelaatioort;, nahden minimaalinen ja maksimaalinen Herbrand-

malli.
Ratk.

a) LauseestsxP(x,a,x) saadaan klausuulP(x,a,x)}. Lausejoukon toi-
nen lause-(3x3y3z(P(x,y,z) A =P(x, f(y), f(2))) tuottaa klausuuliin
{=P(x,y,2),P(x, f(y), f(2))}. Nain ollen saadaan klausuulijoukie=
{P(xax)},{-P(xy,2),P(x f(y), f(2)}}.

b) Herbrand-universunt = {a, f(a), f(f(a)),...} = {f"(a) [n>0} ja
Herbrand-kant® = {P(e1, e, €3) | €1,€2,€3€ H}.

¢) Maksimaalinen Herbrand-malfille saadaarB:sta, silla jokainen ter-
mi muotoaP(f"(a),a, f"(a)), n> 0 kuuluuB:hen (ensimmainen klausuu-
li toteutuu), ja jokainen termi muotd( f"(a), f™1(a), fk1(a)), missa
n,m k > 0, kuuluuB:hen (toinen klausuuli toteutuu).

Minimaalinen Herbrand-malli ofP(a,a,a),P(a, f(a), f(a))}.

6. Muunna ongelma predikaattilogiikan lauseen

IAY(P(X) < —-P(y)) — IAY(=P(X) AP(Y))

patevyyden selvittamisesta lauselogiikan toteutwamgelmaksi ja ratkaise
ongelma lauselogiikan menetelmin.

Ratk. Muodosta lauseen klausuulimudidaarellinen, ei funktiosymbole-
ja), etsiSn Herbrand universuntil ja edelleen Herbrand-instanssien jouk-
ko S (aarellinen). Taman voit nahda lauselogiikan klaugoukkona ja
kayttaa esimerkiksi (lauselogiikan) resoluutiotaciaralauselogiikan klausuu-
lijoukon patevyyden tarkastelemiseen.

7. Laadi substituutioidetix/y,y/b,z/ f (x) } ja {x/9(a),y/x,w/c} kompositio.
Ratk. Substituutioita kompositoitaessa on kiinnitettava imimta kahteen
asiaan:

— Mikali tulos olisi muotoax/x, sita ei kirjata lopputulokseen.
— Jos jalkimmainen substituutio korvaa samaa muuttujaaédellinen,
korvaus suoritetaan ensimmaisen substituution perilestee

Nain saadaan:

{y/b.z/f(9(a)),w/c}



8. Mitka ovat seuraavien literaalijoukkojen yleisimmaifimijat?

x9(y), f()),P(f(y),9(f(2)),2)}

x, f(x),9(y)),P(a, f(g(a)).9(a)), P(y; f(y).9(a))}
x, f(x.y)), P(y. f(y.a)),P(b, f(b,a))}
f(a).y.2),P(y, f(a),b), P(x,y, f(2))}

Ratk. Sovelletaan unifikaatioalgoritmia vaiheittain:

a) {P
b) {P
c) {P
d) {P
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a) 0o = € (tyhja substituutio)
S0:{P(ng(Y)’f(a))vp(f(y)g(f(z))vz)}
D(S) ={xf(y)}
o1={x/f(y)}

0001—{X/f( v}

S = {P(f(y),9(y). f(a)),P(f(y),
D(S) = {yf( )}

o2 ={y/f(2)}

000102 = {x/f(f(z

S = {P(f(1(2)),9( (Z))
D(S) ={f(a),z}

o3 ={z/f(a)}

00010203 = {X/f(f(f(a))).y/f(f(a)),z/f(a)}

S={P(f(f(f(a))),9(f(f(a)).f(a))}

Unifiointi onnistui, yleisin unifioija 0rog010203.
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b) op=¢

S = {P(x f(x),9(y)),P(a, f(g(a)).9(a)),P(y; f(y),9(a)) }

D(S) = {x.ay}

o1 = {x/a}

S = {P(a, f(a).9(y)).P(a, f(g9(a)).9(a)), P(y; f(y),9(a)) }

D(Sl) = {6.7 y}

o2 = {y/a}

$ = {P(a,f(a),9(a)),P(a f(g(a)),9(a))}

D(S) = {a.9(a)}

Termitaja g(a) eivat unifioidu; unifiointi ei siis onnistu.
C) Op=¢

So = {P(x f(x,¥)),P(y. f(y,8)),P(b, f(b,a))}

D(S)) = {vav b}

01 = {x/b}

S = {P(b7 f(bvy))’ P(y7 f(y a))7 P(b7 f(b7 a))}

D(S) = {b,y}

02 ={y/b}
S = {P(b7 f(bb))P(b7 f(b7a))}
D(S) = {b,a}

Termitb ja a eivat unifioidu; unifiointi ei onnistu.

P(y, f(2),b),P(x.y, f(2))}
,1(a),2),P(f(a), f(a),b), P(x f(a), f(2))}

S ={P(f f

D(S) ={zb, f(2)} (zaa ei voi korvate (z):1la)
03 ={z/b}

S = {P(f(a), f(a),b),P(f(a), f(a), f(b))}
D(S) ={b,f(b)}

(b
Termitb ja f (b) eivat unifioidu; unifiointi ei onnistu.
9. Osoita, etta

a) substituutioiden kompositio ei ole kommutatiivinen, etta on ole-
massa substituutiatja A s.e.0\ # Ao.

b) yleisimmat unifioijat eivat ole yksikasitteiset, elité jollekin lauseke-
joukolle (esim. atomikaavojen joukk@on olemassa kaksi yleisinta
unifioijaa,o jaA, s.e.0 # A.

Ratk.

a) Olkoono = {x/a} jaA = {x/b}. Naille pateesA # Ac.
b) Lausejoukollé&s= {P(x),P(y)} on olemassa kaksi yleisinta unifioijaa:

{x/y}ja{y/x}.

10. Unifioi {P(x,y,2),P(f(w,w), f(x,x), f(y,y))}.
Ratk. Yleisimmaksi unifioijaksi saadaan unifikaatioalgoritnsidveltaen

{x/f(w.w),y/ T (f(w,w), f(w,w)),
2/ F(F(Fww), f(ww)), (f(ww), F(ww))}.
11. Todista resoluutiolla, etta ei ole olemassa miespartiria:

a) Jokainen parturi ajaa niiden miesten parrat, jotkatéis@ aja partaan-
sa.



12.

b) Kukaan parturi ei aja niiden miesten partoja, jotka djiea partansa.

Ratk. Kuvitellaan, etta universumi koostuu joukosta miehiayketaan for-
malisoinnissa seuraavia predikaatté@x) = “x on parturi” jaA(x,y) = “X
ajaay:n parran”.

a) Vx(P(x) — Yy(=A(Y,Y) — A(X,Y))),
b) ¥X(P(x) — VY(A(Y,y) — —A(X,Y)))-

Muodostetaan klausuulit:

a) YX(P(x) — Yy(=A(y,y) — A(X,Y)))
YX(=P(x) vV YY(AY,Y) VA(X,Y)))
YXPY(=P(X) VA(Y,Y) VA(X,Y))

—P(X) VA(Y,y) VA(X,Y)
{_‘P(Xl)v A(y17y1)7 A(leyl)}

b) Vx(P(x) — VYy(A(Y,y) — =A(X,Y)))
VX(=P(X) VYY(=A(Y,y) V 2A(X,Y)))
YXPY(=P(X) V —A(Y,Y) V —A(X,Y))
—P(x) vV -A(y,y) V -A(X,Y)
{=P(x2), ~A(Y2,¥2), =A(X2,Y2)}

Halutaan todistaa3xP(x) ja siksi muodostetaan lauseen negaaiB(x).
Tama lause muutetaan klausuulimuotd®a) }.

Klausuuleista
{ﬂp(xl)v A(yl7y1)7 A(X17y1)} ja {_\P(X2)7 _‘A(y27y2)7 _‘A(X27y2)}
saadaan

{-P(xa)}  (substituutio{x1/x3,2/Xs,y1/%3,Y2/Xa})

Klausuuleistg P(a) } ja {—P(x3) } saadaan tyhja klausuuli (substituufias/a}).

Taten klausuulijoukko on toteutumaton j&xP(x) seuraa loogisesti pre-
misseista.

Esitetaan luonnolliset luvut 0, 1, 2, 3, ... muuttujatittatermeilla 0,s(0),
s(s(0)), ..., jotka rakentuvat vakiosymbolista 0 ja funktiosynibals, joka
tulkitaan funktioksis(x) = x+ 1 luonnollisille luvuillex.

a) Tarkoittakoon predikaatii2(x),J3(x) ja J6(x) sita, etta luonnollinen
luku x on jaollinen kahdella, kolmella ja kuudella. Maarittelama
predikaatit predikaattilogiikan lausein siten, ettadikaatinJ6 maa-
ritelma perustuu predikaattiel? ja J3 maaritelmiin.

b) Todista resoluutiolla, etta jos luonnollinen lukwn kahdella ja kol-
mella jaollinen, niin luonnollinen luku+ 6 on kuudella jaollinen.

Ratk. Todetaan ensin perustapaukset, s.o. etta 0 on kahdellalijeeka
jaollinen.
32(0),
J3(0).
Edelleen, kuinka naista paatellaan jaollisuus smmille luvuille:
YX(32(x) — J2(s(s(x)))),
VX(JI3(X) — I3(s(s(s(X)))))-
Ja lopuksi maaritellaan kuudella jaollisuus:
VX(J2(X) A JI3(X) — J6(X)).

Jotta resoluutiota voisi soveltaa, tulee lauseet muuttaaskulimuotoon.
Tassa tapauksessa se on melko suoraviivaista.

VX(J2(x) — J2(s(s(x))))
Vx(=J2(x) v I32(s(s(x)))
{=32(x),32(s(s(x))) }-

SamoinJ3(x)-predikaatin maarittelevalle lauseelle saadgadB(x), I3(s(s(s(x)))) }.
Edelleen]6(x):n maaritteleva lause saadaan muotoon:

¥x(J2(x) AJ3(x) — JI6(X))
WX(=(J2(x) A I3(x)) V IB(X))
WX(—=J2(x) V =J3(X) vV I6(X))
{=J2(x), 7J3(x), J6(x) }.

Kyselyn negaatiosta tulee seuraavat kolme klausuulia:
—¥x(32(x) A J3(x) — I6(5(x)))
—wx(=(J2(x) AJI3(x)) v IB((X)))
—¥X(—J2(x) V =J3(x)) v I6(5(x)))
Ix(~J2(x) V =I3(x) v I6((x)))
Ix(JI2(X) AJI3(X) A -I6(s3(X)))
{392(c)}, {33(0)} ja {~36(s°(c)) }-

\//—\



Resoluutio laaditaan seuraavasti:

1. {J2(c)}, P
A{32(x1),I2(s(s(x0))) }, P
-{I2(s(s(c))) 1 & 2, % /¢

- A{HI20x2),I2(s(s(x2))) }, P

- {32(s%(c))}, 3 & 4, x2/5(s(c))

- {32(x3),I2(s(s(xa))) }, P
{32(s°(c))}, 5 & 6,x3/5°(c)

. {J33(c)}, P

- {=J3(x4),I3(s(s(s(xa)))) }, P

10. {J3(s(s(s(¢))))}, 8 & 9, xa/cC

11. {=J3(xs),I3(s(s(s(xs))))}, P

12. {33(s%(c))}, 10 & 11,%4/s(s(s(c)))
13. {=J2(xg), ~J3(xs),I6(xs) }, P

14. {=33(s%(c)),I6(s°(C))}, 7 & 13, %6/5°(c)
15. {J6(%(c))}, 12 & 14

16. {-J6(s%(c))}, P

17. 0,15 & 16
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Resoluutiosta saatiin tyhja klausuuli, so. vaite pip@ikkansa.



