T-79.3001 Logiikka tietotekniikassa: perusteet Ke@t 2007
Laskuharjoitus 1 (johdanto 3.1 — 3.2, lauselogiikka 1.1 — B)
23.-25.1.2007

Ratkaisuja demotehtviin

4. Osoita induktiolla, ett@-alkioisella joukolla on 2 osajoukkoa.

Ratk. Perustapaus: 0-alkioisella joukolla (olettaen N) eli tyhjalla joukolla
on yksi osajoukko, se itse. Lisaksi 2 1.

Induktio-oletus: Vaite patee arvollm= k, eli k-alkioisella joukolla on ¥
osajoukkoa.

Induktioaskel: Tarkastellaan joukkas jossa onk+ 1 alkiota. Valitaan
joukosta mielivaltainen alkia. JoukonA osajoukot jakautuvat osajoukko-
jen, joissaaon mukana, joukkooB ja osajoukkojen, joissaei ole mukana,
joukkoonC. JoukkoC on k-alkioisen joukon osajoukkojen joukko (po-
hdi miksil). Induktio-oletuksen perusteel|&| = 2K. Toisaalta, jokainen
B:n alkio voidaan bijektiivisesti kuvata tietyk€l:n alkioksi (poistamalla
a). Patee siigB| = |C|. Koska kukinA:n osajoukko kuuluu jok®:hen tai
C:hen (mutta ei molempiin), oA:n osajoukkojen lukumaar@| + |C| =
2N 42N = 2420 = 2N+, O

5. Todista seuraavat vaittamat (joulét jaC ovat universumirk osajoukkoja):

a) AU(BNC) = (AUB) N (AUC).
b) E— (ANB) = (E—A)U(E—B).

Ratk. Tarkastellaan tilannetta nk. Vennin digrammeilla piingla kolme
lomittain menevaa vapaamuotoista suljettua kuviota g@kitsemalla ni-
ihin A/B ja C. Varjaa taman jalkeen kuvioita lauseiden perusdesisim-
mista operaatioista alkaen. Mikali operaatio on unionivarjataan alue,
jossa jompikumpi joukoista on edustettuna. Leikkauksessdee luonnol-
lisesti olla molemmat. Komplementt sisaltaa universumin kaikki muut
alkiot.

Esitetaan formaalimpi todistus kohdaan a). Osoitetasmé\ U (BNC) C
(AUB) N (AUC). Olkoona mielivaltainen alkio siten, ettae AU(BNC).
Talloin pateea € Ataiac BNC, joka tarkoittaa edelleen, ettée Bjaac C.
Josa € A, pateeac AUB jaa e AUC ja edelleera € (AUB)N(AUC).
Toisaalta, jos € Bjaac C, patee mydos € AUBjaac AUC. Nain ollen
ae (AUB)N(AUC).

Toinen suuntg AUB) N (AUC) C AU (BNC) menee vastaavalla tavalla.
Olkoona mielivaltainen alkio joukostgAUB) N (AUC). Talldinae AUB
jaae AUC. On jalleen kaksi vaihtoehtome Ataiac Bjaae C. Jos
ac A talloin mydsa e AU (BNC) ja toisaalta josa € B ja a € C, patee
mybsac AU (BNC).

Nain ollen a) kohdan vaite patee.

6. limaise seuraavat vaittamat lauselogiikalla:

a) En saa tydta valmiiksi, ellet sina auta.

b) Eitippatapa, eikd ampariin huku.

c) Kuljen typmatkat jalan, pyoralla tai joskus autolla

d) Merja ja Arto tulevat meille kylaan.

e) Koska olet ollut ilkea, et saa jalkiruokaa.

f) Vaikka manuaali olikin pitka, se tuntui loppuvan kesken

g) Jos minulta kysytaan — tai vaikkei kysyttaisikaan sin hanen ei
kannata ostaa autoa, tai sitten hanen on asuttava kaujk@paikas-
taan ja bensiinin on tultava halvemmaksi.

Ratk.

a) A — —B, kun
A="Sina autat”
B ="Saan tyon valmiiksi”

b) -AA-B, kun
A ="Tippa tappaa”
B = "Ampariin hukkuu”
c) AVBVC, kun
A ="Kuljen tydmatkat jalan”
B = "Kuljen tydmatkat pyoralla”
C = "Kuljen tydpmatkat joskus autolla”

d) Joko:A, kun
A ="Merja ja Arto tulevat meille kylaan”
tai: AA B, kun
A ="Merja tulee meille kylaan”
B ="Arto tulee meille kylaan”
e) Esim.A— —Btai AA—B, kun
A ="0Olet ollut ilked”
B = "Saat jalkiruokaa”



f) Esim.AAB, kun 9. Poista tarpeettomat sulut ilman, etta lauseen merkitystiau.
A ="Manuaali oli pitka"
B = "Manuaali tuntui loppuvan kesken” a)

g) AVv-A— -BV(CAD), kun
A ="Minulta kysytaan” c)
B = "Hanen kannattaa ostaa auto” d)
e)

— ((BAC)VD))
(A—=B)A(B—C)) = (A—=C))
(AAN(BVC))V (AA(CVD)))
(=(AAB)) = (B—C)AA))

C ="Hanen on asuttava kaukana tyopaikastaan”
(-A)A(=B)) — =(AVB))

(A

b) (

(

(

D ="Bensiinin on tultava halvemmaksi” (

7. Olkoon atomisten lauseiden joukko= {A, B,C}. Mitka seuraavista ovat Ratk. Sovelletaan sopimuksia konnektiivien vahvuusjarjesegita:
lauselogiikan lauseita. Perustele. a) A— (BAC)VD

a) A b) (A—B)A(B—C)— (A—=C)
b) -(AAB)) c) (AA(BVC))V(AA(CVD))
c) (AA(B— (ANCQ))) d) =-(AAB) < (B—C)AA

d) Tanaan sataa. e) “AA—-B — —(AVB)

Ratk. 10. Mitéd muotoa edellisen tehtavan lauseet ovat? Anneerjiéiéennyspuut.
a) Kylla, atominen lause. Ratk. Muoto maaraytyy uloimmasta konnektiivista:
b) Ei, eivoidajohtaalauseenmuodostussaanndgillénygiskaan sisalla pa- a) Implikaatio.

rillista maaraa sulkuja (kts. tehtava 5).
c) Kylla, vastaukseksi voi esimerkiksi antaa jasennyspyosta muo- /H\
dostussaantojen soveltaminen kay ilmi. A
d) Ei, luonnollista kielta. KA
8. Todista etta sulkujen maara jokaisessa lauselogigkaseessa on parillinen. J \C

Ratk. Todistetaan vaite induktiolla lauseen sisaltamiermektiivien maaran . )

suhteen. b) Implikaatio.

Perustapaus: Lause, jossa ei ole yhtaan konnektiividamikause, ja se ¢) Disjunkiio.

sisaltaa 0 sulkua (0 on parillinen luku). v

Induktio-oletus: Lause, jossa on korkeintaakonnektiivia, sisaltaa paril- / N

lisen maaran sulkuja. / \ //\\
Induktio-askel: Tarkastellaan lauseftgjossa om+ 1 konnektiivia. Lause A Vv

f on muotoa(—a), (a Vv B), (aAB), (a — B) tai (a < B). Nyt kussakin E/ \ C/ \D
mahdollisessa tapauksessg [3 ovat lauseita, joissa on korkeintaakon-
nektiivia. Induktio-oletuksen mukaam ja (3 siséltavat parillisen maaran

S N s . d) Ekvivalenssi.
sulkuja. Nain ollen lausé sisaltaa myos parillisen maaran sulkuja.

e) Implikaatio.



11. Anna allaolevan lauseen alilauseet.

(-A— (-B—C)) = (~(-A—B) ~C)

Ratk. -A — (—|B — C), —\(—\A—> B) —C,-A -B—C, —\(—\A—> B),
C, A, —B, -A — B, B. Lisaksi lause on itse oma alilauseensa.



