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1 Predikaattilogiikan kieli

* Motivaatio

* Predikaattilogiikan aakkosto
¢ Kielen maaritelma

» Kaavojen muodostaminen

e Kvanttoreihin liittyvid maaritelmia
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| % /1.1 Motivaatio

A

Talloin “kaikki ovat viallisia” = AABAC ja
“jokin on viallinen” = Av BV C.

Esimerkki.

“Jos x on isompi kuin y ja y on isompi kuin z,

niin z on isompi kuin z".

Cy = "c on isompi kuin d", D, = "d on isompi kuin €", ...

K(CdADeeCe)/\(Ce/\Ed—>Cd)/\(DE/\EC—>DC)A--~

¢ Lauselogiikka on useisiin tarkoituksiin liian yksinkertainen: olkoon
A ="q on viallinen", B = "“b on viallinen", C = "¢ on viallinen”.

« Erityisesti objektien vilisten suhteiden kuvaaminen on hankalaa
(tarvitaan paljon lauseita, jotka ovat muodoltaan samankaltaisia).

/
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/Esimerkki. Alla on kuvattu joitain henkildiden vilisid suhteita.

A

ystavi

SAIRAAN HOITAJ AT
arvostaa

T ystivi

%

K T UNAISET

on velkaa

~
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1.2 Predikaattilogiikan aakkosto

Predikaattilogiikan kielessd £ kidytetddn seuraavia symboleja:
* Muuttujasymbolit V = {z,y,2,...}
* Vakiosymbolit C = {a,b,c,...}
* Funktiosymbolit 7 = {f,g,h,...}
* Predikaattisymbolit P = {=, P,Q, R, ...}
¢ Lauselogiikan konnektiivit =, A, vV, —, —
e Kvanttorisymbolit 3,V

* Sulut () ja pilkku ,

.
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/Méiiiritelmf—i.

 Jokaisella funktiosymbolilla f € F on paikkaluku n > 0
(joka m&3rd3 f:n argumenttien lukumé&aran).

¢ Vastaavasti predikaattisymboleilla P € P on paikkaluvut n > 0.

* Maééritellddn F,, = {f € F | f:n paikkaluku on n}, kun n >0, ja
P, ={P € P | P:n paikkaluku on n}, kun n > 0.

o Titen F=U{F, |n>0}jaP=U{P,|n=>0}
Huomiocita.
¢ Yhtadsuuruuspredikaatti = € P on kaksipaikkainen, eli = € Ps.

* Vakiosymbolien joukko C voitaisiin vaihtoehtoisesti maaritelld
0-paikkaisten funktiosymbolien joukkona Fjy.

\' Joukon Py symbolit vastaavat lauselogiikan atomisia lauseita.
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/1.3 Kielen ma3aritelma

Predikaattilogiikan kielen £ maaritelma on kolmitasoinen: ensin
madritelldan termit, sitten atomikaavat ja lopulta varsinaiset kaavat.

Madritelmd.
1. Jokainen muuttujasymboli v € V on termi.
2. Jokainen vakiosymboli ¢ € C on termi.

3. Jos f € F,, on n-paikkainen funktiosymboli ja ¢1,...,%, ovat

termejd, niin myds f(t1,...,t,) on termi.

4. Muita termeja ei ole.

Esimerkki. z, ¢, f(x), f(f(f(f(f(x)))), 9(f(z),9(f (), g(z,c))).

Maé&Zritelmd. Termi, jossa ei esiinny muuttujia, on muuttujaton termi

K(engl . ground term).

/
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Maaritelmd.
1. Jos t; ja to ovat termejd, niin t; = to on atomikaava.

2. Jos P € Py on 0-paikkainen predikaattisymboli, niin P on
atomikaava.

3. Jos P € P, on n-paikkainen predikaattisymboli (missd n > 0)
jati,...,t, ovat termejd, niin P(t1,...,t,) on atomikaava.
4. Muita atomikaavoja ei ole.
Esimerkki. Atomikaavoja ovat mm.
P(z1), Q, 1 =12, g(z1,22) = f(f(c1)),
R(cr,z1,y1) Ja S(z1,cr, f2), h(f(21), €1, 21), T2, 2, 23),

mutta esim. f(R(z),c) ei ole atomikaava (eikd edes termi).

~
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Madritelmd.
1. Jokainen atomikaava ¢ on kaava.

2. Jos ¢ ja i ovat kaavoja ja x on muuttuja, niin myos
(=), (9 V), (BAY), (9 =), (¢ =), (Vag), (Fzg)
ovat kaavoja.

3. Muita kaavoja ei ole.

Esimerkki. Predikaattilogiikan kaavoja: P(c), (Vz(P(z) — Q(z))),
(Ve (P(z) v ByQ(x,9)))), (Fu(Vy(VzP(z,y,2)))).

Symbolijoukkoihin V,C, F ja P perustuva predikaattilogiikan kieli £
méadritellddn edelld annetuilla periaatteilla muodostettavissa olevien
kaavojen joukkona.
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Sopimukset sulkeiden kdytostd

* Konnektiivien presedenssiluokat ovat seuraavat:

1. =, Vv ja Jv (missé v € V) ovat vahvimmat konnektiivit.

2. V ja A ovat niitd heikompia, mutta vahvempia kuin — ja «.

3. — ja < ovat heikoimmat konnektiivit.

 Lauselogiikan yhteydess3 kdytt6onotettuja periaatteita sulkeiden
viahentdmiseksi kdytetddn myds kaavoja kirjoitettaessa.

Esimerkki. Titen kaava

(B (vy((Bz(P(x, 2) A P(z,9))) — (Q(x) V Q(y)) V R(z,y)))))

voidaan kirjoittaa selkedmmin

Favy(32(P(x, 2) A P(2,9)) — Qx) V Qy) V R(x, y))-
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Kaavejen jdsennyspuut Vo

Predikaattilogiikan kaavoilla on ‘

yksikdsitteinen jasennyspuu. /_>\
Kaavan Vz(P(z) — Q(f(z,¢))) P Q
jdsennyspuu on annettu oikealla. | |

z f
Kyseinen kaava on muodoltaan / \
universaalisti kvantifioitu kaava. x c

Huomio. Jdsennyspuun juuressa oleva konnektiivi m&drda edelleen, mita
muotoa lause on. Esimerkiksi 3z P(x) — VzP(x) on muodoltaan

implikaatio, kun taas 3z(P(z) — YyQ(y)) on muodoltaan
kaistentiaalisesti kvantifioitu kaava. /
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1.4 Kaavojen muodostaminen

1. Tunnistetaan kuvattavaan jarjestelmain liittyvat objektit:

» Otetaan kdyttéon vakiosymboli jokaiselle objektille, johon on
tarve viitata erikseen, eli nimetdan tarvittavat objektit.

» Mikili objektien vililld on funktionaalisia riippuvuuksia, otetaan
kiyttdon vastaavat funktiosymbolit.

2. Tutkitaan millaisia relaatioita objektien valilld on ja otetaan
kdyttoon n3itd vastaavat predikaattisymbolit.

3. Kuvataan relaatioiden valiset riippuvuudet kirjoittamalla niille
méadritelmat predikaattilogiikan kaavoina.

Huomio. Funktiosymbolin voi tarvittaessa korvata predikaattisymbolilla,

mutta t3lldin t3ll6in m3aritelm33n tulee liitt33 funktionaalisuusehto.

- /
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/Esimerkki.

Olkoon t = “tuoli”, h = “hattu”, s = “sateenvarjo” vakioita ja

N

—P(s,t) = “sateenvarjo ei ole tuolin pdalld".

JzP(z,h) =
“on olemassa x, joka on hatun pailld”,
eli “hatun p3illa on jotakin”.
JxVy—P(y, x) =
“on olemassa x siten, ettd mikddn y ei ole x:n pdall3”,
eli “jonkin pdill3 ei ole mitdan".
Va(P(z,h) — P(x,t)) =
“kaikille x: jos x on hatun p32ll4, niin x on tuolin pailld",

& eli “kaikki hatun pdilld olevat ovat tuolin p3alld".

P(z,y) ="z on y:n pdalld” kaksipaikkainen predikaatti. T&llGin:

A
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(e

SAIRé@NHOIT/}JAT ystavd

on vélkaa Y

N(e) — Alc,c)
JxFy(Y (z,y) AN Y (y, 7))
2y (S(x) A S(y) AV (z,y)) o .‘:;v::NAI'S'ET” .
JwA(z, x) AJx(S(x) A N(z))

—Vz(S(x) — N(x))

va(Y (z,c) — V(a,z))

simerkki. Kuvataan henkildiden vilisid suhteita predikaattilogiikalla.

arvostaa

/ﬂ@\JD

R

A
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@simerkki. Funktiosymbolit tarjoavat tavan esittda induktiivisia \
tietorakenteita termien avulla.

1. Luonnolliset luvut: vakiosymboli 0 ja funktiosymboli s € Fj.

* Termit 0, 5(0), s(s(0)), ... vastaavat luonnollisia lukuja 0,1,2;...
2. Listat: vakiosymboli e (tyhja lista) ja funktiosymboli ¢ € Fs.
» Termit e, c(a, e),c(a,c(b,e)),... vastaavat listoja [ ], [a], [a, ], ...

3. Bin&&ripuut: funktiosymbolit [ € F; (lehtisolmut) ja t € F;
(sisdsolmut).

o Termit l(a),t(l(a), (b)), t(l(a),t(I(b),I(c))),. .. vastaavat puita
a/ \b a/ \o
b/ \

a,

N /
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Esimerkki. Esitetddn bindaripuut kuten edelld funktiosymbolien [ ja ¢

avulla. Kirjoitetaan madritelm3 seuraavalle predikaatille:
P(z,y) = “bind3ripuu z on bindaripuun y peilikuva".

Koska bind3ripuut muodostavat induktiivisen tietorakenteen, on
luontevaa, ettd predikaatille P(z,y) joudutaan kirjoittamaan
induktiivinen /rekursiivinen maaritelma seuraavalla tavalla.

 Perustapaus (pelkéstd lehtisolmusta koostuvat bindaripuut):
va(P(l(x),1(x))).
¢ Induktioaskel (monimutkaisemmat bindaripuut):
VaVyVzvu(P(x,y) A P(z,v) — P(t(z, 2),t(v,y))).

—> Madritelm3 kattaa kaikki bindaripuut.
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1.5 Kuvanttoreihin liittyvid maaritelmia

Kaavan alikaavat mairdytyvat seuraavasti:
» Atomisen kaavan 1 ainoa alikaava on v itse.
o Kaavan Jzvp (V) alikaavat ovat Jxyp (Vep) ja ¢:n alikaavat.
* Lauselogiikan konnektiivit (=, —, <>, V, A) k3sitell33n vastaavalla

tavalla (vrt. alilauseiden ma&ritelma lauselogiikan tapauksessa).

Esimerkki. Kaavan ¢ = 3z A(z, x) A 3z(S(x) A N(x)) alikaavoja ovat

¢, Az, z), Fz(S(z) A N(x)), A(z,x), S(x) AN N(z), S(z) ja N(x).

N /

© 2007 TKK / Tietojenkisittelyteorian laboratorio

T-79.3001 LTP / Kevit 2007 Predikaattilogiikka

-~

Vapaat ja sidotut muuttujat kaavassa

~

Maédritelmd. Olkoot Jxv ja Va¢ predikaattilogiikan kaavoja. Alikaava v
on kvanttorin 3z vaikutusalue kaavassa Jx). Vastaavasti alikaava ¢ on
kvanttorin Vx vaikutusalue kaavassa V.

Esimerkki.
Vx

Vz (P(z) — 3y Q(x,y))
Jy

Jx Jx
—~ =
Jz (Q(z) < Vz P(x,z)) V3Iz R(x)
Vx
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ﬁ/léiéiritelméi. Muuttujan = esiintym3 kaavassa ¢ on sidottu, jos se \
sijaitsee kvanttorin Vz (tai z) vaikutusalueessa. Kvanttorisymbolia
seuraava muuttujaesiintyma on sidottu.

Jos muuttujan z esiintyma3 ei ole sidottu, niin z:n esiintym3 on vapaa.
Muuttuja x esiintyy vapaana ¢:ssd, jos silld on vapaa esiintyma ¢:ssd.

Esimerkki. Tarkastellaan muuttujaesiintymid seuraavassa lauseessa:

sid. sid. vap. vap. sid. sid. sid. vap.
VP, ) VIATQUYY) — R, E)

Esimerkki. Kaavan 3z(P(z) A 3xQ(z)) muuttujaesiintymit ovat
sidotut.

Maé&dritelmd. Kaavaa ¢ kutsutaan /auseeksi, jos siind ei ole vapaita
muuttujaesiintymid.

KHuomio. Luvussa 1.4 esitetyt kaavat ovat kaikki lauseita (tarkista). /
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Mééritelm3. Olkoon ¢(x) kaava, jossa muuttuja  mahdollisesti esiintyy

Muuttujattoman termin sijoittaminen kaavaan

vapaana ja t muuttujaton termi. Kaavalla ¢(t) tarkoitetaan kaavaa ¢(x),
jossa jokainen muuttujan x vapaa esiintyma on korvattu termilld ¢.

Esimerkki.

1. Olkoon ¢(y) = Jr(P(x,y) v Q(y.2)).
— Sijoittamalla muuttujattomat termit ¢ ja f(f(d)) kaavaan ¢(y)
saadaan ¢(c) = Jz(P(x,c) V Q(c,x)) ja

o(f(f(d)) = Fz(P(z, f(f(d))) v Q(f(f(d)), z)).
2. Olkoon ¢(x) = JxP(z) A Q(z).

— Sijoittamalla vakio ¢ saadaan ¥(c) = JzP(x) A Q(c).

/

© 2007 TKK / Tietojenkisittelyteorian laboratorio

19

20



T-79.3001 LTP / Kevit 2007 Predikaattilogiikka

-~

N

2 Predikaattilogiikan semantiikka

e Struktuurit

Predikaattilogiikan totuusmaaritelma
* Semanttiset peruskdsitteet
¢ Vastamallit

¢ Peruskésitteiden viliset yhteydet

.

A
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2.1 Struktuurit

Predikaattilogiikassa totuusjakelut korvataan struktuureilla.
Méaaritelmd. Struktuuri (rakenne) S kielelle £ koostuu
* universumista U, joka on jokin ei-tyhja joukko, seka
* vakio-, muuttuja-, funktio- ja predikaattisymbolien tulkinnoista:
1. Vakiosymbolin ¢ € C tulkintana on alkio ¢® € U.

2. Muuttujasymbolin v € V tulkintana on alkio v € U.
3. Funktiosymbolin f € F,, tulkintana on funktio fS: U™ — U.

Struktuuri voidaan edelleen ymmairtdd yhden asiaintilan kuvauksena.

-

A

4. Predikaattisymbolin P € P,, tulkintana on relaatio P° C U™.

© 2007 TKK / Tietojenkisittelyteorian laboratorio
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Huomioita. K
n p|
———
e Joukon U™ =U x --- x U alkiot ovat monikkoja (tai jonoja)
(a1,...,an), missd alkiot a1 €U, ..., a, € U.

o Erikoistapaukset: U' = U ja UY = {()}, missd () on tyhji jono.

e Kvanttoreilla Jv ja Vo tullaan jatkossa viittaamaan universumin eri
alkioihin. Muuttujan v arvon vaihtaminen struktuurissa S tapahtuu
seuraavalla tavalla.

Maééritelma. Struktuurilla S[v — a] tarkoitetaan struktuuria S’, joka on
muuten sama kuin S, mutta muuttujasymbolin v € V tulkintana vS’

S

onkin annettu alkio a € U (alkion v° asemesta).

N /
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/Esimerkki. \

Helsinki

Hampuri

Berliini

U = {he,tu,ha,be,lo Helsinki® = he
{

Tukholma® = tu Hampuris = ha
Berliini® = be Lontoo® = lo

piikaupunki® = {he,tu,be,lo} CU* =U

2

\ lento® = {(he,tu), (tu,lo), (lo, be), (he, ha), (ha,be)} C U /
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2.2 Predikaattilogiikan totuusmaaritelma
Termien tulkinta struktuurissa

Maédzritelmd. Olkoon S struktuuri kielelle £ ja U struktuurin S

universumi.

 Vakio ¢ € C nimea3 universumin U alkion ¢S.

o Muuttuja v € V nimeéa universumin U alkion vS.

(15 Ja

,tn) nimeda universumin U alkion

* Jos termit t1,...,t, nimedvit universumin U alkiot 7, ...
f € F,, niin termi f(tq,...
FE@T, .. t5).

N3in voimme viitata kielen £ termeilld universumin U alkioihin

(kunhan vakio-, muuttuja-, ja funktiosymbolien tulkinnat on annettu).

~

/
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Esimerkki. Tarkastellaan vakiosymbolia ¢ € C ja funktiosymboleja
f € F1 ja g € Fs. Olkoon struktuurin S universumina U luonnollisten

lukujen joukko 0,1,2,.... Valitaan em. symbolien tulkinnat seuraavasti:

S =0,

fS = seuraajafunktio, eli fS(n) =n+1, ja

g = summafunktio, eli g%(n,m) =n + m.

Tallgin ¢ nimeda alkion 0,
f(o) nimed3 alkion 1,
()= f(f(...f(c)...)) nimedd alkion n ja
—
n kpl

g(f(e), f(f(e) nimeda alkion 3.

-
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Kaavojen totuusarvojen laskeminen struktuurissa

Olkoon S struktuuri kielelle £ ja U struktuurin S universumi.

Mad&Zritelmd. Seuraavassa méaaritelldan, milloin kaava ¢ € £ on tosi
struktuurissa S (merk. S |= ¢) ja milloin epatosi (merk. S = ¢).

1. SEt =ty <= t{ jatS ovat sama universumin U alkio

(ylld ¢; ja to ovat mit3 tahansa termeji).
2. SEP(ty,...,t,) =
(t1,...,tn)S (eli jono (t¥,...,t5)) kuuluu tulkintaan PS
(ylld n >0, P € Py,jaty,...,t, ovat mitd tahansa termejd).
3. S P <= tyhji jono () kuuluu tulkintaan PS (missid P € Po).

4. SE-a = SkEa.

N

~

/
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/5.3|:om/j = SkajaSkER

SkEaVp < SkataiSkEB

SkEa—f = SiataiSkEp.

SkEaof < jokoSEajaSEpS tai S aja S B
.Sz alz) <=

S|z — a] = a(x) jollekin universumin U alkiolle a € U.

© 00 ~N o

10. SEVz a(z) <=

S|z +— a] = ax) kaikille universumin U alkioille a € U.

Viite. Kaikille kaavoille ¢ € L pétee joko S |= ¢ tai S [~ ¢.

Vdite. Jos kaava ¢ € L on lisdksi lause, sen totuusarvo ei riipu
Quuttujien v € V tulkinnoista struktuurissa S.

~
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&

simerkki. Tarkastellaan graafin solmujen joukkoa (universumi) ja \
esitetddn kaaret kaksipaikkaisen predikaatin K avulla. Nyt esim. graafia

—

S) —> S1 —> S92

L |

vastaa struktuuri S, jonka universumi on U = {sq, s1, s2} ja K:n tulkinta

KS = {(s0,51), (51, 82), (52, 52)} (z ja y ovat tulkittavissa vapaasti).

L (so,s1) €KS = (a,y)Slesow—al ¢ gSlomsos]
— Sz sy — 5] E K(,y)
— Sla e so] 3K ().

2. Vastaavasti (s1,s2) € KS = Sz — 51| F K (2,y).

A

3. Vastaavasti (so,52) € KS = Sz — s3] = WK (x,y).

N /
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4 N

Esimerkki. (jatkoa)

4. Koska S|z +— s;] = JyK (x,y) jokaiselle universumin alkiolle s; € U,
voimme todeta, ettd S = VzIyK (z,vy).

5. Lisdksi esim.

(s9,80) € KS (x, z)Slo—se] ¢ gSlr—sa]
S[z — s2] E K(x,z)
S[z — s2] £ K (x, )
S £ Ve K(z,x)
S | ~Va-K(z,x).

el

Mieti millaisia graafin ominaisuuksia lauseet Vox3y K (z,y) ja
—Vx—K (x,x) itse asiassa tarkoittavat!

A

- J
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Esimerkki. Tarkastellaan seuraavia opiskelijatietokannan relaatiotauluja:

Op (opiskelija) Ko (koulutusohjelma)
3310D | Taina 4358E | Tieto
4820H | Otso 3310D | S&hko
90557 | Elsi 90557 | Kemia
4358E | Uljas 4820H | Rakennus

1. Kyselyn 3z(Op(z, Elsi) A Ko(x, Tieto)) evaluointi tarkoittaa kyseisen
kaavan totuusarvon laskentaa vastaavassa struktuurissa.

2. Kyselyyn =Vx(Op(z, Elsi) — —Ko(z, Tieto)) saadaan sama vastaus.

Miten tdm3 on perusteltavissa?

N /
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2.3 Semanttiset peruskdsitteet

¢ Semanttisten peruskidsitteiden maaritelmit ovat muodoltaan samat.

¢ Olennaisena erona lauselogiikkaan on, ettd lauseiden rakenne on
monipuolisempi ja ettd struktuurit korvaavat totuusjakelut.

Maé&aritelmad. Struktuuri S on lauseen oo € £ malli, joss lause o on tosi
struktuurissa S eli S = a.

Madritelmd. Struktuuri S on lausejoukon X C £ malli, joss kaikille
lausejoukon ¥ lauseille o € ¥ pidtee S = o.

- /
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Méidritelmd. Lause « € L (tai lausejoukko > C L) on toteutuva, joss
ainakin yksi struktuuri S on sen malli.

Esimerkki. 3xVyP(z,y) on toteutuva.
Olkoon struktuurin S universumi U = {1,2} ja PS = {(1,1),(1,2)}.

1. <1, 1> c PS —— <x’y>s[z’_’1ay’—’1] c PS[ZHl,y»—»l]
=  Slz—1,y—1] = P(z,y).

2. <1,2> c PS —— <x’y>s[x’_’17’y’—’2] c PS[I>—>1,y»—>2]
= Sz~ 1,y— 2] E P(x,y).

3. Siis S[x — 1] EVyP(x,y) ja S = JaVyP(z,y).

.

~

/
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kaikissa £:n struktuureissa S.

Esimerkki. Osoitetaan = VzP(z) < -3z P(z).

Kaikille kielen £ struktuureille S ja vastaaville universumeille U pétee:
S | VaP(x)

S|z +— a] = P(x) kaikille a € U

ei ole niin, ettd S[x +— a] I~ P(x) jollekin a € U

ei ole niin, ettd S[z — a] = —P(x) jollekin a € U

S [ Jz-P(x)

S E —Jz-P(x).

rreee

Siis S = VzP(x) <> —3x—P(x) struktuurista S riippumatta.

-

Maéiritelmd. Kielen £ lause « on patevd (merkitddn = «), joss S = o

~

)
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Esimerkki. = VP (z) V —=VaP(z)
Olkoon S mielivaltainen L£:n struktuuri.
Nyt S EVzP(z) < S £ —VzP(x), joten S EVzP(z) V -VzP(x).

Predikaattilogiikka

~

Maidritelmd. Kielen £ lause « on lausejoukon X C L looginen seuraus
(merkitddn X |= «), joss v on tosi jokaisessa lausejoukon X mallissa S.

Esimerkki. {VzP(z)} & 3z P(z)

Olkoon S struktuuri siten, ettd S = VzP(x). Télloin

kaikille a € U pétee S[z — a] = P(z)

jollekin a € U pétee S|z +— a] = P(x)

(universumi U on ei-tyhjad struktuurin maaritelman perusteella)

= S E JxP(x).

=

-

/
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/2.4 Vastamallit

Vastamallin kisitettd kdytetddn myds predikaattilogiikan tapauksessa.
Olkoon ¢ € L miké tahansa lause ja ¥ C £ mik3 tahansa lausejoukko.

» Jos [£ ¢, niin vastamalli on struktuuri S siten, ettd S [~ ¢.
* Jos X £ ¢, niin vastamalli on malli S = ¥ siten, ettd S [~ ¢.

Esimerkki.

{Vz(A(z) — B(x)),VyA(y) VVy—A(y)} = Vz2B(z) V Vz-B(z), koska
voimme muodostaa esim. seuraavan vastamallin (struktuurin) S:
U={1,2}, AS =10, ja BS = {1}.

Titen S EVz(A(z) — B(x)), S E Vy—-A(y), S E VyA(y) vV Vy—A(y),
S EVzB(z), S £ V2—B(2) ja edelleen S (£ VzB(2) VVz—B(z).

K(Muuttujien x, y ja z tulkinnat voidaan valita vapaasti struktuurissa S)/
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/Esimerkki. Luokitellaan viikonpédivid seuraavalla lausejoukolla:
tentti(tiistai),

tentti(keskiviikko),

luento(keskiviikko),

Va(—tentti(z) A —luento(x) — vapaa(x))

Onko X |= vapaa(perjantai)? Ei, koska l6ytyy vastamalli S, jonka
perusteella ¥ [~ vapaa(perjantai) eli S = X ja S [~ vapaa(perjantai)!

Olkoon universumi U = {t, k, p} ja symbolien tulkinnat seuraavat:

tiistai® = t, keskiviikko® =k,
perjantai® = p, tentti® = {t,k},
luento® = {k,p}, vapaa® = {}

Q/Iutta: ¥ U {—tentti(perjantai), —luento(perjantai)} = vapaa(perjantai)j

A
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2.5 Peruskdsitteiden viliset yhteydet

Seuraavat ominaisuudet ovat voimassa my0s predikaattilogiikassa:
* = a <= -a on toteutumaton.
* ¥ Ea < XY U{-a} on toteutumaton.
ko <= Do
e {ag,...,an} Fa <= EFEaN Ao, —a.
Olkoon Cn(X) ={¢ € L | ¢ on lause ja ¥ |= ¢} lausejoukolle ¥ C L:
* X CCn(X¥)ja X =Cn(D).
* Monotonisuus: 31 C ¥ = Cn(X;) C Cn(Xy).

« Cn(Cn(D)) = Cn(D).

-

A
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3 Normaalimuodot

¢ Prenex-normaalimuoto
* Konjunktiivinen normaalimuoto
* Eksistenssikvanttorien eliminointi

¢ Lauseiden klausuulimuoto predikaattilogiikassa

N /

© 2007 TKK / Tietojenkisittelyteorian laboratorio

T-79.3001 LTP / Kevit 2007 Predikaattilogiikka

4 N

3.1 Prenex-normaalimuocto

Lause a on prenex-normaalimuodossa, mikali se on muotoa

Q171Q2w2 - - QnTn 9,
missd jokainen Q; on jompikumpi kvanttoreista (V tai 3) ja
alikaava ¢ ei sisdlld kvanttoreita.
Esimerkki. Seuraavat lauseet ovat prenex-normaalimuodossa:
P(a), VzP(x), Y23y P(z,y) ja
VaIyVaVw(P(z,y, z) — (Qy, z,w) — R(z,w,x))).

Viite. Jokainen predikaattilogiikan lause on loogisesti ekvivalentti jonkin
prenex-normaalimuodossa olevan lauseen kanssa.

- /
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Lauseiden muuttaminen prenex-normaalimuoctoon

Predikaattilogiikka

Mika tahansa predikaattilogiikan lause voidaan muuttaa
prenex-normaalimuotoon seuraavalla menettelyll3:

1. Poistetaan konnektiivit — ja «:
¢—=th~> VY
¢~ (VYY) A(PV )

2. Vieddin negaatiot kaavarakenteen sisdidn (atomisten kaavojen eteen)
seuraavien muunnosten avulla:

(P AY) ~ —pV
(e VY) ~ —p A=

“Vyp ~ Jy-gp
~Iyp ~ Vy—p

N /
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/3. Tuodaan kvanttorit ulos kaavarakenteesta:
Vye(y) Vo~ Vz(p(z) V
Yye(y) A~ Vz(p(2) A
PV Vyp(y) ~ V29 Vo
Y AVYp(y) ~ Vz(¥ A p(

e Yllz y korvataan uudella muuttujalla z, mikali y esiintyy vapaana
alikaavassa 1. Muussa tapauksessa z voi aivan hyvin olla y.

¢ Eksistenssikvanttorit Jy kisitellddn samaan tapaan
(saadaan 4 vastaavanmuotoista sddnt6a lisdd).

Huomio. Muuttujan korvaaminen uudella on olennaista:

VaP(z) VVzQ(x) ~ Va(P(z) VVzQ(x)) ~ YaVy(P(z) V Q(y)).

\(Lauseet VeP(x) VVzQ(z) ja Vo (P(x) V Q(x)) eivit ole ekvivalentit!)J
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Esimerkki. Muunnetaan seuraava lause prenex-normaalimuotoon:

Predikaattilogiikka

~

Va(P(z) — 3zR(z,z)) — J2Q(x)
—Va(P(x) — 3zR(z,z)) V FzQ(x)
—Vz(—-P(x)VIzR(z,x)) V zQ(x)
Jz—(=P(z) VIzR(z,z)) V FzQ(x)
Jx(——P(x) A —F2R(z,z)) V FzQ(x)
Jz(P(x) AVz=R(z,x)) V JzQ(x)
Fz(Fx(P(x) AVz-R(z,2)) V Q(x)
3y ((P(y) AVz=R(z,y)) V
Jo3y(Vz(P(y) A —R(z,y)) v
Su397=((P(y) A —R(z, ) v

X

Q(x)
Q(x)
Q(z)

O A A A

z, x

)
)
( )
( )

N

© 2007 TKK / Tietojenkisittelyteorian laboratorio

T-79.3001 LTP / Kevit 2007 Predikaattilogiikka

/3.2 Konjunktiivinen normaalimuoto

Maé&éaritelma. Literaalit ovat joko
1. atomikaavoja P(t) (eli positiivisia literaaleja) tai
2. atomikaavojen negaatioita ~P(t) (eli negatiivisia literaaleja).

t,, sekvenssid kun P € P,,. Jos P € Py,
sekvenssi on tyhjd ja talldin myds sulut jdtetddn kirjoittamatta nakyviin.

YII5 ¢ tarkoittaa termien t1,. ..,

Maé&Zdritelmd. Lause « on konjunktiivisessa normaalimuodossa, mikili se
OnTn ¢, missd
A ¢n, ja jokainen konjunktion

on on prenex-normaalimuodossa Q111 Q2% - - -
kvanttoreita sisdltdmatén osa ¢ = o1 A - - -
jdsen ¢; on muodoltaan literaalien disjunktio.

Esimerkki. Seuraava lause on konjunktiivisessa normaalimuodossa:

Qxﬂsz((ﬂP(:v, y)V Q(y,x)) A R(2) A (=R(z) V Py, 2) V Q(x, 2)))- /
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Predikaattilogiikka

~

e Tarvittaessa prenex-normaalimuodon kvanttoreita sisdltimitdn osa
voidaan jarjestdd konjunktiiviseen normaalimuotoon seuraavasti:

eV (pAY) ~ (pVP)A(p V)
(PAY)Ve ~ (dVe)A PV o)
¢ N3in ollen voimme todeta seuraavan tuloksen:

Véite. Jokainen predikaattilogiikan lause on loogisesti ekvivalentti jonkin
konjunktiivisessa normaalimuodossa olevan lauseen kanssa.

Esimerkki. Muunnetaan edelld johdettu prenex-normaalimuoto edelleen
konjunktiiviseksi normaalimuodoksi:

Fw3Yvz((P(y) A —R(z,9)) vV Q)
~ JeAVz((Py) v Q@) A (- R(z,9) V Q()))-

N /
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3.3 Eksistenssikvanttorien eliminointi

Predikaattilogiikka

Esimerkki. Tarkastellaan kahta kokonaislukuja koskevaa viittdmaa:
1. Summafunktiolla on vasen identiteetti:
FrVy(z +y = y).
Identiteettialkio voidaan nimetd vakiosymbolilla O:
Vy(0+y =y).
2. Jokaisella kokonaisluvulla on vastaluku:
Vedy(x +y = 0).
Vastalukufunktio voidaan nimetd funktiosymbolilla —:

Va(x + —(z) =0).

-
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Eksistenssikvanttorien eliminointi yleisessd tapauksessa

A

Olkoon Qz¢ prenex-normaalimuodossa ja Jz kvanttorisekvenssin Qx
ensimmdinen eksistenssikvanttori.

1. Jos kvanttori 3z on sekvenssissd Qx vielipd ensimmdiisena,

vapaat esintymat jollain uudella vakiolla c.

2. Jos kvanttoria 3z esiintyy sekvenssissi Oz universaalikvanttorien
Yy - - - Yy, jalkeen, poistetaan kvanttori dx ja korvataan ndin
syntyvdt muuttujan = vapaat esiintymat termilld f(y1,...,yn).

miss3 f on uusi funktiosymboli.

Huomio. Jilkimmaisessd tapauksessa funktion f avulla kuvataan
7yn-

muuttujan & mahdollinen riippuvuus muuttujista yq, . ..

N

poistetaan Jz sekvenssistd ja korvataan ndin syntyvdt muuttujan x

~

/
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A

ja funktiosymboleita Skolem-vakioiksi ja -funktioiksi.

Esimerkki. Suoritetaan Skolemointi seuraaville lauseille:

JzP(x)

JzVydx P(x, y)
Ve3y(P(z,y) A Q(y, x))
VaIyWzIwP(w, z,y, x)
JxIYWVzP(z,y, 2, )
VoIy3IzP(z,y, 2)

P(c)

YyP(f(y),y)

Vo (P(z, f(x)) A Q(f(x),z))
VaVzP(g(x, 2), z, f(x), )
VzP(c1,c2,2,¢1)

VaP(z, fi(x), f2(z))

O A A

¢ Eksistenssikvanttorien eliminointia kutsutaan kehittdjdnsd mukaan
Skolemoinniksi ja vastaavasti ko. prosessissa valittavia uusia vakio-

~
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Skolemoinnin loogiset ominaisuudet

Predikaattilogiikka

~

Véite. Prenex-normaalimuodossa oleva lause ¢ on toteutuva <=
lauseen ¢ skolemoitu muoto ¢’ on toteutuva.

Huomio. Prenex-normaalimuodossa olevan lauseen ¢ skolemoitu muoto
¢’ ei vdlttdmattd ole loogisesti ekvivalentti lauseen ¢ kanssa.

Esimerkki. Lause 32:P(x) ja sen skolemoitu muoto P(c).
Nyt = P(c) — 3z P(x), mutta £ JzP(x) — P(c).

Vastamalli S: universumi U = {1,2}, ¢S =1 ja PS = {2}.
Nyt S E JzP(x), mutta S £ P(c).

Téaten myds = Jx P(x) < P(c) ja edelleen 3z P(x) # P(c).

N /
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/3.4 Lauseiden klausuulimuoto predikaattilogiikassa \

Mille tahansa lauseelle voidaan hakea klausuulimuoto seuraavasti:

—

Haetaan prenex-normaalimuoto.

2. Muunnetaan tdm3 konjunktiiviseen normaalimuotoon.

3. Tarvittaessa poistetaan eksistenssikvanttorit Skolemoimalla.
4. Kirjoitetaan klausuuliesitys (joukko literaalien joukkoja).

Esimerkki. Klausuuliesitys lauseelle Vz(=(P(z) — VyQ(z,y)) V R(x)):

~ Vaz((P(z) A -Q(x,2)) V R(z)) (1)
~ Va3z((P(z) V R(x)) A (-Q(z,2) V R(x)))  (2)
~ Va((P(z)V R(z)) A (~Q(z, f(x)) v R(x)))  (3)
~  {P), R(x)}, {-Q(x, f(x)), R(z)}}. (4)

- J
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Esimerkki. VzP(x) A 3xQ(z). Konjunktion jdsenille saadaan
klausuuliesitykset {{P(x)}} ja {{Q(c)}} ja ndinollen koko lauseen
klausuuliesitykseksi ndiden unioni {{P(z)},{Q(c)}}.

Huomio. Existenssikvanttorit kannattaa tuoda ulos lauserakenteesta
ennen universaalikvanttoreita (mikéli mahdollista).

Esimerkki. Siis VzP(z) vV 3zQ(z) kirjoitetaan muotoon
FxVy(P(y) V Q(z)) eikd muotoon VzIy(P(z) V Q(y)).

N&in saatetaan valttdd Skolem-funktioiden kdyttéénotto tai
ainakin vihennetdin Skolem-funktioiden argumenttien lukum3ardi

— klausuulimuodosta tulee rakenteeltaan yksinkertaisempi.

Huomio. Jos lause on muodoltaan konjunktio p1A - - - Ay, on
mahdollista saattaa konjunktion jisenet ¢, ..., ¢, klausuulimuotoon
erikseen. Muista my8s, ettd = (p1 A+ Ady, — @) = d1 A+ A pp A .

~

/
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4 Semanttiset taulut predikaattilogiikalle

* Taulusddnndt kvanttoreiden kasittelyyn
* Semanttiset taulut predikaattilogiikalle
¢ Ohjeita taulutodistusten laadintaan

¢ Systemaattinen taulu

* Vastamallin konstruointi

~
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4.1 Taulusddannét kvanttorien kdsittelyyn

* Muotoa T Fzp(x) (tai EVzp(x)) oleva solmu tulee hajoittaa
kertaalleen k3yttden jotain (hajoitushetkelld) vutta vakiota c.

T Jzp(x) EvVzp(z)
| |
T'(c) Ep(c)
¢ uusi vakio | ¢ uusi vakio

* Olkoon P polku (juurisolmusta lehtisolmuun), jolla solmu T 3zp(z)
(EVzp(z)) esiintyy ja jota on tarkoitus jatkaa ao. taulusdanndlla.
Vakio ¢ on uusi, mikdli se ei esiinny polulla P hajoittamishetkella.

Huomio. Uuden vakion kidyttéonotto johtuu siitd, ettemme tiedd, milld

universumin alkiolla on ko. ominaisuus ¢ (tai ei ole ominaisuutta ¢).

/
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* Muotoa TVzp(x) (tai EJzp(x)) oleva solmu tulee (tarvittaessa)
hajoittaa kaikille muuttujattomille termeille t (vakioita tai vakioista
ja funktiosymboleista rakentuvia monimutkaisempia termejs).

Tlego(:v) E Hmlap(a:)

To(t) Eo(t)
t muuttujaton | ¢t muuttujaton

termi

termi

Huomio.

¢ Muuttujattomia termej3 voi olla d3retén maird, joten muotoa
TVaxp(z) (tai EJzp(x)) olevaa solmua ei valttdmattd saada
hajoitetuksi soveltamalla ao. taulusdidntdd darellisen monta kertaa.

- J
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Esimerkki. Juurisolmusta T 3zVy3zP(x,y, z) muodostettua
semanttista taulua ei saada valmiiksi d3relliselld m3arilla hajoituksia.

1. T 3xVy3zP(z,y, 2)
2. TVszP(la,y,z) L. z/a
3. TﬂzP(al,a,z) 2 y/a
4. TP(a,la,b) 3. 2/b
5. TEIzP(al, b,z) 2 /b

(a uusi vakio)
(b uusi vakio)

|
6. TP(a,b,c) 5 #/¢ (¢ uusi vakio)

jne.

N
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4.2 Semanttiset taulut predikaattilogiikalle

¢ Semanttisten taulujen madritelma sdilyy ennallaan.

¢ Rajaamme yht3suuruuspredikaatin “=" tarkastelun ulkopuolelle
vilttidksemme yhtildiden kisittelyn (vrt. equality axioms).
¢ Ehtoja, milld polun solmu on hajoitettu, joudutaan tdydentdmaan:

Olkoon T semanttinen taulu ja P polku juurisolmusta lehtisolmuun
7:ssa. P:n solmu T'Vap(z) (F Jxe(x)) hajoitettu polulla P, jos

— polulla P esiintyy To(t) (E(t)) kaikille muuttujattomille
termeille ¢, jotka voidaan muodostaa polulla P esiintyvistd vakio-
ja funktiosymboleista (vakiosymboleja on oltava ainakin yksi).

Huomio. Mikéli polulla P ei esiinny vakiosymboleita, T Vzp(x)

(F 3zp(x)) tulee hajoittaa kidyttden jotain uutta vakiosymbolia c.
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valmiuden maaritelmat sdilyvat ennallaan.

Esimerkki. Allaoclevan semanttisen taulun kaikki polut ovat valmiit:

1. TVz(P(z) — Q(x))

I
3 EQl(a) 2.
4 Ec%(b) 2.
5. T(P(a) — Q(a)) 1 #/a
(9 QQ
6 EPl(a) 5. 6. TQ(a) ®
X
7. T(P(b) — Q(b)) + /b
( 9 Q(\))
8. EP(b) ™ 8. TQ(b) 7

/- Muilta osin semanttisen taulun (ja sen polkujen) ristiriitaisuuden ja\
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/Loogisten ongelmien ratkominen

Taulumenetelmda voidaan kdyttda erilaisten loogisten ongelmien
ratkomiseen aivan kuten lauselogiikankin tapauksessa.

on E¢ ja T on ristiriitainen. Jos lauseella ¢ on todistus, on ¢
teoreema/todistuva (merkitddn - ¢).

Viite. - ¢ < [ ¢ (virheettdmyys ja tdydellisyys).

Madritelmd. Lause ¢ on johdettavissa darellisestd lausejoukosta

Y ={¢1,...,0n} (merkitdidn X F ¢), joss juurisolmusta

E(p1N-- Ny — )

muodostettu valmis semanttinen taulu on ristiriitainen.

Qﬁite. Y+ ¢ <= X [ ¢ (virheettdmyys ja taydellisyys).

Maé&zaritelmd. Taulu 7 on lauseen ¢ todistus, jos taulun 7 juurisolmuna

~

)
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Esimerkki. Onko {P(a),Vz(P(z) — Q(z))} F Q(a) ?

1. TVz(P(z) — Q(x))

Taulu on ristiiriitainen. Lause Q(a) on siis johdettavissa lausejoukosta
{P(a),Vz(P(x) — Q(x))} ja siten myds lausejoukon looginen seuraus.

N

/
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Esimerkki. Onko {3z(P(z) A Q(z))} F P(a) ?

1. T 3x(P(z) A Q)
2. ElP(a)

3. T(P(b) /\lQ(b)) L/t
4, TPl(b) 3.

|
5. TQ(b) *

Taulu saatiin valmiiksi muttei ristiriitaiseksi. Lause P(a) ei ole
johdettavissa lausejoukosta {3z (P(z) A Q(x))}
(eikd mydskadan lausejoukon looginen seuraus).

-

~
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4.3 Ohjeita taulutodistusten laadintaan

¢ Lauseen rakenne mairda edelleen, mit3 taulusddntda tulee kayttid
(jasennyspuun juuressa oleva konnektiivi).

* Solmujen hajoittamisjarjestykselld voi usein vaikuttaa taulun kokoon
(haarautumista kannattaa valttds).

o Jalkimmaisissd kvanttorisddnndissd esiintyvan termin ¢ tilalle
valitaan hajoittamishetkelld (eikd myShemmin) jokin vakio tai
funktio- ja vakiosymboleista rakentuva muuttujaton termi.

e Valitsemalla muuttujattomat termit ¢ sopivasti voidaan usein
nopeuttaa taulun valmistumista.

N /
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/Taulutodistusten erityispiirteitd predikaattilogiikan tapauksessa \

1. Valitaan muuttujattomaksi termiksi ¢ vakio, joka ei esiinny lauseissa.

Esimerkki. Osoitetaan {VzP(x)} - JzP(x).

1. TVzP(x)

|
2. E3zP(x)

|

3. TP(c)' /¢
|

4. EP(c)? ®/¢
X

Huomio. Tdma on perusteltua, koska universumissa U on aina

\véhintéén yksi alkio a € U, joka voidaan nimetd (eli ¢ = a).

)
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2. Solmu T'Vz(x) (tai EJzp(x)) joudutaan hajoittamaan useasti.

Predikaattilogiikka

~

Esimerkki. {VxP(z)} + P(a) A P(b)

1. TVzP(x) .

| |

2. E(P(a) A P(b)) :
I ~

3. TP(a)" =/ :
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3. Muuttujien korvaaminen sopivilla muuttujattomilla termeilla.

Esimerkki.
{VavVyVz(P(z,y) A P(y,z) — P(x,2)), P(a,b), P(b,c)} F P(a,c)

¢ Semanttiseen tauluun tulee solmu
TVaVyVz(P(z,y) A P(y,z) — P(x,z)), josta voidaan johtaa
kvanttorisdannailld 27 erilaista todeksi merkittyd implikaatiota.

* Ristiriidan johtamisen kannalta olennaisia ovat implikaatioista ne,
joissa esiintyy atomisia lauseita P(a,b), P(b,c) ja P(a,c).
¢ Esimerkin tapauksessa timd johtaa ensimma&iseksi z:n, y:n ja z:n

korvaamiseen vakoilla a, b, ja ¢ (ndin saatava implikaatio riittd3).

¢ Muita implikaatioita ei tarvita, ja niiden johtaminen ja mahdollinen
hajoittaminen johtaa semanttisen taulun tarpeettomaan kasvuun.

- /
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Taulutodistus muodostuu kokonaisuudessaan seuraavaksi:

1. TYa¥y¥z(P(z,y) A Py, z) — P(x,2))
2. TP(a,b)
3. TP(b, c)
4. EP(a,c)
5. TYyVz(P(a,y) A Pl(y, z) — P(a, z))" #/¢
6. TYz(P(a,b) A P(b, z) — P(a,z))> ¥/
T(P(a,b) A P(blc) — P(a,c))S #/¢

/
b) A P(b,c))™ 8. TP(a,c)™

/ ~ x
9. EP(ab)® 9. EP(b c)8

N e

8. E(P(a,

/
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Esimerkki. {VxP(z),Vz(P(z) — Q(z)),Q(a)} F VzQ(x)

1. TVaP(z)
2. TW(P(%E) — Q(z))
3. TQ(a)

4. EleQ(x)

5. EQ lc)4' /e
6. TPﬁc)l' @/e
7. T(P(c) — c@) /

8. EP(c)" 8. TQ(c)"
X X

4. Solmujen keskindinen hajoitusjarjestys voi olla ratkaisevassa roolissa.

~
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&vanttorisekvenssien kdsittely \

Jatkossa sallimme seuraavien johdettujen taulusddntojen kdyton
kvanttorisekvenssien kasittelyssa:

TVzy- - -Veup(rr,...,zn) | EJzy - Jzpe(xr, ..o 20)
T(p(tl,l...,tn) Eap(tl,l...,tn)
T3z, Fzpp(rr, ..., 2n) | EVZy - -Vepo(xr, ... 20)
T(p(cl,l...,cn) Eap(cl,l...,cn)
Y3 ¢q,...,c, ovat ao. taulusddntdjen edellyttdmii wusia vakioita ja

vastaavasti ¢q, ..., 1, ovat valittuja muuttujattomia termeja.
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4.4 Systemaattinen taulu

* Lauselogiikan keskeiset pddttelyongelmat ovat ratkeavia.

Esimerkki. Voidaan konstruoida deterministinen Turing-kone T, jonka
suoritus pysdhtyy syStteeksi annetulla lauselogiikan lauseella ¢

1. hyvaksyvdan tilaan k (kylld), jos sybte ¢ on pitevi, ja
2. hylkdivain tilaan e (ei), jos sydte @ ei ole piteva.
Huomioita.

e Téillainen algoritmi voi perustua esim. totuustaulukkoihin,
semanttisiin tauluihin tai resoluutioon.

¢ Myos looginen ekvivalenssi, looginen seuraavuus ja toteutuvuus ovat

lauselogiikan tapauksessa ratkeavia ongelmia.

/
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* Predikaattilogiikka ei ole ratkeava, vaan puoliratkeava.
Esimerkki. Lauseen ¢ p3tevyyden tarkastamista varten voidaan
konstruoida seuraavanlainen deterministinen Turing-kone T":
1. Jos sybte o on patevd, T pysihtyy hyviksyvdin tilaan k (kyll3).
2. Jos sybte ¢ ei ole pdtevd, T pysdhtyy joskus hylkddv3an tilaan e (ei)
ja joskus T ei pysdhdy lainkaan.
Huomio. Téllainen algoritmi voi perustua semanttisiin tauluihin:

* Rakentamalla semanttinen taulu tietylld tavalla systemaattisesti,
voidaan taata, ettd taulu saadaan aina ristiriitaiseksi, kun sen

juuressa on Eyp ja ¢ on pitevd (edellytyksend tiydellisyydelle).

N /
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/Systemaattisen taulun periaatteita \

* Tuotetaan indeksoimalla riittdvd m3ard uusia vakioita ¢y, ¢, ¢3, .. .,
kun hajoitetaan muotoa T Jx1p(x) tai E Vay(zx) olevia solmuja.

¢ Tuotetaan tarpeen mukaan muuttujattomia termejd tq,t9,t3, . ..,
jotka rakentuvat FE:ss3 esiintyvistd vakio- ja funktiosymboleista
sekd mahdollisesti kdyttéonotetuista uusista vakioista cq, ca, 3, .. ..

e Sekvenssin 1,12, t3,... on oltava reilu: jokainen em. symboleista
rakentuva muuttujaton termi ¢ esiintyy siind jonain termind ¢;.

e Hajoitusten reiluus: taataan, ettd taulun keskenerdisilld poluilla
esiintyvdt hajoittamattomat solmut tulevat hajoitusvuoroon
(seuraavan kerran) 3irellisen monen muun hajoituksen jilkeen.

* Muotoa TV (z) tai E Jxy(x) olevia solmuja hajoitetaan

K jarjestyksessd kdyttden muuttujattomia termejd ¢, 1,3, .. .. J
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Huomio. Muotoa T'Vx¢(z) tai E Jzp(x) olevia solmuja sisdltévid
polkuja ei valttdmattd saada hajoitetuksi darelliselld askelmaaralla, jolloin
valmis taulu muodostuu dédrettomaéksi (puoliratkeavuuden ilmentyma).

Esimerkki. Kirjoitetaan luonnollisten lukujen >-relaatiolle m&aritelma.
Olkoon G(z,y) = "z > y"ja s(z) luvun z seuraaja (eli x + 1).
o Mé&aritelma: Vz G(s(x), z) ja VaVy(G(z,y) — G(s(z),y)).

» Kysely: onko G(s(s(s(0))),s(0)) m3dritelm3n looginen seuraus?

Hajoitetaan systemaattisesti semanttisen taulun solmuja

TVxG(s(x),z) ja TVaVy(G(z,y) — G(s(x),y))

kdyttden muuttujattomia termeja: 0, s(0), s(s(0)), s(s(s(0))), ...

/
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/- Mikali solmujen hajoitusjarjestys rikkoo edelld esitettyd \

reiluusperiaatetta, todistuksen |6ytyminen ei ole taattu.

Esimerkki. Jirjestys, missid hajoitetaan ainoastaan solmua
TVz G(s(x),x) em. muuttujattomien termien suhteen, ei ole reilu:

1. TVz G(s(x),z)
2. TVavy(G(z,y) — G(s(z),y))
3. EG(s(s(s(0))), s(0))

4. T G(s(0),0) 1 =/°
5. T G(s(5(0)), s(0)) 1+ =/*(®

6. TG(S(S(S(O)))WS(S(O))) 1. 2/s(s(0))
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/Esimerkki. Kéaytetdan reilua hajoitusjarjestysta:

1. TVz G(s(z), )
2. TVaVy(G(z,y) — G(s(z),y))
3. EG(S(S(ls(O))),S(O))
4. TG(s(Ol)7O) 1. =/0

5. TVy (G(0,y) 7 G(s(0),v)) 2./1/0

6. T(G(0,0) — G(s(0),0)) 5 ¥/°

L BCOT K7.TG 5(0),0)
8. TG(s(s(O))l,s(O)) Loa/sO) 8 T G(s(s(0)), s(0)) I+ =/
9. TVy(G(5(0),y) — G(s(s(0)),y)) > /> :

sttemaattinen taulu voi tehd3 turhaa ty6td = heuristiikka tarpeen!/

© 2007 TKK / Tietojenkisittelyteorian laboratorio

T-79.3001 LTP / Kevit 2007 Predikaattilogiikka

(e

simerkki. Valitsemalla muuttujattomat termit aikaisemmin esitetyilld

~

periaatteilla semanttinen taulu j33 huomattavasti pienemmaksi:

1. TVaG(s(x), )
2. TVxVy(G(x,;ly) — G(s(2),y))
3. EG(s(s(:s(OD),s(O))
4. TVy(G(s(s(0)),y) — Gl(s(s(s(o))),y)) 2. 2/5(s(0))
5. T(G(s(5(0)), 5(0)) — G(s(s(s(0))), 5(0))) % #/5(©)

~
T G(s(s(s(0))), 5(0))

| X
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4.5 \Vastamallien konstruointi

 Vastamallin (struktuuri) S konstruoinnissa voidaan hyodyntda
semanttisen taulun ristiriidattomasta polusta saatavia atomisia

tn),

.y Sm), .- (it ja s;:t ovat muuttujattomia termeja).

lauseita koskevia totuusarvovaatimuksia T' P(tq, ..
EQ(s1,..

¢ Valitaan riittdvan iso universumi U, jotta pystytddn antamaan
tulkinnat totuusarvovaatimuksissa esiintyville vakio- ja
funktiosymboleille.

e Tdmin jilkeen valitaan predikaattien tulkinnat
totuusarvovaatimusten mukaisesti:
1. Jos T P(ty,...
2. Jos EQ(s1,. .-

,tn) on polulla, (... t5) € PS.

,5m) on polulla, (s$,...,55) ¢ Q5.

/
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/- Menettely on kdyttokelpoinen erityisesti, jos valmiin semanttisen \
taulun ristiriidaton polku muodostuu darelliseksi:

Esimerkki. Vastamalli S lauseen Vz(P(z) — Q(z)) pétevyydelle.
1. EVa(P(z) — Q(z))
2. B(P(c) = Q(o)) " */¢
3. T(P(c)) *

4. B(Q(c) *

—t

. Totuusarvovaatimukset ristiriidattomasta polusta: 7' P(c) ja E Q(c).
. Riittd3, ettd universumiin U = {1} otetaan yksi alkio s.e. ¢ = 1.

2
3. Totuusarvovaatimusten nojalla: 1 € PS ja 1 ¢ Q°.

KA“ Nim3 vaatimukset toteutuvat valinnoilla PS = {1} ja Q° = 0.

/
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/Esimerkki. {Vz(P(z) AN Q(z) — R(z))} EVz(Q(x) — R(x)).

1. TVz(P(zx) /\lQ(x) — R(x))
2. EVx(Q(lx) — R(z))
3. B(Q(c) — R(c)) * */¢

4.TQ(c) *

|
5. ER(c) *
|

6. T (P(c) AQ(c) — R(c)) ™ */¢

N

7. E(P(c)AQ(c)) 7. TR(c)

YA X

8. EP(c) 8 EQ(c)

>

N b
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e Tarkastellaan taulun ainoaa ristiriidatonta polkua P.

Polulla esiintyy yksi vakiosymboli ¢ muttei funktiosymboleja.

Voidaan muodostaa ainoastaan yksi muuttujaton termi eli ¢ itse.
Téten solmu TV (P(z) A Q(x) — R(x)) on hajoitettu polulla
P, koska polulla P on solmu T'(P(t) A Q(t) — R(t)) jokaista
muuttujatonta termid t € {c} kohti.

Polku P on siis valmis.
* Niin ollen taulu on kokonaisuutena myés valmis.
* Polulta P saadaan totuusarvovaatimukset E P(c), T Q(c) ja E R(c).

* Muodostetaan vastamalli S valitsemalla universumiksi U = {1} ja
symbolien tulkinnoiksi ¢® =1, P = RS = () ja Q% = {1}.

- J
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/Esimerkki. Joskus ddrettdmastikin ristiriidattomasta polusta voi
onnistua muodostamaan vastamallin, jolla on darellinen universumi U.

L. Eﬂx(P(af vV P(f(z)))
2. B(P(a) V P(f(a))) " =/
3. EP(a) *
4. EP(lf(a)) *
5. E(P(a)V P(f(f(a)))) * =/f@
6. E P(a)

|
7. B P(f(f(a)) *

KEdeIIytyksenéi on muuttujattomien termien tulkinta samalle U:n aIkioIIeJ
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e Tarkastellaan taulun ainoata ristiriidatonta polkua P.

* Polku P ei ole valmis, koska solmua E Jz(P(a) V P(f(x))) ei ole
hajoitettu esim. muuttujattoman termin ¢t = f(f(a)) suhteen.

¢ Polulta P saadaan 33retdn sekvenssi totuusarvovaatimuksia
E P(a), EP(f(a)), EP(f(f(a))), ...

¢ Né&iden sddnnénmukaisuudesta johtuen valitaan universumiksi
U = {1} ja symbolien tulkinnoiksi a® =1, fS: 1+ 1 ja PS ={.

e Koska taulu ei ollut valmis, lisdksi on syytd todeta
totuusmaaritelmastd l3htien, ettd kysymyksessd on todella
vastaesimerkki eli S £ Jz(P(a) V P(f(z))).

¢ N3in muodostettu struktuuri S muodostaa vastamallin lauseen
dx(P(a)V P(f(x))) patevyydelle.
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5 Tietdamyksen esittémisestd

¢ Tietdmyksen esittdminen predikaattilogiikalla
* Ohjeita predikaattien maarittelemiseen
e Nimien yksikasitteisyys ja kattavuus

¢ Negatiiviset ehdot ja johtopdatokset

N /
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5.1 Tietdmyksen esittiminen predikaattilogiikalla

Annettuun j3rjestelm3in liittyvd3 tietdmystd voidaan esittdd valitsemalla
* sopiva predikaattilogiikan aakkosto (joukot P, C ja F) ja

¢ vastaavaan kieleen £ perustuva lausejoukko ¥ C £, jonka lauseet
maarittelevdt jarjestelmin ominaisuudet.

Tarkastellaan mé&éritelmid vastaavan lausejoukon ¥ C L loogisten
seurausten joukkoa Cn(X) = {¢ € L | ¢ on lause ja ¥ = ¢}. Nyt

¢ Y muodostaa jirjestelmad koskevan eksplisiittisen tietdmyksen ja

* joukon Cn(X) — X lauseet ovat implisiittistad tietdamysta eli
vaittdmid, jotka voidaan paatelld eksplisiittisestd tietdmyksesta.

- J
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Esimerkki. Kuvataan radioverkon linkkien vélitykselld syntyvia yhteyksid

seuraavalla predikaattilogiikan lausejoukolla X:
{ linkki(a,b), linkki(b, c), linkki(d, ),
Va yhteys(z, x),
VaVy(linkki(z, y) — yhteys(z,y)),
VaVy(yhteys(x, y) — yhteys(y, z)),
VaVyVz(yhteys(z,y) A yhteys(y, z) — yhteys(z, 2)) }.
Nyt esim. lause linkki(a, b) on eksplisiittistd (yloskirjattua) tietdmysts,

kun taas esim. lause yhteys(c, a) lukeutuu lausejoukon ¥ loogisena
seurauksena osaksi implisiittistd tietdmysta.

N /
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Tietdmyksen esittémisen problematiikkaa (kertaus)

» Kaikki struktuurit ovat tyhjin lausejoukon () malleja,
joten Cn(() on itse asiassa patevien lauseiden joukko.

¢ Enemman lauseita = vihemmain malleja = enemmain loogisia
seurauksia: siis X1 C Xy = Cn(X1) C Cn(X3) (monotonisuus).

¢ Jos lausejoukko tulee ristiriitaiseksi, silld ei ole yhtddn mallia ja
kaikki lauseet ovat talléin lausejoukon loogisia seurauksia.

— Tavoitteena rajata predikaattilogiikan lausejoukolla X C £
mahdollisten asiaintilojen (eli lausejoukon ¥ mallien) joukkoa sopivasti
siten, ettd saadaan halutut loogiset seuraukset.

- /
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7
¢ /Esimerkki. Palataan radioverkkoesimerkin lausejoukkoon ¥, jonka osaID ¢ / \

voidaan todeta esim. X [~ yhteys(a, e). * Predikaattilogiikalla annetut maaritelméat ovat korkeintaan yhta

A
A

.. . oo . monimutkaisia kuin edelld kuvattu normaalimuoto.
* Kirjataan télle vastamalliksi esim. seuraava struktuuri S:

Universumi U = {1,2,3,4,5}.

Vakioiden tulkinnat: ¢ =1, 55 =2, ¢S =3, d° = 4 ja e® =5.

¢ Jos jokainen kvanttori Q; on universaalikvanttori vV, m =1 jal =1,
saamme erikoistapauksena muotoa

Predikaattien tulkinnat: Va1 Vg Vo (Q1 () A+ A Qu(t) — P(D))

— linkki® = {(1,2),(2,3),(4,5)} ja olevia lauseita, missd predikaattien Q1,...,Qy ja P argumentteina
s (1,1, (1,2), (1,3, (2,1), (2,2), (2,3), on termijonot t1,. ...t ja T, jotka rakentuvat siis vakiosymboleista,

— yhteys® = muuttujasymboleista x1, ..., z, ja funktiosymboleista.

(3,1),(3,2), (3,3), (4,4), (4,5), (5,4), (5, 5)

e Maéritelmii voidaan usein kirjoittaa t3hdn muotoon: mietitddn milla
ehdoilla Q1 (t1), ..., Qx(tx) voidaan paitells predikaattia P koskeva
vaittami P(t). Ko. muotoa olevia lauseita saatetaan tarvita useita.

N /
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* Esim. lisd3dmélld lause linkki(d, ¢) saadaan laajennettu lausejoukko
¥ =X U {linkki(d, c)}, jolle X' |= yhteys(a, €).

* Huomaa, ettd S [~ linkki(d, ¢), joten vastamallimme rajautuu pois./

.
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C ™

Esimerkki. Olkoon annettuna predikaatit

A\
&

/5.2 Ohjeita predikaattien madrittelemiseen \

* Tavoitteena kirjoittaa annetulle predikaatille P (ja siten my6s sen 1. sairastaa(z) = “henkil z on sairas” ja

tulkintana olevalle relaatiolle) m&aritelma joidenkin muiden
predikaattien avulla. 2. tapaa(z,y) = "henkild x tapaa henkilén y".

» Mielivaltainen predikaattilogiikan kaava ¢ voidaan saattaa muotoon Tarkoituksena on madritelld ndiden avulla predikaatti

Q121 Q222 -+ Qnapt

tartuntavaarassa(z) = “henkilé z on tartuntavaarassa”.

o i . . L Kysymys: milld ehdoilla jonkin henkilé on tartuntavaarassa?
missd kukin kvanttori Q; on joko V tai 3, ja kaava 1) on

konjunktiivisessa normaalimuodossa eika sisélld kvanttoreita. 1. Jos henkilé tapaa jonkun sairaan henkildn.
e YlIZ ¢ =1y A--- Athy,, missd kukin ¥; on literaalien disjunktio 2. Jos henkil6 tapaa jonkun toisen tartuntavaarassa olevan henkiln.

- - . . Yritetddn kirjoittaa nam3 edelld esitetyn mukaisesti muotoon
“Q1() V-V =Qu(tg) V Py(s1) V-V Pi()) ] y

= Qi) A AQr(tr) — Pi(s1) V-V P(s)). VaVy ... (Qi(t1) A ... A Qr(ty) — tartuntavaarassa(z)).

- J - /

© 2007 TKK / Tietojenkisittelyteorian laboratorio © 2007 TKK / Tietojenkisittelyteorian laboratorio




T-79.3001 LTP / Kevit 2007 Predikaattilogiikka 89 / T-79.3001 LTP / Kevit 2007 Predikaattilogiikka

- N € o N

Maddritelmien tarkkuudesta

£\
%

e N3in saadaan muodostettua lauseet

VaVy(tapaa(z, y) A sairastaa(y) — tartuntavaarassa(z)) ja e Olkoon H tarkasteltavan predikaattilogiikan kielen £

muuttujattomien termien joukko.
VaVy(tapaa(x,y) A tartuntavaarassa(y) — tartuntavaarassa(zx)). ! .

¢ Tavoitteenamme on siis kirjoittaa predikaatin P € P,, maaritteleva
e Kysymyksess3 on itse asiassa tartuntavaarassa-predikaatin lausejoukko p, kun I3htékohtana on tieto predikaatin P
induktiivinen (rekursiivinen) méaaritelma. Lauseista ensimmdinen tarkoittamasta relaatiosta P* C H™.

vastaa perustapausta ja jiélkimmainen induktioaskelta. _ _ _ B ' -
e Maiiritelm33 Y p voidaan pitda riittdvan tarkkana, jos kaikille

* Lisdksi voidaan todeta tapaamiset symmetrisiksi: muuttujattomille termeille ¢; € H,...,t, € H pitee seuraavaa:

VaVy(tapaa(x,y) — tapaa(y,)). (ti,...,tn) € P* <= ZpE P(t1,... 1)

e Télldinen positivistinen madritelma ei ole valttdmattd tdydellinen eli

e Universumin voidaan ajatella koostuvan pelkdstdan henkilGista miritelm3 ei takaa, etts Sp = —P(ty,. .., b,) miksli

(eli edelld annetut lauseet puhuvat kaikista henkilSistd). .
<t13 7tn> g pPr.
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O\

C /- ™

Esimerkki. Palataan taas radioverkkoesimerkin lausejoukkoon ¥ =
{ linkki(a,b), linkki(b, ), linkki(d, ),

4 N

MadzZritelmien kdyttd konkreettisessa pddttelyssd

A

Esimerkki. Lisit33n edelld johdettuun tartuntavaarassa-predikaatin Yz yhteys(z, x),
madritelmaan tietokanta, jossa kuvataan tapaamiset ja sairastamiset: Vavy(linkki(z, y) — yhteys(z, 1)),
N&in saadaan lausejoukko VaVy(yhteys(z, y) — yhteys(y, z)),
Y = { VaVy(tapaa(z,y) A sairastaa(y) — tartuntavaarassa(z)), VaVyVz(yhteys(x, y) A yhteys(y, z) — yhteys(z, 2)) }.

vaVy(tapaa (v, y) A tartuntavaarassa(y) — tartuntavaarassa(z)), « Mséritelmin l5htokohtana on relaatio linkki* = {(a, b), (b, ¢}, (d, &)}

Vay(tapaa(z, y) — tapaa(y, z)),
* Yhteys-predikaatin m3aritelm33 voidaan pitd3 riittdvan tarkkana,

tapaa(Lyyli, Hemmo), tapaa(Lyyli, Erkki), sairastaa(Erkki) }. koska tavoiteltu relaatio yhteys* = {(a, a), (a,b), {(a,c), (b,a)

* Kyseisessd asetelmassa saadaan (b,b), (b, c), (c,a), (c,b), {c,c), (d,d), {d,e), (e,d), {e,e)} saadaan
¥ [ tartuntavaarassa(Lyyli) A tartuntavaarassa(Hemmo). miiritelm3n X loogisina seurauksina edelld kuvatulla tavalla.
» Kokeile tdméan osoittamista semanttisella taululla! « Misritelm3 ei ole tiydellinen, koska esim. X [~ —yhteys(a, ¢).

- J - /
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-~

Tyypitetyt kvanttorit

» Usein on mielekistd ajatella universumin koostuvan tyypiltdan
erilaisista alkioista.

e T2llgin syntyy tarve rajata kvantifiointia koskemaan ainoastaan
tiettyd tyyppid 7T olevia alkioita seuraavaan tapaan:

VeeT: ¢(x)jadeeT: ¢(x).
e Tyyppi T voidaan esittdd yksipaikkaisen predikaatin avulla:
T(z) = “alkio = on tyyppid T".
» Tyypitetyt kvanttorit ilmaistaan predikaattilogiikassa seuraavasti:

Va(T(x) — ¢(x)) ja Iz(T(x) A ¢(2)).

.

/
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/Esimerkki. Lisdt33n tartuntavaaraesimerkkiin tyyppipredikaatteja:

e Mazritell33n predikaatit henkildiden ja tautien erottelemiseksi:
henkild(z) = “x on henkilg" ja tauti(z) = “z on tauti”.

» Mairitelld3n predikaatit ilman tyyppi-informaatiota:
- tapaa(z,y) = "z tapaa y:n",
— sairastaa(z,y) = "z sairastaa y:td” ja
— tartuntavaarassa(z,y) = "z on vaarassa sairastua y:hyn".

¢ Lauseet saadaan nyt seuraavaan muotoon:
VaVyVz(henkild(x) A henkild(y) A tapaa(z, y)A
tauti(z) A sairastaa(y, z) — tartuntavaarassa(z, z)) ja

VaVyVz(henkild(z) A henkild(y) A tapaa(z, y) A tauti(z)A

tartuntavaarassa(y, z) — tartuntavaarassa(z, z)).

~
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e Tyypeilld voi olla erilaisia suhteita:
— Erillisyys: Vz—(henkild(x) A tauti(x)).
— Kattavuus: Va(henkild(x) V tauti(x)).
— Alityyppi: Vx(rokko(z) — tauti(x)).

¢ Yksi mahdollisuus on tyypittdd predikaatit erikseen:

VaVy(tapaa(z,y) — henkild(z) A henkilé(y))
VaVy(sairastaa(z,y) — henkild(x) A tauti(y))

e Tallin varsinainen tartuntavaarassa-predikaatin mairitelma voidaan

kirjoittaa yksinkertaisemmin ilman tyyppi-informaatiota:

VaVyVz(tapaa(z, y) A sairastaa(y, z) — tartuntavaarassa(zx, z)) ja

VaVyVz(tapaa(z, y) A tartuntavaarassa(y, z) — tartuntavaarassa(z, z)).

/
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Mucdocltaan monimutkaisempia madritelmia
e Edell otettiin |3htdkohdaksi muotoa
Vo Vg -V, (Q1(t) A - A Qr(tr) — P(t))

olevat mairitelm3at. N3iden ilmaisuvoima ei ole aina riittdva.

 Joissain tilanteissa tarvitaan eksistentiaalista kvantifiointia:
Va(solmu(z) — Ty (vari(y) A varitetty(z,y)))
= VzIy(solmu(z) — vari(y) A véritetty(z,y)).
¢ Implikaation seurauksena voi olla myds atomien disjunktio
Py(51) V-V Pi(5]) pelkin atomin P(t) sijaan:
Vx(kaksiarvoinen(z) — nolla(z) V yksi(x)).

Quomio. Edellz oli keskeistd vaihtoehtoisuuden ilmaiseminen.

~
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N X (. ™

simerkki. Tarkastellaan lausejoukon

£\
%

5.3 Nimien yksik3sitteisyys ja kattavuus

* Rajoitutaan jatkossa predikaattilogiikan kieliin £, joissa ei ole Zuna = {~(Lyyli = Hemmo), ~(Lyyli = Erkki), ~(Hemmo = Erkki)}

funktiosymboleita ja ainoastaan d3rellinen maira vakiosymboleita. malleja S;, kun universumina U; on joukko henkildits Ay, ho, . . . .

* Predikaattilogiikassa struktuurin S médritelma ja tapa jolla U LyyliSi  HemmoSi  ErkkiSi
vakiosymbolit tulkitaan S:ssa mahdollistavat, ettd {(h1, ha, h3) I ho hs
1. jokin universumin U alkio a € U on useamman vakion ¢y, ..., ¢, {h1,ha,h3} ha h3 ha
(n > 1) nimedmi: ¢f = ... =c5 = a. {h1, ha, hs} ha ha h3
s . . . . C e . . e hi,ha,h h h, h
2. jokin universumin U alkio a € U ei ole minkiin vakion nimeima {h1, h2, ha} 2 3 !
N . . B hi,ha, h h h R
(eli kaikille vakiosymboleille ¢ pitee ¢S # a). {ha o, s} s ! ?
{h1,h2,h3} hs ha h1
e Tietdmyksen esittdmisen kannalta tillainen mahdollisuus muodostuu {h1,ha,h3,ha} ha ho hs
usein jopa turhaksi vapausasteeksi.
¢ Nime3minen voidaan pakottaa yksikasitteiseksi lauseita lisdamalla. K Universumissa oltava vihintian 3 henkilds. /
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C ™

Nimien kattavuus

4 N

Nimien yksikdsitteisyys

A

e . . . ¢ Vastaava kisite englanniksi on domain closure assumption (DCA).
 Vastaava kisite englanniksi on unique names assumption (UNA). J p ( )

. . a1 A . . e Kun kielessd on darellinen mairad vakiosymboleita ¢y, ..., c,, riittdd
* Kun kielessd on &3rellinen m&aré vakiosymboleita c1, ..., cp, it eva |
e [ isdtd seuraavaa muotoa oleva lause:
riittdd lisdtd muotoa

(¢ = ¢j) Ve(z=c1 V- - Va=cy).

olevat lauseet, missda i € {1,...,n}, j€{l,...,n} jai <. . . . . . .
{ baed b J ¢ Tarvittavan lauseen pituus riippuu lineaarisesti vakioiden
n2—n

* Lauseita tarvitaan nelidllinen madard (yhteensd 5" kappaletta). lukuma&arastd n.

Esimerkki. Olkoon kielessé £ vakiosymbolit Lyyli, Hemmo ja Erkki. Esimerkki. Edellisen esimerkin mukaisessa kieless3 tarvitaan lause

Yksikdsitteisten nimien oletus ilmaistaan seuraavasti: . .
Va(x = Lyyli V 2 = Hemmo V o = Erkki).

—(Lyyli = Hemmo), —(Lyyli = Erkki) ja =(Hemmo = Erkki).

- J - /
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N € ™

A

Esimerkki. Tarkastellaan lausejoukon Yhtisuuruuspredikaatin maritelms
by = {Vz(x = Lyyli V2 = Hemmo V z = Erkki
pea = {¥a( v )} Jos yht3suuruuspredikaattia sisdltidvid lauseita kdytetdan madritelmissa,
malleja S;, kun universumina U; on joukko henkil6itd hq, ho, ... . seuraavat aksiomat saattavat olla tarpeen esim. todistuksissa.
U; Lyyli  HemmoSi  ErkkiS: 1. Refleksiivisyys: Va(z = x).
{h1} hy h1 h1 .
2. Symmetrisyys: VaVy((z = y) — (y = x)).
{h1,ha} M ha ha y yy y((z=y) = (y=1))
{h1, ha} h1 ha h1 3. Transitiivisuus: VaVyVz((z = y) A (y = 2) — (z = 2)).
: : : : 4. Sijoitettavuus (kaikille predikaateille P € P,):
hi,h2,h h h h
_{ 1:h2. ha) _1 2 ? Vay...Ve,Vy1 ... Yy,
’ ’ ) ’ P(xy,...,xp) A (z1 = AN (xgy = — Py, ..., .
(hihoha) e . . (P(x1 n) A (21 =y1) (Tn = Yn) (y1 Yn))
. ) ) ) Osoita {P(a), (b= P(b) niiden j ttisen taul lla!
= Universumissa voi olla korkeintaan 3 henkil33. soita {P(a), ( @)} [= P(b) néiden ja semanttisen taulun avulla

/ N /
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/Esimerkki. Tarkastellaan vield edeltivien lausejoukkojen unionin \ \ﬁ /5.4 Negatiiviset ehdot ja johtopditokset \
Yuna UXpca = { =(Lyyli = Hemmo), =(Lyyli = Erkki), * Tarkastellaan muotoa
~(Hemmo = Erkki), ViV - Vo (Qr () A - A Qu(in) — P(E)

Va(x = Lyyli V 2 = Hemmo V « = Erkki) } ) o _ _ _ _
olevien madritelmien yleistdmistd tapaukseen, missd sallitaan

malleja S;, kun universumina U; on joukko henkilditd A1, ho, ... . atomien Q;(f;) lisaksi myds negatiivisia literaaleja —Q; (£;).
Ui Lyyli® Hemmo®i  Erkki®: * Negatiivinen ehto ~Q;(f;) voidaan muuntaa positiiviseksi
{hi, ko hst ha hs vaihtoehdoksi Q; (f;) seuraukselle P(%).
{h1,h2,h3} M hs ha Esimerkki.
{h1,ha, ha} - ha i hs Vax(—sairastaa(z) A —tartuntavaarassa(z) — turvassa(z))
{h1,h2,h3} h2 h3 h1
(oo k) hs Iy Iy = Vaz(sairastaa(x) V tartuntavaarassa(x) V turvassa(z)).
{h1,h2,h3} h3 ha ha » Jotta negatiiviset ehdot tulisivat maaritellyiksi, maaritelmist3 tulisi
K: Universumissa on oltava tdsmélleen 3 henkilda. J K seurata loogisesti —Q;(f;) mikéli Q;(f;) ei ole looginen seuraus. /
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N

/Méiéiritelmien tdydellisyys

YpE Plty,...,ty) tai Xp = 2P (t1,...,tn)-
kaikille kielen £ muuttujattomille termeille ¢1,...,t,.
Huomiocita.
* Jos predikaatin P € P, miaritelmd X p on ristiriitainen
(eli sill ei ole malleja), se on triviaalisti tdydellinen: t&lléin seké

YpEP(t,....t,) ettd Xp = -P(t1,...,t,) kaikille
muuttujattomille termeille ¢, € H,...,t, € H.

¢ Jos predikaatin P € P,, mddritelmad X p on tdydellinen ja

Yp b P(ty,...,t,) joillekin muuttujattomille termeille ¢; € H,

.

MadZritelma. Predikaatin P € P,, maaritelma X p C L on tdydellinen, jos

., tn € H, niin Xp ei ole ristiriitainen ja Xp = =P (t1,...,tn).

© 2007 TKK / Tietojenkisittelyteorian laboratorio
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/Esimerkki. Tarkastellaan muunnelmaa tartuntavaara-esimerkist3:

O\

Y = { VaVy(tapaa(z,y) A sairastaa(y) — tartuntavaarassa(z)),
Va(—sairastaa(x) A —tartuntavaarassa(x) — turvassa(z)),

tapaa(Lyyli, Hemmo), tapaa(Hemmo, Lyyli),

3 £ —tartuntavaarassa(Hemmo).

» Jotta nédin olisi, madaritelmastd tulisi seurata loogisesti
—tartuntavaarassa(Hemmo) ja —tartuntavaarassa(Erkki).

predikaateille (tapaa, sairastaa, turvassa ja =).

tapaa(Lyyli, Erkki), tapaa(Erkki,Lyyli), sairastaa(Erkki) }.

* Nyt ¥ |= tartuntavaarassa(Lyyli), ¥ }~ tartuntavaarassa(Hemmo) ja

e Titen X ei ole tdydellinen m&aritelma tartuntavaarassa-predikaatille.

¢ Kyseinen maaritelmad X ei ole mydskdan tiydellinen muille ao. kielen

© 2007 TKK / Tietojenkisittelyteorian laboratorio
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Predikaatin mddritelmén tdydentdminen

~

Esimerkki. Tdydennetdén edellisen esimerkin predikaattien maaritelmat.

1. Yht&suuruuspredikaatin osalta riittd3 todeta nimien yksik3sitteisyys:
—(Lyyli = Erkki), —(Hemmo = Erkki) ja
Va(z = Lyyli V& = Hemmo V x = Erkki).

—(Lyyli = Hemmo),

2. Predikaateille tapaa ja sairastaa voidaan kirjoittaa tiiviit esitykset
yhtdsuuruuspredikaatin avulla: Vz(sairastaa(x) < = = Erkki) ja

Vz(tapaa(z,y) < (z = Lyyli Ay = Hemmo) Vv
(z = Hemmo Ay = Lyyli) v
(z = Lyyli Ay = Erkki) v
(z = Erkki Ay = Lyyli)).

N
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3. Predikaattien tartuntavaarassa ja turvassa maaritelmat voidaan

Predikaattilogiikka

kirjoittaa vastaavasti ekvivalensseiksi:

Va(tartuntavaarassa(x) < Jy(tapaa(z,y) A sairastaa(y))) ja

Vx(turvassa(x) < —sairastaa(z) A —tartuntavaarassa(z)).

e Taydennetyilld maaritelmilld on haluamamme loogiset seuraukset:

sairastaa tartuntavaarassa turvassa

—sairastaa(Lyyli) tartuntavaarassa(Lyyli) —turvassa(Lyyli)

—sairastaa(Hemmo) | —tartuntavaarassa(Hemmo) | turvassa(Hemmo)

sairastaa(Erkki) —tartuntavaarassa(Erkki) —turvassa(Erkki)

¢ Predikaattien tdydentdminen ei valitettavasti tuota haluttua
lopputulosta rekursiivisten ma3ritelmien tapauksessa, kuten
seuraavassa esimerkissd osoitetaan.

- /
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Esimerkki. Tarkastellaan vastaavaa konstruktiota lausejoukolle

¥ = { tunteel(Lyyli, Lyyli), tunteel(Hemmo, Hemmo),

VaVy(tunteel(z,y) — tuntee2(z,y)),

Yy (tuntee2(y, ) — tuntee2(z, y)) }. 6 Herbrandin teoreema

e Rekursiivisesti maaritellyn predikaatin tuntee2 tarkoituksena on ¢ Herbrand-universumit

tiydent33 predikaatti tunteel symmetriseksi. o .
y P 4 * Herbrand-struktuurit ja -mallit

e Taydennettynd maaritelmit saadaan muotoon )
¢ Herbrandin teoreema

¥ = { =(Lyyli = Hemmo), Vz(z = Lyyli V2 = Hemmo), _ _ o
(bl ) o= Lyliv e ) * Lause- ja predikaattilogiikan suhteesta
VaVy(tunteel(z,y) < (x = Lyyli Ay = Lyyli) v

(z = Hemmo A y = Hemmo)),

VaVy(tuntee2(x,y) < tunteel(z,y) V tuntee2(y,x)) }.

N / N /
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¢ Yllittden tdydennetyistd madritelmistd ei seuraa loogisesti

O\
"

—tuntee2(Lyyli, Hemmo) eikd —tuntee2(Hemmo, Lyyli). 6.1 Herbrand-universumit

 Lausejoukolla ¥’ on seuraava ep3intuitiivinen malli S:
Universumi U = {hq, ho},
Lyyli® = hy, Hemmo® = ho,
tunteel® = {(h1, h1), (ha, ho)} ja
tuntee2® = {(h1, h1), (h1, ha), (ha, h1), (ha, ha)}.

Maédritelmd. Predikaattilogiikan kielen £ Herbrand-universumi H on
niiden muuttujattomien termien ¢ joukko, jotka ovat muodostettavissa
kielen £ vakio- ja funktiosymboleista.

Esimerkki. Olkoon kielessd L ainoastaan yksi vakiosymboli ¢ ja yksi
funktiosymboli f € Fs.

* Kyseinen struktuuri S on vastamalli, koska Herbrand-universumiksi saadaan muuttujattomien termien joukko

S [~ —tuntee2(Lyyli, Hemmo) ja S & —tuntee2(Hemmo, Lyyli).

Huomio. Tentissa ei edellytetd tdydellisten madritelmien kirjoittamista
predikaateille (ellei t3ta sitten erikseen jossain yksinkertaisessa

tapauksessa pyydet3).

)
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H = {C»f(cv C),f(f(C, C)ac)a f(cvf(ca c)), f(f(C, C)v f(ca C))a i }

Huomio. Jos kielessd L ei ole funktiosymboleita ja ainoastaan darellinen
maar3 vakioita, Herbrand-universumi H j33 tilloin d3relliseksi.

- /
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¢ Herbrand-universumi voidaan mé&aritelld my6s annetusta
lausejoukosta X |3htien.

* Jos lausejoukossa X ei esiinny yhtdan vakiosymbolia,
Herbrand-universumiin valitaan ainakin yksi vakiosymboli ¢
(struktuurien m3dritelm3n mukaan universumit ovat aina ei-tyhjia).

Maé&zaritelmad. Lausejoukon ¥ Herbrand-universumi H on niiden
muuttujattomien termien ¢ joukko, jotka ovat muodostettavissa
lausejoukossa X esiintyvistd vakio- ja funktiosymboleista.

Esimerkki. Lausejoukon ¥ = {VzP(z, f(z))} Herbrand-universumi on
H ={c, f(c), f(f(€),...} ={f"(¢) [ n = 0}.

N /
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/6.2 Herbrand-struktuurit ja -mallit

Maézritelmé. Kielen £ Herbrand-struktuuri on struktuuri H, jonka

1. universumina on kielen £ Herbrand-universumi H,

H

2. jokaisen vakiosymbolin ¢ € C tulkintana ¢ on c itse,

3. jokaisen muuttujasymbolin = € V tulkintana 27t on jokin

muuttujaton termi t € H,

4. jokaisen funktiosymbolin f € F,, tulkintana on funktio
fM . H™ — H, joka kuvaa muuttujattomat termit

t1 € H,...,t, € H muuttujattomaksi termiksi f(¢1,...,¢,) € H, ja
5. jokaisen predikaattisymbolin P € P,, tulkintana on P™* C H™.

Lauseen ¢ € L totuusarvo Herbrand-struktuurissa H lasketaan

Qedikaattilogiikan totuusmdaaritelmin mukaisesti.

)
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Madaritelmd. Kielen £ Herbrand-struktuuri H on

Predikaattilogiikka

1. lauseen ¢ € L Herbrand-malli <= H = ¢, ja

2. lausejoukon ¥ C L Herbrand-malli <= H |= o kaikille 0 € X.
Esimerkki. Tarkastellaan lausejoukkoa

% ={P(a), Va(P(x) — Q(z)), V2(Q(z) — Q(f(2)) A R(z, f(x)))}-

* Lausejoukon 3 Herbrand-universumi on H = {f"(a) | n > 0}.

¢ Muodostetaan Herbrand-struktuuri on H, jonka universumina on H
siten, ettd jokainen muuttujaton termi t € H tulkitaan t’* =t, ja

P™ = {a}, Q" = H ja R™ = {{f"(a), f™*(a)) | n > 0}.

¢ Kyseinen struktuuri H on lausejoukon ¥ Herbrand-malli.

N /

© 2007 TKK / Tietojenkisittelyteorian laboratorio

T-79.3001 LTP / Kevit 2007 Predikaattilogiikka

Médritelmd. Lausejoukon X (kielen £) Herbrand-kanta B on niiden
atomisten lauseiden joukko, jotka voidaan muodostaa lausejoukossa 3
esiintyvistd (kielen £) predikaattisymboleista ja vastaavan
Herbrand-universumin H muuttujattomista termeista.

Esimerkki. Edellisen esimerkin tapauksessa Herbrand-kantana on
B ={P(f"(a)),Q(f"(a)) [ n = 0}U{R(f"(a), f"(a)) | n = 0,m > 0}.
¢ Tdmé& mahdollistaaa Herbrand-struktuurien H maarittelemisen
Herbrand-kannan B osajoukkoina: jokaiselle P € P,, patee
P(ty,...,ty) €EH <= (t1,...,t,) € P
¢ Herbrand-struktuurille H voidaan antaa myds literaaliesitys:
ht(H): { P(CL), Q(a)7 _'R(a7 a)7 _‘P(f(a’))7 Q(f(a)),
R(CL, f(a))v _‘R(f(a)’ a)a _‘R(f(a)y f(a‘))7 .. }

-
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4 ) ae )

. dite. (Hebrandin teoreema). Olkoon S joukko klausuuleita ja S’ sen
6.3 Herbrandin teoreema

£\
%

Herbrand-instanssien joukko. Tall6in

* Rajoitutaan tarkastelemaan klausuulijoukkoja. 1. S on toteutumaton <= S’ on toteutumaton, ja

* Merkintd C(z1,...,x,) tarkoittaa muuttujat x4, ..., z, sisiltdvdd 2. S on toteutumaton <—
klausuulia {Py(t1),..., Pe(tr), 7Q1(s1), ..., =Qu(s1)}- 3 joukon S’ d3rellinen osajoukko S”, joka on toteutumaton.

¢ Kausuuli C(z1,...,z,) vastaa universaalisti kvantifioitua lausetta Huomioita. Predikaattilogiikan tapauksessa voidaan titen rajoittua
Vay - Vende (e, ..., an), missd ¢o(z1, ..., x,) on klausuulin syntaktisiin malleihin (Herbrand-malleihin) mielivaltaisten mallien sijaan.
C(z1,...,zy,) esitys literaalien disjunktiona.

Herbrandin teoreema johtaa myds naiiviin proseduuriin klausuulijoukon S
* Klausuulijoukolle S voidaan madritelld Herbrand-struktuurit samaan toteutuvuusongelman ratkaisemiseksi:

tapaan kuin lausejoukoillekin. . cn 11 . . : :
P ! (i) tuotetaan dérellinen Herbrand-instanssien osajoukko S” ja

* Klausuulijoukko S voidaan instantioida vastaavan .. " .
(i) testataan, onko S’ on toteutumaton. Jos on, lopetetaan ja todetaan

Herbrand-universumin Hg suhteen seuraavasti. . . .
s S toteutumattomaksi. Muutoin jatketaan kohdasta (i).

N / N /
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C ™

6.4 Lauselogiikan ja predikaattilogiikan suhteesta

O\
"

Médritelmd. Klausuulijoukon S Herbrand-instanssien joukko S’ koostuu

muuttujattomista klausuuleista C(t1,...,t,), missd C(z1,...,2,) € S
ja muuttujattomat termit t; € Hg,...,t, € Hg. » Lauselogiikka on osa predikaattilogiikkaa:
* Mikéli S on &irellinen sekd Hg on 3arellinen (tai vaihtoehtoisesti S — Kaikki lauselogiikan konnektiivit ovat kdytettdvissd
on muuttujaton), myés S’ on 3irellinen. predikaattilogiikassa.

» Joukko S’ voidaan tulkita lauselogiikan klausuulijoukoksi — O-paikkaiset predikaatit vastaavat atomisia lauseita.

(atomisina lauseina Herbrand-kannan B atomiset lauseet). * Lauselogiikan padtelmét ja loogiset ongelmat voidaan

Esimerkki. Tarkastellaan klausuulijoukkoa suorittaa/ratkoa sellaisenaan predikaattilogiikan puitteissa.

S ={P(a)},{=P(x), P(f(x))}}. ¢ Herbrandin teoreeman nojalla predikaattilogiikan paittely voidaan

1. Herbrand-universumi Hs = {a, f(a), f(f(a)),...}. palauttaa lauselogiikan paattelyksi.

2. Herbrand-instanssien joukko * Lauselogiikan ja predikaattilogiikan i/maisuvoimassa (eli kyvyss3

S/ — {{P((w}’ {ﬁP(a),P(f(a))}, {ﬁP(f(a)),P(f(f(a)))}, N } esittdd tietéimysté) on kuitenkin huomattava ero.

/ - /
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¢ lImaisuvoimaeron ilmentyminen:

— Adsrellist3 predikaattilogiikan lausejoukkoa saattaa vastata
ddretdn lauselogiikan lausejoukko.

— Lauselogiikan ratkeavuus vs. predikaattilogiikan puoliratkeavuus.
¢ Rajoittamalla syntaksia sopivasti saadaan predikaattilogiikallekin
ratkeavia (ja ilmaisuvoimaltaan heikompia) osajoukkoja.
— Esim. jos S on dérellinen ja siind ei esiinny funktiosymboleja,
sen Herbrand-instanssien joukko S’ j33 darelliseksi.
— Tallgin S’:n toteutuvuus on selvitettivissd darellisessi ajassa.
Esimerkki. Klausuulijoukon S = {{P(a)}, {—~P(x), P(b)}}

Herbrand-universumi H = {a, b} ja Herbrand-instanssien joukko
S"={{P(a)},{—-P(a),P(b)},{—-P(b),P(b)}}, joka voidaan néhda

Quselogiikan klausuulijoukkona S” = {{P},{-P,Q},{—-Q,Q}}.

/

© 2007 TKK / Tietojenkisittelyteorian laboratorio

T-79.3001 LTP / Kevit 2007

-~

Predikaattilogiikka

~

7 Unifikaatio
e Substituutiot
¢ Yleisimmat unifioijat

* Unifikaatioalgoritmi

-
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7.1 Substituutiot

Madritelmd. Substituutio (tai korvaus) 6 on dérellinen joukko

* Z’n/tn},

missd x;:t ovat muuttujia ja ¢;:t korvaavia termeja siten, ett3

{xl/tl,wz/tg, ..
1. korvattavat muuttujat x4, ...,x, ovat toisistaan eridvit ja
2. mik3dn korvaava termi ¢; ei ole muuttuja x; itse eli ¢; # z;.
Lisdksi erotetaan seuraavat erikoistapaukset:
¢ Jos korvaavat termit ¢; ovat muuttujattomia, 8 on muuttujaton.

¢ Jos korvaavat termit ¢; ovat muuttujia, 8 on nimedmissubstituutio.

N

/
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Esimerkki. Esimerkkein3 todettakoon

tyhj& substituutio € = {},

substituutio 61 = {z/y,y/a,z/f(w)},

muuttujaton substituutio 02 = {z/a,y/g(c,c)} ja

— nimedmissubstituutio 05 = {z/y,y/z, z/z}.

Mééritelmd. Olkoon E jokin lauseke (eli termi, atomikaava, literaali,

klausuuli tms.) ja 8 = {x1/t1,..., 2, /t,} substituutio.

Lauseke Ff on muutoin rakenteeltaan kuten FE, paitsi ettd jokainen
muuttujan x; esiintym3 lausekkeessa E on korvattu termilld ¢;.

Jos lausekkeessa F ei esiinny muuttujia, kutsutaan lauseketta £
lausekkeen E' muuttujattomaksi instanssiksi.

-

~
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Esimerkki. Olkoon lauseke £ = P(z,y, f(2),v,w) ja substituutio
0 ={z/y,y/z,z/z,v/f(2),w/g(f(y),c)}.
T&llsin E¢ on P(y,z, f(x), f(2),9(f(y),c)).

s xn/tn} ja
, Ym/Um } kaksi substituutiota.

Mééritelmd. Olkoot 0 = {x1/t1,. ..
A=A{y1/u1,...

Substituutioiden 8 ja A kompositio O\ madritelldan joukkona
{xz/tl)\ | 1€ {1,...,
{yifui |ied{l,... Tn}}.

Huomio. M3iritelm3n tavoitteena on saada aikaan kokonaisvaikutus
E(6X) = (E0)X mille tahansa lausekkeelle E.

n} ja ZT; 75 ti)\}U
7m}ja Yi g{xla"'a

kompositio on {z/f(b), z/y}.

Esimerkki. Substituutioiden 6 = {x/f(y),y/z} ja A ={x/a,y/b, z/y}.

~

/
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7.2 Yleisimmat unifioijat

Mééritelmd. Olkoon S = {FE1, ...,

0 on lausekejoukon S wunifioija, jos F10 = Es6 = --- = E,,0.
Lausekejoukko S on unifioituva, mikli silld on ainakin yksi unifioija.

Esimerkki. Tarkastellaan seuraavien joukkojen unifioituvuutta.

Joukko S: Unifioija 6:

{P(z, f(a), P(y,2)} {y/x, 2/ f(a)} tai {z/y, 2/ f(a)}
{P(z, f(x), P(f(a),y)}  {z/f(a),y/f(f(a))}

{P(a), P(f(x))} ei unifioijaa

{P(x),P(f(z))} ei unifioijaa (termit aina darellisid)

~

E,} joukko lausekkeita. Substituutio

© 2007 TKK / Tietojenkisittelyteorian laboratorio
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Mddritelmd. Olkoon o lausekejoukon S = {E1,...

~

, En} unifioija.

Substituutiota o kutsutaan lausekejoukon S yleisimméaksi unifioijaksi,
mikali jokainen S:n unifioija 8 = o\ jollekin substituutiolle .

* Vastaava kisite englanniksi on most general unifier (MGU).

Esimerkki. Joukon S = {P(z, f(y)), P(a, 2)} unifioijia ovat mm.
0 ={x/a,z/f(b),y/b} ja o ={z/a,z/f(y)}.
Ndistd o on L:n yleisin unifioija, koska esim. 6 = o{y/b}.

¢ Yleisimmat unifioijat ovat yksik3sitteisid seuraavaan tapaan:
Viite. Olkoot 0 ja o joukon S yleisimpi3 unifioijia. Talldin on olemassa
nimedmissubstituutio \ siten ettd SO\ = So.

N /
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* Tavoitteena laskea atomikaavojen joukolle S = ) yleisin unifioija o.

7.3 Unifikaatiocalgoritmi

Madritelmd. Olkoon S ei-tyhj3 joukko johonkin predikaattisymboliin P

—

1. Joukon S erokohta on vasemmalta oikealle siirryttdessi

perustuvia atomikaavoja {P(t1), ...

ensimmadinen kohta, jossa joukon S atomikaavojen
merkkijonoesityksissd on jokin eroavaisuus.

2. Joukon S erojoukkoon D(S) kuuluvat atomikaavojen

P(t1),..., P(t,) erokohdasta alkavat termit uy, ..., u,.

Esimerkki. Joukon S; = {P(z,a), P(x,y)} erojoukko D(S1) = {a,y}.
Joukon S = {Q(g(z,y),v), Qlg(z, f(2)),x), Qg(x, z), f(a))}

erojoukko D(S2) = {y, f(2), x}.

/
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Unifikaatioalgoritmi ei-tyhjille atomikaavojen joukolle S: D(So) = {z, g(a)}.

Valitaan muuttuja vp = z ja termi g = g(a).

o1 ={x/g(a)}, 51 = {P(g(a), f(9(a))), P(g(a), 2)}.
k=1.

1. Jos joukon S atomikaavojen predikaattisymbolit eivit ole samat, totea,
ettei S unificidu ja lopeta algoritmin suoritus.

2. Aseta k:=0, S := S jaor =€

3. Jos Sy on yksialkioinen (ja siten jo unifioitunut) joukko, totea S S, ei ole yksialkioinen, jatketaan.

D(S1) = {f(g(a)), z}.

Valitaan muuttuja v; = z ja termi t; = f(g(a)).

o2 ={z/f(g9(a))}, S2 = {P(g(a), f(g(a)))}-
k=2.

unifioituvaksi ja lopeta algoritmin suoritus.
4. Laske joukon Sy erojoukko D(Sy).

5. Jos D(Sk):ssa on muuttuja vy ja termi ¢y siten, ettd vy ei esiinny t:ssa,
jatka algoritmin suoritusta kohdasta 7.

.‘*’90.“‘91:“.‘*’90.\‘9":“\

6. Muutoin totea, ettei S ole unifioituva, ja lopeta algoritmin suoritus. S, on yksialkioinen, joten S on unifioituva.
7. Aset = tr} ja laske S =S tr}. .. -
seta i1 = {uk /b Ja laske Sy o/} Yleisin unifioija on 0 = ogo102 = e{z/g(a)}{z/f(9(a))} =

&8. Aseta k := k + 1 ja jatka algoritmin suorittamista kohdasta 3. / Qx/g(a)’ z/f(g(a))} ja So = {P(g(a), f(g(a)))} = Sa. /
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a ™ g ™

Viite. Olkoon S darellinen ei-tyhjd joukko atomikaavoja.

A

» Jos S on unifioituva, niin unifikaatioalgoritmin suoritus pdattyy
askeleen 3 kohdalla ja substituutioiden og, 01, ..., 0 kompositio

o — 0ooy ..ok on joukon S yleisin unifioija 8 Resoluutiosddnto ja -todistukset

* Jos S ei ole unifioituva, niin unifikaatioalgoritimin laskenta pdattyy * Resoluutiosddntd predikaattilogiikan tapauksessa

askeleessa 1 tai askeleessa 6. . .
¢ Resoluutiotodistukset

Esimerkki. Lasketaan unifikaatioalgoritmilla joukon b Lt _ o _
S = {P(x, f(x)), P(g(a), 2)} yleisin unifioija: ¢ Ohjeita resoluutiotodistusten kirjoittamiseen

1. Predikaattisymbolit ovat samat, jatketaan. * Kytkennit logiikkaohjelmointiin (PROLOG)

2. k=0,5 ={P(z, f(x)),P(g(a),2)},00 = €.

3. S ei ole yksialkoinen, jatketaan.

- J - /
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8.1 Resoluutiosddntd predikaattilogiikan tapauksessa 8.2 Resoluutiotodistukset
Madzritelmd. Olkoot ¢ Lahtdkohtana on joukko klausuuleita S, jonka klausuuleista
Cr = CLU{P(E]), ..., P(t)} ja Co = Ch LI {=P(ii}), ..., ~P(uz)} johdetaan uusia klausuuleita resoluutiosdanndlla.

. . e Johtojen ja hylkdyksen maaritelmat sdilyvit ennallaan, mutta
kaksi klausuulia, Jen ja hylikay y

resoluutioaskeleiden tulee t3yttda resoluutiosddnndn vaatimukset.
1. joissa e/ esiinny yhteisid muuttujia ja ) . . L
e Tarvittaessa klausuulien muuttujat tulee nimetd uudelleen.
2. joissa esiintyvien atomikaavojen joukko ) . ) L . L

~ ¢ Resoluutio on myés predikaattilogiikan tapauksessa virheetén ja

{P(t1),...,P(tn), P(11),..., P(u;,)}

on unifioituva (yleisimpan3 unifioijana o).

tdydellinen menettely klausuulijoukon toteutuvuuden tutkimiseen.

Viite. Klausuulijoukolle S 16ytyy hylkdys (eli klausuulijoukosta S on

Klausuulien C; ja Co yhdistelmd on klausuuli Cio U Clo. johto C4, ..., C, tyhjille klausuulille C,, = 0) < S on
Huomio. YIl3 kiytetty merkintd A L B tarkoittaa kesken3in toteutumaton.
Qkiovieraiden (AN B = 0) joukkojen A ja B unionia AU B. / K’I‘odistus. Sivuutetaan. J
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Esimerkki. Osoitetaan predikaattilogiikan lausejoukko

% = {Va3y(P(z) A P(y)), Yavy(P(x) — ~P(y))}

/Esimerkki. Tarkastellaan seuraavia klausuuleja: \
Cr = {Q(l’), _‘R(y)7 P(.’E,y), P(f(z)v f(Z))} ja
Cy = {—‘N(U), _\R(U)), _'P(f(a’)7 f(a))a _'P(f(w)v f(w))}
Klausuuleissa ei esiinny yhteisid muuttujia ja joukon

{P(z,y), P(f(2), f(2)), P(f(a), f(a)), P(f(w), f(w))}

yleisin unifioija on o = {x/f(a),y/f(a),z/a,w/a}. Klausuulien . Vg 2) o - o V(P2 — -
yhdistelméksi saadaan {Q(f(a)), ~R(f(a)), ~N(u), ~R(a)}. vavy(P(z) = 2PW))} ~ Ve (o P(=) VPO

Sy = {{=P(x), ~P(y)}}-
Esimerkki. (Faktorointi) Klausuleilla voi olla useita eri yhdistelmia. )
Klausulien {P(z1), P(y1)} ja {~P(x2), 7 P(y2)} yhdistelmi3 ovat mm. Hylkdys: 1. {P(x)} S

. . 2. {=P(2),~P(y)} So{z/z}
- {P(xz1),~P(x oukolle {P(y1), P MGU o = a
{P(z1), 2 P(x2)} (i {P(y1), P(y2)} {y2/v1}) ] . 1 MU {2y, /1)
— tyhja kl li O (joukolle {P P P P M
tyhjd klausuuli O (joukolle {P(z1), P(y1), P(x2), Ply2)} MGU — S; U S5 on toteutumaton = X on toteutumaton.

o ={y1/x1,x2/21,Y2/1}).
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toteutumattomaksi. Haetaan lauseille ensin klausuuliesitykset:

* Vady(P(z) A P(y)) ~ Va(P(x) A P(f(x))) ~

S1 = {P(@)}, {P(f(2))}}.
(
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/Muiden loogisten ongelmien ratkominen

¢ Resoluutiolla voidaan selvittd3 lauseiden pdtevyyttd ja loogista
ekvivalenssia sekd tutkia lausejoukon loogisia seuraavuuksia.

* Koska Skolemointi ei sdilytd loogista ekvivalenssia vaan
toteutuvuuden, ndm3 tulee muuntaa toteutuvuusongelmiksi.

Viite. Olkoon ¢ ja 9 lauseita ja X lausejoukko.
1. Patevyys: = ¢ <= KM({—¢}):lle 16ytyy hylkays.
2. Ekvivalenssi: ¢ =1 <= KM({—(¢ <« 1)}):lle 16ytyy hylkdys.

3. Looginen seuraavuus: ¥ = ¢
<= klausuulijoukolle KM (X U {—¢}) 18ytyy hylkdys.

YIIa KM(T") tarkoitaa lausejoukon I' klausuulimuotoa, mikd saadaan

Qttamalla yksittdisten lauseiden v € T" klausuulimuotojen unioni.

/
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Esimerkki. Osoitetaan resoluutiolla, ettd = Vo P(z) — JzP(z).

» Haetaan lauseen negaatiolle klausuulimuoto:
=(VzP(z) — JzP(z)) ~ VaP(x)A-3zP(z)
~  VzP(x) AVz—-P(x)
~ Vavy(P(z) A =P(y)).
~ S ={P@)}{-P)}}
* Klausuuleista {P(z)} ja {—~P(y)} saadaan tyhj3 klausuuli O
(MGU {z/y}) yhdelld resoluutioaskelella.

e Taten klausuulijoukolle S on hylkdys
=—> S on toteutumaton
—> —(VzP(x) — JzP(x)) on toteutumaton

= VazP(x) — JxP(x) on piteva.

~
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/Esimerkki. Osoitetaan lause Jz(E(z) A K(z)) lausejoukon
L ={va(I(z) — E(z)), Iz(I(z) A K(z))}
loogiseksi seuraukseksi. Haetaan tarvittavat klausuulimuodot:

Va(I(z) — E(z)) Va(—I(z) V E(z))

$1 = {{~I(2), E(x)}}.
I(c) N K(c)

S2 = ({1} AK ()}
Ve (E(z) A K(z))
Ve(—=E(z) V ~K(z))

S5 = {{~E(x), ~K ()}
Kokonaisuutena saadaan siis klausuulijoukko S = S7 U Sy U S3

C {-1(2), E(z)},{I(c)}, {K ()}, {~E(x), ~K(2)}}.

Fz(I(z) N K(z))

—Jz(E(z) N K(x))

O A A A ¢
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u

ylk3ys ldydetddn esimerkiksi seuraavasti:

1. {~I(z),E(z)} S

2. {I(c)} S

3. {K(c)} S

4 {-E(y),~K(y)} S{z/y}

5 {~I(y),~K(y)} 14MGU {z/y}
6. {—K(c)} 2,5,MGU {y/c}
7.0 3,6,MGU ¢

* Té&ten S on toteutumaton
= YU {-3z(E(z) A K(x))} on toteutumaton
= dz(E(z) A K(x)) on joukon ¥ looginen seuraus.

-

* Yleisimpien unifioijien kompositio {z/y}{y/c}e = {z/c,y/c}.

© 2007 TKK / Tietojenkisittelyteorian laboratorio
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8.3 Ohjeita resoluutiotodistusten kirjoittamiseen

~

¢ Muuttujien uudelleennimedminen on hyva suorittaa systemaattisesti

(esimerkiksi alaindeksien avulla).

* Yksittdistd klausuulijoukon klausuulia saatetaan tarvita useita
kertoja resoluutiotodistuksessa (jolloin muuttujien
uudelleennimedminen on vilttdmatontd).

* Kirjoita yleisimmat unifioijat (MGU:t) n3kyviin.

¢ Ellet kirjoita todistusta binddripuun muotoon, numeroi klausuulit ja

ilmoita, mistd klausuuleista mikin klausuuli on johdettu.

 Laske yleisimpien unifioijien kompositio selvittddksesi kyselyssd
esiintyville muuttujille arvot.

.

/
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Esimerkki. Esitetddn listat vakion e (tyhji lista) ja kaksipaikkaisen

funktiosymbolin ¢ avulla (ndin lista [1, 2] saa esityksen ¢(1,¢(2,¢€))).

Mazéritell28n seuraavat listoja koskevat predikaatit

¢ K(.T,y) =

“listan x alkioina ovat listan y alkiot k3inteisess3 jarjestyksess3™:

1. K(ee)ja
2. VavVyVzVu(K(z,y) A L(y,v,z) — K(c(v,z),2)).

* L(y,v,z) ="lista z on lista y, jonka perd3n on liitetty alkio v":

3. VaL(e,z,c(z,e)) ja
4. YyVovzvVa(L(y,v, z) — Lc(z,y), v, c(z, 2))).

-
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N

* Johdetaan lauseille klausuulimuodot:

* Haluamme siis selvittdd, millainen on lista [1,2] kd@nnettynd.

(1) ~ {{K(e,e)}}

(2) ~ VaVyVaVo (=K (z,y) V —L(y,v, 2) V K(c(v, ), 2))
~ {=K(z,y),~L(y, v, 2), K(c(v, ), 2) } }

(3) ~ {{L(e,z,c(x,€))}}

(4) ~ YyVuVeVe(—L(y,v,2) V L(c(z, y), v, c(z, 2))
~ {=L(y, v, 2), L(c(x, ), v, ¢z, 2)) } }

(5) Todistettavan lauseen negaatio =3z K (c(1,¢(2,¢€)),x)
~ VoK (c(1,¢(2,e)),2) ~ {{-K(c(1,¢(2,€)),x)}}

/
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Resoluutiotodistus:
L {~K(c(1,c(2,¢€)), 7o)} P5
2. {=K(z1,y1), ~L(y1,v1,21), K(c(v1,21),21)} P2
3. {=K(e(2,€),y1),~L(y1,1,21)} 1,2,MGU {v1/1,21/c(2,€),20/21}
4. {~K(22,y2), ~L(y2, v2, 22), K(c(v2, 72), 22) } P2
5. {~K(e,y2), ~L(y2,2,y1), 7L(y1,1,21)}

3,4, MGU {v2/2,22/€, 22/y1}
6. {K(e,e)} P1
7. {=L(e,2,y1),L(y1,1,21)} 5,6,MGU {y2/e}
8. {L(e,x3,c(x3,€))} P3

~

/
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/9. {=L(c(2,e),1,21)} 7,8,MGU {z3/2,y1/c(2, e)}\

10. {~L(ya, va, z4), L(c(@4, ya), va, c(24, 24)) } P4
11. {—L(e,1,24)} 9,10,MGU {z4/2,ysa/e,v4/1,21/¢(2,z4)}
12. {L(e,z5,c(zs5,€)))} P3

13. O 11,12, MGU {z5/1, z4/c(1,€)}

* Unifioijien kompositio: { v1/1, z1/c¢(2,€), zo/c(2,¢(1,€)),
v2/2, x2/e, z2/c(2,€),
y2/e,
x3/2, y1/c(2,€)
x4/2, ya/e, va/l, z1/c(2,¢(1,¢€))

x5/1, za/c(1,€) }.

&0 Rajaus kyselyyn: {xq/c(2,¢(1,¢))} (ns. vastaussubstituutio).

/
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8.4 Kytkennit logiikkachjelmaintiin (PROLOG)

Laskenta perustuu jarjestettyjen klausuulien viliseen resoluutioon.

Maédritelmd. Olkoon G = {—B1(u1),..., "By (un)} kyselyn negaatiota
vastaava jarjestetty maaliklausuuli ja C' = {A(t), = A1 (t1), ..., An(tn)}
jarjestetty ohjelmaklausuuli (ohjelman s3intd) siten, ettd

1. klausuuleilla G ja C ei ole yhteisid muuttujia ja

2. atomilla A(t) ja valintafunktion R ma3rdamass3 literaalissa
R(G) = —B;(u;) esiintyvélld atomilla B;(u;) on yleisin unifioija 6.

Klausuulien G ja C yhdistelm2ksi saadaan jarjestetty maaliklausuuli
G/ = { —\Bl(u_i), ey —\Bi_l(u[ﬁl), ﬁAl(tz), ey _\An(t;;),
_\Bi+1(u1‘11), ey —|Bm(u_7;l) }9

- J
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G)itain PROLGQOGin erityispiirteitd

e Tyypillisessi PROLOG-toteutuksessa muuttujasymbolit erotetaan
muista symboleista ison alkukirjamen perusteella.

¢ Literaalijoukkojen sijaan jarjestetyt ohjelma- ja maaliklausuulit
kirjoitetaan sddnt6inad seuraavaan tapaan:

{NO)} ~
{N(s()), ~N(z)} ~
{=N(5(0)),=N(s(s(y)))} ~

e Tyypillinen valintafunktio valitsee maaliklausuulin 1. atomin.

n(0).
n(s(X)) :- n(X).
:- n(s(0)), n(s(s(Y))).

Esimerkki. Tyypillinen PROLOG-toteutus johtaa seuraavat
maaliklausuulit: (1) :- n(0), n(s(s(Y))), (2) :- n(s(s(¥))),

(3) :- n(s(Y)), (4) :- n(Y) ja (5) :- (tyhjd klausuuli).

N /

© 2007 TKK / Tietojenkisittelyteorian laboratorio

T-79.3001 LTP / Kevit 2007 Predikaattilogiikka

~

/Esimerkki. Tarkastellaan seuraavaa PROLOG-ohjelmaa:

isd(aatos,eero). isi(aatos,iiro). isd(oiva,aatos).
esiisd(X,Z) :- isd(X,Y), esiisa(Y,Z).

esiisa(X,Y) :- isd(X,Y).

Maaliklausuuli :- esiisd(aatos, iiro) johtaa seuraavaan hakuun:

:-esiisi(aatos,iiro)

\

:-isd(aatos,Y1), esiis#(Y1,iiro) isd (aatos,iiro)

:-esiisd(eero,iiro) :-esiisd(iiro,iire)

:-isé(eero, Y2), esiisé(Y2,iiro) :-isé(eero, iiro) :-isd(iiro,Y¥3), esiis#(Y¥3,iiro) :-isd(iiro,iiro)

—> Koska tyhjén klausuulin :- johtaminen onnistuu, PROLOG-tulkki

Kvastaa kyselyyn my6ntavisti: esiisd(aatos, iiro) on johdettavissa./
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a
/ \ 4 /9.1 Tarkasteltava ohjelmointikieli \

Tarkastellaan seuraavaa kokonaislukujen kasittelyyn riittdvda osajoukkoa

Maéaritelmd. Kokonaislukulausekkeet E ma3ritell33n seuraavasti.

£\
%

¢ Tarkasteltava ohjelmointikieli
/ 1. Mik3 tahansa kokonaisluku ..., -1, 0, 1, ... on kokonaislukulauseke.

* Boolen lausekkeiden ekvivalenssi
2. Kokonaislukumuuttujat x, y, . ..ovat kokonaislukulausekkeita.
* Ohjelmien esi- ja jilkiehdot
. sl 3. Jos E; ja E5 ovat kokonaislukulausekkeita, niin my6s

* Toistolauseiden invariantit summa (B, + ), erotus (Fy - Fy) ja tulo (Jy * Ey)

* Téysi oikeellisuus ovat kokonaislukulausekkeita.

4. Muita kokonaislukulausekkeita ei ole.

& / Qsimerkki. Merkkijono ((x -y) *x) on kokonaislukulauseke. J

© 2007 TKK / Tietojenkisittelyteorian laboratorio © 2007 TKK / Tietojenkisittelyteorian laboratorio
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C I C (o s . N
MadZritelmd. Boolen lausekkeet B méaaritelldan seuraavasti.
Motivaatio ] ) )
1. Boolen vakiot false ja true ovat Boolen lausekkeita.
Miksi tietokoneohjelmille tulisi kirjoittaa formaaleja spesifikaatioita? 2. Jos B, ja E» ovat kokonaislukulausekkeita, niin E; > Es on Boolen
 Spesifikaatiota laadittaessa joudutaan suunnittelemaan ennalta lauseke.
varsin tarkkaan mitd ohjelmiston on tarkoitus tehda. 3. Jos By ja By ovat Boolen lausekkeita, niin
e Jarjestelmin toteutus voidaan verifioida eli todeta midrittelynsa negaatio ! By, konjunktio By && Bs ja disjunktio By | | Bo

mukaiseksi vasta, kun spesifikaatio on tehty. ovat myds Boolen lausekkeita

» Formaalissa spesifioinnissa etuna on maaritelmien yksikasitteisyys. 4. Muita Boolen lausekkeita ei ole

e Turvallisuuskriittiset jirjestelmat (esim. lentokoneen ohjaus- Huomioita. Lausekkeet E; == E5 (yhtisuuruus), B, '= By, E; <= Ey

E1 < E, ja E1 >=E5 ovat lyhennysmerkintgjd lausekkeille
Hyvin ma3ritellyn ohjelman uudelleenkiyttd on helpompaa. V(E1>E2) && ' (Ex> Ep), Y (Ey==F3), ' (B> Ey), Ex>Fy ja

K j K!(El < E5); sekid implikaatio By -> By lausekkeelle ' By || Bs. /
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/Méiéiritelméi. Ko. ohjelmointikielen komennot C ovat seuraavat: \ 7

1. Jos x on kokonaislukumuuttuja ja E on kokonaislukulauseke, niin

A

sijoituslause x = E on komento. . .
Huomioita.

2. Jos B on Boolen lauseke sekd C; ja Cy ovat komentoja, niin myds . . . . ) .
1Jate ) y e Ohjelman suorituksen tila voidaan rinnastaa Z-struktuuriin S.

; ketjul : : :
€15 G (ketjulause) o Kokonaislukulausekkeen F arvo tilassa S on kokonaisluku E<.
if (B) then{C;}else {C>} (ehtolause)
* Boolen | ke B tosi til S S EB.
while(B) {Cy} (toistolause) oolen lauseke B on tosi tilassa S «<— S |

- - . . s S _ . S _ . S _
ovat komentoja. Esimerkki. Tarkastellaan tilaa S, missd x° =2 ja y° =6 ja z° = 3.

i *x) ] * *x)° =4 ] *xz)S =
3. Muita komentoja ei ole. Lausekkeiden (x*x) ja (z*z) arvot ovat (x*x)° =4 ja (z*z) 9.

Niinpad S x*x <y)&& (y < z*z), mutta S X*y < 2z).
= Ohjelmat ovat m3iritelm3n mukaisia (rakenteisia) komentoja. Pa S =L y)&E(y ) #xxy<z)

Esimerkki. Ohjelma y=1;z=1;while(z!=x) {z=z+1;y=y*z}

stee muuttujan y arvoksi muuttujan arvon x kertoman (kun x> 0). / K J
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a ™ g ™

A

Komentojen suorittamisen vaikutus tilaan
COhjelman tilojen esittdminen struktuurina . _ o _ o _
Maédritelm3. M3aritellddn tilansiirtorelaatio S — &’ miirddmalla tila
Maaritelm3. Struktuuri S on Z-struktuuri seuraavilla edellytyksill3: S’ johon pdadytdan tilasta S, jos ja kun komennon C suoritus paittyy.
(i) Struktuurin S universumina U on kokonaislukujen joukko Z. 1. Jos C on sijoituslause x = E, niin tila ' on S[x — E°].
(i) Jokaisen kokonaisluvun (vakiosymboli tarkasteltavassa kieless3) 2. Jos C on ketjulause C1 ; C3, niin &' on tila, joka saavutetaan
tulkintana on kyseinen kokonaisluku itse. suorittamalla ensin C} ja sitten Cs.
(iii) Funktiosymbolien +, - ja * tulkintoina ovat yhteen-, vihennys- ja 3. Jos C on ehtolause if (B) then {C;} else {C:}, niin &’ on tila,
kertolaskufunktiot kokonaislukujen joukossa. joka saavutetaan suorittamalla Cy, jos S |= B, ja Cs, jos S = B.
(iv) Predikaattisymbolin > tulkintana on suurempi kuin -relaatio 4. Jos C on toistolause while(B) {C1} ja S |£ B, niin &' = S.
kokonaislukujen joukossa. 5. Jos C on toistolause while(B) {C1} ja S = B, niin &’ on tila, joka
saavutetaan suorittamalla C; ; while(B) {C;}.

- J - /
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N @ ™

A

Huomioita. Esimerkki. Vertaillaan kahta eri ohjelmaa:
* Ainoastaan sijoituslauseiden suorittaminen voi muuttaa tilaa. if((x>0) && ' (y>x)) then{
i 1= = =
e while-rakenteen suorittamisen pidittyminen ei ole taattua. if(xt=y) then{z=x}else {z=y}
}else{z=0}

Esimerkki. Tarkastellaan ohjelman
if(x>0) then{

y=1;z=1;uhile(z!=x){z=z+1;y=y*z} if(x>y) then{z=x}else {z=y}
suoritusta tilasta S, missd x° = 3. Ohjelman suorituksen aikana alkutilaa }else{z=0}

pdivitetddn seuraavasti: + Valitaan atomiset lauseet A = "x>0", B ="x>y" ja C ="y>x".

y—1l,z—12z—2y—2z—3jay—6. ¢ Nyt esim. sijoituslause z=x suoritetaan ndissd ohjelmissa seuraavilla

= muuttujan y arvona on muuttujan x arvon kertoma. ehdoilla: AN =CA=(=BA=C)ja ANB.

Esimerkki. Ohjelman x=1 ; while(x>0) {y =y + 1} suoritus ei paity,  Lauselogiikan nojalla ndiden vélinen ekvivalenssi on looginen seuraus
koska komennon y =y + 1 toistaminen ei vaikuta ehdon toteutumiseen. K lauseesta =(B A C'), joka on aina voimassa B:n ja C:n vililla. J
© 2007 TKK / Tietojenkisittelyteorian laboratorio © 2007 TKK / Tietojenkisittelyteorian laboratorio
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N

/Esimerkki. (Jatkoa) ekvivalenssi voidaan todeta semanttisella taquIIa:\

A

9.2 Boolen lausekkeiden ekvivalenssi
¢ Ohjelmointikielissd kdytetdan paljon ehtolauseita kontrolloimaan, Tﬁ(B| N Tﬁ(B; A )
milld ehdoilla ja mit3d toimintoja suoritetaan. T(A|A B) TAN=C A (=B A=C)
E(AN~C A=(=B A-C)) E(AA B)
¢ Jos ehtolauseita muutetaan esim. optimointitarkoituksessa, halutaan :,JIA leA
varmistua ettd toiminnot suoritetaan samoilla ehdoilla. /TB o
¢ Boolen lausekkeiden ekvivalenssin osoittamiseen voidaan kaytt3da EA C>Pﬂ("\ Tﬁ(ﬁBl A =C)
sekd lauselogiikan ettd predikaattilogiikan menetelmia. X TI Eﬁ(ﬁBI A =C) /KE
¢ Jos Boolen lausekkeiden evaluoinnilla on sivuvaikutuksena E(BAC) T(ﬁBlA —C) E [B
muutoksia ohjelman tilaan, pelkkd loogisen ekvivalenssin E ¢ B 8 E(=BA-C)
tarkastaminen ei vilttamatta riit3. % X T-C E= -C
i e : o : B TB x
Esimerkki. Téllainen sivuvaikutus voi olla esim. virhetilanne, joka on % %
aiheutunut alilausekkeiden evaluoinnista vdardssa jarjestyksessa.

j Qéiden perusteella {=(BAC)} E (AAB) < (AA-CA—=(=BA ﬂC))j
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* Boolen lauseke B on Z-pateva (merk. =7 B) <= S = B kaikissa
Z-struktuureissa S.

¢ N&in lausekkeiden muuttujat saavat universaalin tulkinnan.

* Boolen lausekkeet By ja By ovat Z-ekvivalentit (merk. By = Bs)
< lausekkeilla on sama totuusarvo kaikissa Z-struktuureissa.

* Huomaa, ettd E B = |3 B ja By = By = B; =z Bs, mutta
kdinteiset implikaatiot eivdt vilttdmatta ole voimassa.

Esimerkki. =7 '((x>y) && (y>x)), mutta = ! ((x>y) && (y>x)), koska
I8ytyy vastamalli S, missd U = {0}, x5 =y° =0 ja > = {(0,0)}.

= relaation > suhde itseensd ja funktioihin +, - ja * on kuvattava

Cikseen (vrt. =(B A C) edelld), jos kiytetddn predikaattilogiikkaa.

/
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9.3 Ohjelmien esi- ja jalkiehdot

¢ Tarkasteltavan ohjelmointikielen ohjelmilla on d3retdn tila-avaruus,
jonka ldpikdyminen on kdytdnndssd mahdotonta.

* Yksi mahdollisuus on tarkastella Boolen lausekkeiden B
mairittelemid tilajoukkoja {S|S | B} ja analysoida, millaisia
muutoksia annettu ohjelma ndihin aiheuttaa.

¢ Mille tahansa ohjelmalle P voidaan asettaa esi- ja jilkiehdot B ja
B, kirjoittamalla ns. Hoaren kolmikko [B1] P [Bs].

o Karkeasti ottaen ajatuksena on, ettd esichdon B; on tarkoitus taata
jalkiehdon By voimaantulo ohjelman P suorituksen pdittyessa.

Esimerkki. Ohjelmalle Succ: if (x==0) then{y=1}else{y=x+1}
voidaan antaa spesifikaatio [true| Succ [y==x+1].

)
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/Osittainen ja tdysi oikeellisuus

Olkoon P ohjelma sekd B ja By kaksi Boolen lauseketta.

MadZritelmd. Ohjelma P on osittain oikeellinen annettujen esi- ja
jélkiehtojen By ja Bj suhteen (merk. |=, [B1] P [Bs]) <= S’ = Bs
pitee saavutettavalle tilalle S’ aina kun ohjelman P suoritus aloitetaan
tilasta S, missé S |= B, ja ohjelman P suoritus paattyy tilaan S’.

Esimerkki. Osittainen oikeellisuus ei edellytd suorituksen padttymista:
=p [true| while(x !=y) {z=x;x=y;y=z} [x==y].

Maé&Zritelmd. Ohjelma P on tdysin oikeellinen suhteessa annettuihin esi-
ja jélkiehtohin By ja By (merk. = [B1] P [Ba]) <= =, [B1] P [B2] ja
ohjelman P suoritus pddttyy aina kun S |= B; alkutilalle S.

Huomio. Vastaavat englannin kieliset termit ovat partial correctness

K(#p) ja total correctness (|=4).

/
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/Péiiittelyséiiintﬁjéi osittaiselle cikeellisuudelle

Boolen lausekkeille B, By, B1 ja By sekd komennoille C, C; ja Cs:
Sijoituslause:  [B{x/FE}| x=FE B
Kompositio: [Bo] C[lB[jl(]jl ; C[QB[%S]’Q [B2]
Ehtolause: [%f]&f;]( gl) fﬁi {Cl[f ;l&:e!{i]’zf2[3£§2]
Toistolause: 75 whi[f; <&;§ 2{](10} [[BBl} %% ! By]
Implikaatio: Fz Bi-> By [[1221]] (2' [éi]] =z B3 -> By

- /
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Esimerkki. Osoitetaan
=p [(x==n) && (y==m)] z=x;x=y;y=2z [(x==m) && (y==n)].

Todistus. Kiytetddn edelld esiteltyjd paittelysdantdja:

1. [(x==m)&& (z==n)] y=z [(x==m) && (y==n)] Sij.

2. [(y==m) && (z==n)] x=y [(x==m) && (z==n)] Sij.

3. [(y==m)&& (z==1n)] x=y;y=z [(x==m) & (y==n)] 1,2,Komp.
4. [(y==m) && (x==n)] z=x [(y==m) && (z==n)] Sij.

5. ] ]

6. ]

(y==m) && (x==n)] z=x;x=y;y=2z [(x==m) & (y==n)] 3,4,Komp.
(x==n) && (y==m)] z=x;x=y;y=2 [(x==m) && (y==n)] Impl.
Viimeisessd askelessa hyddynnetddn Boolen lausekkeiden

(x==n) && (y==m) ja (y==m) && (x==n) vilistd ekvivalenssia.

Huomiocita. Todistus voitaisiin kirjoittaa my8s puun muotoon.

N /
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Heikcimmat esiehdot

¢ Olkoon P ohjelma C1 ; ..
jarjestyksessd perdkkain suoritettavat komennot.

.3 C,, missd (1, ..., C, ovat

* Ominaisuuden |=, [Bo] P [B,] osoittaminen voidaan pilkkoa
osaongelmiin: tulisi |6ytdd sopivat ehdot By, ..., B,_1 siten, ettd
=, [Bi—1] C; [B;] on osoitettavissa kaikille i € {1,...,n}.

¢ Usein tillaiset ehdot voidaan I6ytd3 analysoimalla komentosekvenssid
takaperin: haetaan komennolle C; (miss3 ¢ saa arvotn, n —1, ...,
1) heikoin esiehto Bi—l siten, ettd ':p [Bi—l] OZ' [Bl]

» Jatkossa tillaisia todistuksia kirjoitetaan sekvensseiksi
[Bo] Cy [B1] Co [Bs]... Cy [Bnl,

vaikka kdytdnndssd sekvenssi muodostetaankin usein takaperin.
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/Tarkastellaan seuraavaksi, millaisista todistusaskelista tillainen sekvenssi\

voidaan muodostaa edell2 esiteltyjen pdattelysddntdjen nojalla.

1. Jos B on jélkiehto sijoituslauseelle x = F/, heikoimmaksi esiehtoksi
voidaan kirjata B{x/E} eli =, [B{x/E}] x=FE [B].

Esimerkki. [x-1>0] y=x-1 [y>0]

2. Jos |, [B1] C [B2] on jo osoitettu ja By on esiehdon B; vahvennus
(':Z BO -> Bl), kirjataan [B()] [Bl] C [BQ], koska ’:p [Bo] C [BQ]
Esimerkki. [x>1] [x-1>0] y=x-1 [y>0]

3. Jos =, [Bi1] C1 [Bs] ja =p [B2] Cs [Bs] ovat jo osoitetut

jélkiehdolle Bs, niin ehtolauseen if (B) then{C;}else {Cs}
heikoimmaksi esiehdoksi kirjataan (B&& B1) | | (! B && Bs).

Esimerkki. [! (x>y)] [(x>y) & (x==y)) || (1 (x>y) & (y==7¥))]
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Esimerkki. Tarkastellaan ohjelman Succ muunnelmaa.

[true]
[(x==0) || ! (x==0)]
[(((x+1) -1==0) && (x==0)) || (1 ((x+1) -1==0) && (x+1==x+1))]
z=x+1
[((z-1==0) && (x==0)) || (! (z-1==0) && (z==x+1))]
if(z-1==0) then{
x==0] [1==x+1] y=1 [y==x+1]
}elseq{
[z==x+1] y=z [y==x+1]

© 2007 TKK / Tietojenkisittelyteorian laboratorio
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9.4 Toistolauseiden invariantit

A
A

S\

» Ohjelmointikielten keskeisid primitiivejd ovat toistolauseet, joiden
avulla komentoja voidaan toistaa haluttu maara.

z=0;v=0;while(!(z==x)) {z=z+1;v=v+y}

* Ongelma: kuinka voitaisiin osoittaa toistorakenteita sisiltdvien
algoritmien toimivuus kaikissa tilanteissa?

¢ Toistorakenteelle halutaan tyypillisesti todistaa invariantti eli
ominaisuus, joka sdilyy voimassa toistorakenteen suorituksen ajan.

Madritelmd. Toistolauseen while(B) {C?% invariantti I on mika
tahansa Boolen lauseke siten, ettd =, [B&& I] C [I].

Huomio. Invariantti [ ei v3lttdmatta ole jatkuvasti tosi komennon C

suorituksen aikana, mutta ehdottomasti C:n suorituksen jilkeen.

\
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* Osittaisen oikeellisuuden =, [B;] while(B) {C} [Bs] todistaminen
voi perustua sopivan invariantin I kdyttdén:

1. ':Z By ->1,
2. ':Z (I&&'B) —>Bz,ja
3. =, [I] while(B) {C} [ && ! B].

* Kuten aiemminkin, oikeellisuustodistusta voi hakea takaperin:
Al. Valitaan T siten, ettd =5 (J && ! B) -> Bs.
A2. Haetaan heikoin esiehto I’ siten, ettd =, [I'] C' [I].

A3. Osoitetaan |=z [ && B ->I’, minké nojalla |=, [[&& B] C' [I] ja
edelleen =, [I] while(B) {C} [ && ! B.

/

A

opivan invariantin hakemisesta \

A4. Osoitetaan =z By -> 1.

- J
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Esimerkki. Osoitetaan edelld annetun kertolaskuohjelman Multi
osittainen oikeellisuus eli |=), [true] Multi [v==xx*y]|.

[true] [0==0*y] z=0 [0==z*y]| v=0 [v==z*y| (A4)
while (! (x==2)) {
[(v==zx*y) && ' (x==2)] (A3)
[vty==(z+1) xy] z=z+1 [v+y==z*y| v=v+y [v==z*y] (A2)
}
[(v==z*y) && (x==2)] [v==x*y] (Al)
Huomio. Todistuksessa kdytetty invariantti on v==zx*y.
Edelld esitetyt neljd todistusaskelta (A1)...(A4) on merkitty yl6s.

Ohjelman suoritus paittyy, jos ja vain jos ! (x < 0) on tosi.

N /
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/9.5 Tdaysi oikeellisuus \

* Tieto osittaisesta oikeellisuudesta (}=, [B1] C' [Bs]) on hyddyllinen
ainoastaan, mikéli komennon C' suoritus todella pdattyy.

» Tiyden oikeellisuuden (=) osoittamiseksi joudutaan todistamaan
erikseen, ettd komennossa C' esiintyvien toistolauseiden suoritus
padttyy lopulta.

e T3&t3 varten tarvitaan vahvennettua pdittelysddnt6a
[By && By && (E==n)] C [B; && (E <n)]
[B1] while(B;) {C} [B1&& 'By] '
missd E on sopiva kokonaislukulauseke, n on (uusi) kokonais-
lukumuuttuja ja By on vahvennettu invariantti B&& (0<=FE).

¢ N&in lausekkeen E arvo pienenee jatkuvasti toistettaessa C':ta.

K — Suoritus pdattyy vaijaamattd, koska 0 <= E sdilyy voimassa. /
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/Esimerkki. Osoitetaan =, [0 <=x| Multi [v==x*y] seuraavasti: \

[0<=x] [(0==0%y) &k (0<=x-0)] z=0 [(0O==z*y) && (0 <=x - 2)]
v=0 [(v==z*y) && (0<=x - 2)]
while(!(x==2)){
[(v==z*y) && (0<=x-2) && (x -z==n) && ! (x==2)]
[(v+y==(z+1) *y) && (0<=x-(z+1)) && (x- (z+1) <n)]
z=z+1 [(v+y==2%*y) && (0<=x-2) && (x -z <n)|
v=v+y [(v==z*y) && (0<=x-2) && (x - z<n)]
}
[(v==z*xy) && (0<=x-2) && (x==2)] [v==x*7y|

Huomiocita. Lauseke, jonka arvo vihenee aidosti, on x — z.

Qsiehto 0<=x on ylld vilttdmaton, koska [~; [true] Multi [v ==x*y]!/
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