T-79.3001 Kevat 2006
Logiikka tietotekniikassa: perusteet

Laskuharjoitus 8 (opetusmoniste, kappaleet 2.3 — 3.4)

21.-24.3.2006

1. Olkoon R kaksipaikkainen predikaattisymboli, jonka tulkintana r@baa-
tio R* C A x A (joukko A on struktuurina universumi). Alla on taulukko
lauseista, jotka @@rittele\at relaatiolleR™ erilaisia ominaisuuksia.

Ominaisuus Ndaritelma

refleksiivisyys  VxR(X,X)

irrefleksiivisyys Vx=R(x,X)

symmetrisyys  Yxvy(R(X,y) — R(Y,X))
asymmetrisyys Vxvy(R(x,y) — —R(Y,X))
transitiivisyys  VXVyWz(R(X,y) AR(Y,2) — R(X,2))
sarjallisuus YXIYR(X,Y)

Olkoon universumiA kaikkien ihmisten joukko. Anna esimerklkéejelaa-
tioistaR*, (0 C R* c A?), joilla on ylla méariteltyja ominaisuuksia.

Allaolevat kolme graafia pyrkit selverdmaan eri relaatioiden ominaisuuk-
sia. Tas& solmut ovat struktuurin alkioita, ja solmuja yhééstkaari, jos
R(x,y) on tosi, silloin kunx € Ajy € A. Loogisia rakenteita havainnolliste-
taan aina silloindlloin niita vastaavien graafien avulla.
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Refleksiivisyys ¥xR(x,x)) tarkoittaa si&, etk graafin kaikista solmuista
on kaari takaisin itseeas ja irrefleksiivisyys {x—R(x, X)) vastaavasti sit,
et yhdesékdan solmussa ei ole itéan osoitavaa kaarta. Graafeista en-
simmainen on refleksiivinen, toinen irrefleksiivinen ja kolmaoke kum-
paakaan.

Symmetrisyys {xvy(R(X,y) — R(y,x))) tarkoittaa si&, eth aina kun sol-

mustax on kaari solmuuty, graafissa on niys kaariy:sta x:aan. Asymmet-

risella ("xvy(R(x,y) — —R(y,X))) graafilla ei ole yhd&n paluukaarta. Kuvan
graafeista 1. on symmetrinen, 2. asymmetrinen ja 3. ei kaksgen.



Transitiivisessa graafiss&xvyvz(R(x,y) A R(Y,z) — R(X,z))) patee, et
mikali solmustax paastan kaaria seuraamalla (mahdollisesti muiden sol-
mujen kautta) solmuuy, paasee solmusta myds suoraan solmuuwn Ku-

van graafeista ainoastaan keskiéinmen on transitiivinen.

Graafin sarjallisuusfx3yR(x, y)) tarkoittaa si, eté kaikista solmuistaihtee
ainakin yksi kaari. Kuvan graafeista ensi@imen ja viimeinen ovat sarjal-
lisia.

Ominaisuuksien inmisten joukossa tapahtuvaa tarkastalten naaritelldan
seuraavat relaatioT: (x,y) (X tunteey:n), N(x,y) (x on naimisissg:n kans-
sa),V(x,y) (y onx:n vanhempi) jeE(X,y) (Y onx:n esi-if)). Nama relaatiot
toteuttavat ominaisuuksia seuraavan taulukon mukaisesti

Relaatio refl. | irrefl. | symm.| asymm.| trans.| sarj.
tuttu * * *
aviopuoliso * *

vanhempi * * *
esi-ifA * * * *

Koska ihminen tuntee itseasja tutut tuntevat toisensa, dnx,y) reflek-
siivinen, symmetrinen ja sarjallinen. Aviopuolisot ovatimisissa toistensa
kanssa, eilt kukaan voi olla naimisissa itseénkanssa, jotehl(x,y) on ir-
refleksiivinen ja symmetrinen. Vanhemmuus on irrefleksavi, asymmetri-
nen (kukaan ei voi olla oma isovanhempansa) ja sarjallikaiki{la on van-
hemmat). Esi-i& —relaatio on kuten vanhemmuus, mutta seiikbs myos
transitiivinen, koska jos Kalle on Pekan eskiga Pekka Juhan, niin Kalle
on myds Juhan esi-&

. Osoita, eth seuraavat lauseet @aivole patevia konstruoimalla struktuuri,
jossa lause on ggposi (vastamalli).

a) VxayP(x,y) — IyWwxP(x,y)
b) Ix(P(X) vV Q(X)) — IxP(X) A IxQ(X)
c) ~VX(P(x) — R(X)) vV =¥x(P(x) — =R(X))

Ratk.

a) Olkoona ={1,2} jaP* ={(1,1),(2,2)}. Nyt ¥x3yP(x,y) patee (kum-
mallekin alkiolle 1. positiossaktyy vastine). ToisaaltayvxP(x,y) ei
pade koska ei ole predikaatin tulkinnassa ei ole sellaigiatal 2. po-
sitiossa, jolle dytyisi parit siten, et molemmat alkiot esiintyisét 1.
positiossa. [din ollen implikaatio on egtosi.



b) Olkoona = {1} jaP* = {1},Q" = 0. Nyt implikaation vasen puoli
on tosi ja oikea e@tosi ja struktuuri &in vastaesimerkki.

c) Lauseessa @isi saada disjunktio épodeksi. Bma edellytéa, eth
molemmat argumentit ovat aosia. Koska niiden edessn negaatio,
pitaa siis molemmilla puolilla negaatioiden &l oleva osuus olla to-
Si.

Olkoona = {1} jaP* = 0,R* = {1}. Nyt ¥x(P(x) — R(x)) on to-

si, koska sen vasen puoli on&@psi. Samalla argumentilta(P(x) —
—R(X)) on tosi. Ndiden vaatimusten voidaan ajatella kuvaavan osajouk-
korelaatiota. Ensidisesa tapauksessB:n tulkinnan tulisi ollaR:n
tulkinnan osajoukko ja toisesgan tulkinnan komplementin osajouk-
ko. Ainoa joukko, joka molemmat vaatimukséytta on tyhpa jouk-

ko, joka siis on asetett:n tulkinnaksi.

3. Muunna seuraavat lauseet konjunktiiviseen normaalinaro@suorita sko-
lemointi.

a) VY(IxXP(X,y) — VZQ(Y, 2)) A Fy(VXR(X,Y) V VXQ(X,Y)).
b) IXVYR(X,y) < Vy3IxP(X,y).
C) VxayQ(x,y) V (IXVYP(X,y) A =3Ix3IYyP(X,Y)).
d) =(VAYP(x,y) — IxIYyR(X,Y)) A VX=3YQ(X,Y).
Ratk.

Muunnettaessa predikaattilogiikan lauseita normaaltwib, tuli noudat-
taa seuraavaa algoritmia:

— Poistetaan konnektiivit> ja <.

— Distribuutioganrbilla haluttu lopullinen muoto (KNM tai DNM).
a)

VY(3XP(x,y) — VZQ(Y,2)) A Fy(VXR(X,Y) VVXQ(X,Y))
=Vy(=3xP(x,y) vV VZQ(Y, 2)) A JY(VXR(X,Y) V VXQ(X,Y))
=Vy(Yx=P(X,y) vV VZQ(Y,2)) A Jy(VXR(X,Y) V VXQ(X,Y))
=3y1(Vy(Vx=P(x,y) VVZQ(Y,2)) A (VXR(X,y1) V VXQ(X,Y1)))
=3y1YY2((VX=P(X,¥2) V V2Q(y2,2)) A (YXR(X,y1) V VXQ(X, 1))
=3y1VY2VX1 VXoV2VX3((=P (X1, Y2) V Q(Y2,2)) A (R(X2,y¥1) V Q(X3,¥1)))



Nyt havaitaan, e#t kvanttoreita s@ltamaton osa on konjunktiivises-
sa normaalimuodossa. Skolemoinnissa uloimmat eksiskeasstorit
korvataan vakioilla, ja universaalikvanttoreideradlis olevat Skolem-
funktioilla. Tas& saadaan seuraava lause:

VY2Vx1VX2V2vx3((—P(X1,¥2) V Q(Y2,2)) A (R(x2,€) VQ(x3,C)))

YxAYQ(X,y) V (IXVYP(X,y) A =3IxIYP(X,Y))
=VxAyQ(X,y) V (IXVYP(X,y) A VXVY-P(X,Y))
=VXAYQ(X,Y) V Ix1 VY1 ¥XoVY2 (P (X1, Y1) A =P(X2,Y2))
=Tx1VX33Y3VY1 VX2 Vy2(Q(X3, ¥3) V (P(x1, 1) A =P(X2,Y2)))

Lause on nyt nk. Prenex-normaalimuodossa, josta voidaleag&on-
junktiiviviseen normaalimuotoon.

Ix1VX33Y3 VY122 ((Q(X3,Y3) V P(X1,¥1)) A (Q(X3,Y3) V—P(X2,¥2)))

Skolemoinnissa; korvataan vakiolla jg3 lausutaarns:n funktiona.
Vxavy1V%eWy2((Q(xs, f(x3)) V P(C,y1)) A (Q(Xs, f(Xs)) V =P(x2,¥2)))

4. Johda muista kvanttodanrdista ssanrit, joilla kvanttoritvx ja 9x voidaan
tuoda allaolevista lausemuodoista ulos siter§ stilkujen siglle jgava ali-
kaava gilyy muodoltaan implikaationa.

a) Vx@(x) — Y
b) Ix@(x) — Y
C) @— VXY(X)
d) @— 3IxP(x)

Ratk.
Tehtivassé sovelletaan jo aikaisemmin tutukgijneit normaalimuotd@nja.

a)
VX@(X) — Y
=-VXQ(X) V
=3IX-@Q(X) V Y
=3x1(—¢(x1) V)
=31 (Q(X1) — )



b) Vastaavastizx@(x) — Y = Vx1(@(X1) — ).
c)

@ — VXP(X)
=-@V YXY(X)
=Vx1(—@V P(x1))
=Vx1(@— Y(x1))

d) Vastaavastip — IxP(x) = Ixg(@— W(x1)).

Saanrmnmukaisuutena voidaan havaitaaemikali kvantifiointi on impli-
kaation vasemmalla puolella, muuttuu kvanttori. Oikeplialella se &ilyy.

5. Muunna seuraavat lauseet klausuulimuotoon:

a) ~3x((P(x) — P(a)) A (P(x) — P(b))),
b) Yy3axP(x,y),

c) VyaxG(x,y) ja

d) Ixvy3z(P(x,2) VP(zy) — G(X,Y)).

Ratk.

a) Lause-3x((P(x) — P(a)) A (P(x) — P(b)
Eliminoidaan implikaatiot=3x((—P(x) v P(a)) A (=P(x) V P(b))).
Viedaan — kvanttorindx sisaan:

Vx=((=P(x) v P(a)) A (=P(x) v P(b))).
Viedadan negaatiot lausekkeiden &s:
YX((P(x) A—=P(a)) vV (P(x) A—=P(b))).
TuodaarP(x) ulos:Vx(P(x) A (—P(a) v =P(b))).
Jatetan universaalikvanttorit poi®(x) A (—P(a) v —=P(b)).
Muodostetaan klausuuliesity§{P(x)}, {—P(a), -P(b)}}.

b) Lausevy3axP(x,y):
Skolemointi:vyP(f(y),y).
Jatetan universaalikvanttorit poi$(f(y),y).
Muodostetaan klausuuliesity§{P(f(y),y)}}.

c) Lause-VyaxG(x,y):
Vieddan — kvanttorinVy sisaan: 3y—-3xG(x,y).
Viedaan — kvanttorindx sisgan: 3yvx—G(x, y)
Skolemointi:¥x—G(x, ).
Jatetan universaalikvanttorit pois:G(x,c).
Muodostetaan klausuuliesity§{—G(x,c)} }.
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d) Lausedxvy3z(P(x,z) VP(zy) — G(X,y)):
Eliminoidaan implikaatio3xvy3z(—(P(x,z) V P(zy)) v G(X,y)).
Viedadan negaatiot lausekkeen &s::
IXVy3z((=P(x,2) A=P(z,y)) V G(X,Y)).
Viedaan G(x,y) lausekkeen sé&n:
IXVy3z((=P(x,2) V G(x,y)) A (—P(zy) vV G(X,
Skolemointi:vy3z((—P(c,z) vV G(c,y)) A (—P(z, cY))).
Skolemointi:vy((—P(c, f(y)) VG(c,y)) A (=P(f(y),y) VG(c,y))).
Jatetan universaalikvanttorit pois:
(=P(c, f(y)) vG(c,y)) A (=P((y),y) VG(c,y)).
Muodostetaan klausuuliesitys:

{{=P(c, f(y), G(e,y)}, {=P(f(y),y), G(c,y)}}.



