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Laskuharjoitus 7 (opetusmoniste, kappaleet 1.1 — 2.2)
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1. llmaise seuraavat lauseet predikaattilogiikalla:

a) Jokin porteista on viallinen.

b) Tama algoritmi on kaikista nopein.

c) Kaikilla kurssin osanottajilla on iasema &ytssan.

d) Vain yksi prosesseista voi kirjoittaa kuhunkin tiedastderrallaan.

Mita muotoa lauseet ovat? Péra)- ja c)-kohtia vastaavat syntaksipuut.

Ratk.

Ratkaisussa ondytetty useaan otteeseen rajoitettuja universaali- jss-€ks
tentiaalikvanttoreita. Jos halutaan ilmaistaagdkin ominaisuugp(x) patee
kaikille predikaatinP(x) toteuttaville alkioillex, kirjoitetaanVx(P(x) —
@(x)). Se, eth ominaisuugp(x) patee jollekin predikaatif(x) toteuttavalle
alkiolle x, ilmaistaan lauseellax(P(x) A @(x)). Yksipaikkainen predikaatti
P(x) ilmaisee siis usein alkion tyyp@i(esimerkiksik on portti). Vastaavas-
ti kaksipaikkainen predikaatti ilmaisee kahden alki@tista suhdetta (esi-
merkiksix ony:ta nopeampi).

a) Ix(P(x) AV(x)), kun
P(x) = “xon portti” ja
V(x) = “xon viallinen”.

b) A(a) A (YX(A(X) A—=(x=a) — N(a,x)), kun
a = "ko. algoritmi”,
A(X) = “x on algoritmi” ja
N(x,y) = “X ony:ta nopeampi”.



€) Wx(K(x) = 3y(T(y) AR(x,Y))), kun
K(x) = “x osallistuu kurssille”,
T(x) =“xon tydasema” ja
R(x,y) = “x kayttaa y:ta”.
d) Wx(T( ) — YW2z(P(y) AP(2) AK(Y,X) AK(z,X) — y=2)), kun
P(x) = “x on prosessi”,
T(x) = “x on tiedosto” ja
K(x,y) = “x kirjoittaa y:hyn”.

Esitetyt ratkaisut et ole ainoita mahdollisia. Valinnan varaa on predikaat-
ti-, funktio- ja vakiosymbolien réarittelyss ja lauseiden rakenteessa.

. Poista tarpeettomat sulut, ilmangtauseen merkitys muuttuu.

a) (W((FX(P(X) AQ(X))) — L(X)))
b) ((XEY(P(X,y) VQ(Y,X)))) < (VX(=K(f(x)))))
c) (Vx(Vy(AAB)))

Ratk.

Sulkujen poistamisessatettiin periaatetta, ettuloimmat sulut voigtida
pois ja lisaksi, mikali sulkujen siglla oleva operaatio on presedensggift
ulkopuolella olevaa vahvempi, sulut voidaan poistaa.

a) ¥y((Ix(P(¥) AQ(x))) — L(x))
Tass® kaava on esitetty ilman uloimpia sulkuja. Tarkasteltaesg
uloimpia sulkuja, niin siglla oleva operaatio on implikaatio ja ulko-
puolella universaalinen kvantifiointi. Kvantifiointi on kreempi, sul-
kuja ei voi poistaa. Tarkastellaan seuraavaksi sulkujesstgtikvant-
torin ymparilla. Sislla siis em. kvantifionti ja ulkopuolella implikaa-
tio. Sulut voi poistaa ja kaava saa muoday(Ix(P(x) A Q(X)) —



L(x)). Jljella on vieh sulut konjunktion ymarilla. Ulkopuolella ole-
va kvantifiointi on vahvempi, sulkuja ei voi poistaa.

b) I3AY(P(X,y) VQ(Y,X)) < ¥x-K(f(x))
c) VXvy(AAB)

3. Olkoon predikaattilogiikan kielegsvakiosymbolic, 1-paikkainen funktio-
symboli f ja 2-paikkainen funktiosymboly. Millaisia muuttujattomia ter-
meja naist voidaan muodostaa.

Ratk.

Kaytamalla ainoastaan elementheg ja f, voidaan muodostaa seuraava
joukko termej: {c, f(c), f2(c), f3(c),...}. Edelleen terméj voidaan laa-
tia kayttamalla hyvaksi funktiotag. Sen argumenteiksi voidaan valita raik
tahansa pari edellisést esim. saadaan termgtc,c) ja g(f3(c), f1%8(c)).
Luonnollisesti setg:n eté f:n argumenteiksi voidaan edelleen valita raitk
tahansa &in saaduista termeéstNain syntyy esim.f(g(f>(c), f13(c))) ja
g(g(c, f(c)), f8(c)). Funktioiden sisennyatvoi réin jatkaa mielivaltaisen
monta askelta.

4. Luennoilla annettiin menettely b#@ripuiden esitimiseksi funktiosymbo-
lien avulla. Yleish konstruktio mielivaltaisille puille &yttamalla korkein-
taan 3 vakio- ja funktiosymbolia.

Ratk.

Yleistys tapahtuu &ytamalla hyvaksi sela listojen eth puiden notaatio-
ta. Periaate on, éttmielivaltainen puu esitén sigkkaisina listoina, jot-
ka kertovat kunkin solmun lapset. Olkoon tétisé& esitetyt 3 vakio- ja
funktiosymbolia:e (tyhja lista),c € 7, (ensimn&inen argumentti listan en-
simmainen alkio ja toinen argumentti loput listasta)| ja 71 (lehtisolmu).
Tarkastellaan seuraavia puita:

a o

a/\b a/\d\o
b/\f

Naist ensimndinen esitéfan annetulla notaatiolla muodosiga), toinen
c(l(a),c(l(b),e)) ja kolmas saa muodon

c(l(a), e(l(d), c(c(l (b),c(l(f),€)),e))



5. Osoita, eth josvx@(x) on lause ja on muuttujaton termi, niip(t) on lause.

Ratk.

Opetusmonisteessa todetaana ékaava onlause jos siira ei ole vapaita
muuttujaesiintymd”. Teh&vanannossa todetaan,&ttx@(x) on lause(t)
tarkoittaa kaavaa, jossa jokainen vapaa esiintyi@ on korvattu termibt.
Koskat on muuttujaton, niirp(t) on myos lause.

6. Olkoon universumind) = N? = {(x,y) | x € N,y € N}. Valitse vakiosym-
bolille ¢ ja funktiosymbolillef € 71 tulkinnat siten, et koko universumi
tulee nimetyksi.

Ratk.
Muodostetut lukuparit voi asettaa kaksiulotteiseen tekdon vaikkapa seu-
raavasti:

Teh&van idea on sama kuin todistettaessa,s8tt kahden luonnollisen lu-
vun pareja on yl monta kuin luonnollisia lukuja (joukot siis ovat ght
mahtavat). Todistuksessa laaditaan bijektiivinen kuvaasnollisilta lu-
vuilta lukupareille. Kuvauksessf(0) = (0,0) ja muilla arvoilla se etenee
aina taulukon diagonaaleja pitkin. Esirh(1) = (0,1), f(2) = (1,0) jne.
Mikali kuvaus etenisi rivéj tai sarakkeita pitkin, ei joukkojen ydguuruutta
saataisi osoitettua, koska rivit (sarakkeet) jatkidzaetdomiin. Mielivaltai-
nen diagonaali puolestaan aarellinen.

Sovelluttuna logiikkaan, universumi saadaan peigettyikali vakionc tul-
kinta onc® = (0,0), ja funktio laaditaan em&anibjen pohjalta, siis:

fle = (0 f(f(c)" = (L0
P = (02) ey = (11

Funktionf* lausekkeen voi esd muodossa:

) = (X,Y)
X ( )(y+1)+(1—-9g(x))(x—1)
Yy =(1-9(x)(y+1)

<

HX,



Tassg(x) on nk. pulssifunktio:

(x) = 1, josx=0.
9 = 0, muutoin.

. Graafi muodostuu solmujen jouko$§ga solmujen valisten kaariefk C Sx
Sjoukosta. Graafin solmujgja s’ sanotaan vierekiisiksi, jos niits yhdista
kaari ((s,s') € K). OlkoonC jokin varien joukko. Graafinaritysongelmassa
on tarkoituksenadytaa graafin solmuille &rit joukostaC siten, et kaikilla
viereklaisilla solmuilla on eri @rit.

a) Maarittele graafin @ritysongelman ratkaisu predikaattilogiikan
avulla.

b) Anna edellisen kohdan lausejoukolle malli ja
c) struktuuri, jossa se ei toteudu.

Ratk.

a) Graafista megtkiinnostavat erityisesti kaaret, joiden asittisé varten
maaritelldan predikaattk (x,y) (graafissa on kaari solmustaolmuun
y). Varien esithmiseen on useita mahdollisuuksia.
() Yksi mahdollisuus on kiinnitia varien joukko ja esitia varit predi-
kaatein. Jos joukosgaon varepn kpl maaritelldan niille kullekin yk-
sipaikkainen predikaat@;(x). PredikaattiCi(x) tarkoittaa, eth solmu
x on varitetty varillai. Ongelman réarittelys$ vaaditaan, eitjokai-
sella solmulla on yksi&sitteinen w@ri, ja jos solmujen &lilla on kaari,
solmut ovat eri@riset. Ensimraisesé vaatimuksesta saadaan seuraa-
vat lauseet:

YX(Ci(X) <& “C1(X) A+ - A=Ci—1(X) A =Cir1(X) A+ A —=Cr(X))

indeksini arvoilla l,...,n (huomaa, et —Ci(x) ei esiinny ekvivalens-
sin oikean puolen konjuktiossa). Toinen vaatimus egtefokaisen
predikaatinC;(x) osalta erikseen:

Vxvy(K(x,y) — (Gi(x) = =Ci(y)))-

(i) Toinen mahdollisuus ondtéa varien néarittely avoimeksi ja ot-
taa lkayttoon predikaattV (x,y) (solmunx vari ony). Solmun \arin
yksikasitteisyys voidaan ilmaista lauseella:

YXYYWZ(V (X, Y) AV (X,2) — Yy = 2).



b)

Siis, jos solmullax on varit y ja z, nama ovat itseasiassa samarv
(yhtasuuruus predikaatti=" on tosi rakenteessa, jos ja vain jos
predikaatin argumenttien tulkinnat ovat samat rakenteg$s Vie-
rekkaisten solmujen erérisyys saadaan puettua lauseeksi:

IXIYWZ(K (%, y) = (V(%,2) = =V (y,2)).

Eli, jos graafissa on kaari solmustaolmuuny ja solmux on variltaan
z, solmuy ei ole variltaéanz.

(i) Kolmantena mahdollisuutena on egitvari funktiosymbolinv
avulla. Termiv(x) tarkoittaa solmurx varia. Tas$i tapauksessaavin
yksikasitteisyyta ei tarvitse erikseen @ritella (funktion arvo on aina
yksikasitteinen). Eri@risyydelle saadaan lause:

IXTY(K(%,y) = =(V(X) = V(Y)))-

Annetaan malli kohdan (i) lauseille tapauksessa 2. Maaritelldan
rakennes, jonka universumina ol = {aj,a} (kaksi solmua). Pre-
dikaatinK tulkinta onK* = {(aj,az),(ap,a1)} (graafissa on kaaret
solmustaa; solmuunay ja solmustaa, solmuuna;). PredikaattierCy
jaCy tulkinnat ovatC; = {a;} jaC; = {ay} (toinen solmuista on siis
variaCj ja toinen \ariaCy).
Tarkistetaan nyt totuusaaritelman avulla, et lauseet
VX(C1(X) < —Ca(X)),
Vxvy(K(x,y) — (C1(x) — ~Cu(y)), ja
VXYY (K (X,Y) — (Ca(X) — —Ca(y))

toteutuvat rakenteessgeli s on lauseiden malli). Huomaa atiauseis-
ta ensimnainen on ekvivalentti lauseen

VX(Ca(X) < ~Ci(X))
kanssa, joka mys kuuluu lausejoukkoon tapauksessa 2. Nyt
s | VX(C1(x) — —Ca(x))
jos ja vain jos
sk—aE(C() - -C(x) ja  sx—ag] = (CuX) ——Ca(X)

Koskaa; € C;, patees [x — az] = C1(x). Vastaavasti, koskay ¢ C;,
patees [x+— ajg] & Cp(x). Siis

s = ag] = (Ca(x) = ~Ca(X))



Vastaavasti osoitetaan, &t [x — az] = (C1(x) <« —=Cy(X)), joten
s E WX(C1(x) « =Cy(X)) seuraa.
Nyt s = VXVy(K(X,y) — (C1(X) — —C1(y)) jos ja vain jos kaava

K(X,y) = (C1(x) — —Cu(y))
on tosi rakenteissa

s[X—a,y— al, S [X—a,y— ap,
SX—ag,y—al] ja sxeagy— a).

Koska parit{a;,a1) ja (az,ap) eivat kuulu tulkintaanK* atomikaa-
va K(x,y) on etosi ensimraisesa ja viimeisesa rakenteessa, jo-
ten implikaation totuus@aritelman nojalla edeiannettu kaava on to-
si naissi rakenteissa. Koska pafay, ap) kuuluu tulkintaarkK?, s [x —
a1, y— ag| = K(x,y) ja annettu kaava on tosi rakenteesda— aj,y —
ap| jos ja vain joss [Xx — a1,y — ag] = C1(X) — —Cy(y). Tama pitéa
paikkanssa, séla; € C] jaay € C;, jotens [x— ag,y — ap| = C1(X)
jas[x— a1,y ag] E -Cy(y). Kaava on tosi mgs 3. struktuurissa.
Erona edelliseen on , é&implikaatioCy(x) — —C1(y) on tosi raken-
teessa , koskas [x — ap,y — az] = C1(x). Siiss on malli lauseelle
Vxvy(K(x,y) — (C1(x) — —Ca(y)).

Symmetriasyisis on myds lauseen

Vxvy(K(X,y) = (C2(x) — —Ca(y))
malli. Olemme siis osoittaneet, &tt on lausejoukon malli. Sama ra-
kenne on malli mys tapauksessa, jossarga on useampia kuin kak-
si. Malleista tulee monimutkaisempia, jos solmujeiritys esitedan
vaihtoehtojen (ii) ja (iii) mukaisesti.
Méaaritelldan rakennes tapauksessa = 2, jossa lausejoukko ei to-
teudu. Valitaan universumik&l = {a} (yksi solmu) ja predikaatiiK
tulkinnaksi esimK* = {(a,a) }. Nyt
VX(C]_(X) — —|C2(X))
ei toteudu rakenteessa jos
S [X — a] [75 Cl(X) — ﬁCZ(X)
Valitaan siis aripredikaattien tulkinnat siten, att
s [x—al = Cy(X) ja  s[x—a ECy(X)
asettamalla
Ci =C; ={a}
Talloin s ei voi olla lausejoukon malli.



