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1. Hae seuraavien lauseiden disjunktiivinen ja konjunkti@n normaalimuoto
(1) muunnosganija kayttaen ja (2) semanttisen taulun avulla.

a) A— (B—C)
Ratk. Poistetaan lauseesta ensin implikaatiot.

A—(B—C) = -Av(-BVC)
-AvV-BVC.

Nain syntynyt muoto on seékkonjunktiivinen eth disjunktiivinen nor-
maalimuoto. Haettaessa disjunktiivista normaalimuote@anttisen
taulun avullafhdegan liikkeelle solmusta, jossa lause esiintyy totete-
na:
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Nyt avoimista haaroista saadaan luettua disjunktisd tapauksessa

niissa kussakin on vain 1 literaali. Saadaan sis\ =BV C, joka on
sama kuin muunnoaanrbill a.

Konjunktiivinen normaalimuoto haetaan taulusta, jossagna on lause
epatotena:
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b)

Avoimesta haarasta saadaan ladseB A —C, joka on alkupeiisen
lausee negaation disjunktiivinen normaalimuoto. Negktan ama,
jolloin pdaséan takaisin alkupéiiseen lauseeseen, ja sen konjunktii-
vinen normaalimuoto saadaan De Morgaraarga soveltamalla:

A—(B—-C) = ~(A—(B—-C)
~(~(A— (B—C)))
-~(AABA-C)
= —-Av-BVvC.

-A < ((Av-B) — B)

Ratk. Poistetaan lauseesta ensin ekvivalenssi ja implikaatitien
siirretéan negaatiot atomisten lauseiden eteen ja lopulta soxefiet
disjunktion distributiivisuutta konjunktion yli (eli kganktiot ulos):

-A < ((AV-B) — B)
(-A— ((AV-B) = B)) A (((AV=B) — B) — —A) [
= (AV(=(AVv-B)VB))A(=(—(AVv—-B)VvB)Vv-A) [
(AV ((-AAB)VB))A(((Av—-B)A—=B)V—A) [
= (AV((-AVB)A(BVB)))A((AV—-BV-A)A(—-BV-A)) [A U
( [
( [

AV -AVB)A(AVB)A(AV—-AVB)A(—-AV-B)
= (AVB)A(—-AV-B).

Tama on konjunktiivinen normaalimuoto. Viimeiséssaiheessa on
sievennetty aina todet disjunktigty —AvV B = T. Kaytetan seuraa-
vaksi konjunktion distributiivisuutta disjunktion ylipjloin paady&an
disjunktiiviseen normaalimuotoon:

(A\/ B) A (—\A\/ —\B>
= (AN (-AV-B))V (BA(—-AV-B)) [V u]
= (AAN-A)V (AA-B)V (-AAB)V (BA-B) [V U]
= (AA-B)V (-AAB) [DNM]

Viimeises$& vaiheessa ordytetty sievennys&nija, joissa moninker-
taiset esiintyrat samassa konjunktissa on eliminoitu samoin kuin aina
epatodet konjuntit, joissa on esiintyy siehkiteraali eth sen komple-
mentti.



Tarkastelu tauluilla:

T(-A~ ((Av—-B) — B))
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N
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ly el

Taulusta avoimia haaroja lukemalla saadaan myato—B) vV (-AA
B), joka on sama kuin muunnagriilla. Konjuntiivinen normaali-
muoto samalla periaatteella kuin a)-kohdassa.

¢) ~((A+ —B) —~C)
Ratk.

—|((A <—>—|B) — C)

(A= -B)A(-B—A) = C) [ €]
—(=((-AV-B)A(=—BVA))VC) [— €
= (-AV-B)A (AVB)A—C (%) [— 9]

Tama onkin jo konjuntiivinen normaalimuoto.&ytetan seuraavaksi
konjunktion distributiivisuutta disjunktion yli:

(x) = (-AV-B)A ((BA-C)V (AAN-C)) [V u]
= (-AAN((BA-C)V (AA-C)))V
(=BA((BA=C)V (AN-C))) [V u]
= (-AABA-C)V (-AANAAN-C)V
(-BABA-C)V (-BAAA-C) [V u]
= (-AABA-C)V (AAN-BA-C). [DNM]

Lause on disjunktiivisessa normaalimuodossa. Viime@seatheessa
on jatetty pois aina egodet konjunktiot, eli ne, joissa esiintyy jokin
atominen lause ja sen negaatio.



d) PLAP — (PL— Po) V(P — P3)
Ratk.
Tehtvan laadinnassadli sikali mielenkiintoisesti, ett ekvivalenssin
oikealla puolella oleva termi ongpe\a (tarkistal!). Nyt analyysi voi-
daan tehd, korvaamalla se aina todella lauseéllaSaadaan:

PLAP, & T
E(Pl/\P2—>—|—)/\(—|——>P1/\P2) [<—>e]
= (~(PLAP)VT)A(=TV(PLAP)) [~ ¢
= (-PLV-PVT)A(LVP)A(LVP)[=
=PLAP,.

Sievennysdannbja voi soveltaa siten, éttensimndinen konjunkti on
aina tosi ja kahdessa viimeisasmnsimnaiset termit voi poistaa, koska
ne ovat aina efitosia. Syntynyt tulos on sakkKNM etta DNM.

2. Tarkastele semanttisella taululla lauseider- ) < ((a — B)A (B— a)),
(a0 — B) < (-aVPB), a«— —-a, jne. f@Atevyyta.

3. Hae KNM:t seuraaville lauseille muunn@asirilla ja semantisella taulul-
la.

a) (PA=P)V(QA—Q)
Ratk. Muuntamisessa dytetan disjunktion distributiivisuutta kon-
junktion yli:

(PA=P)V(QA-Q)
=((PA-P)VQ)A((PA=P)V-Q)
=(PVQ)A(-PVQ)A(PV—-Q)A(-PV Q)

Semanttisella taululla samoin kuin 1. tétéss, kts. a)-kohta.

b) (PLA—=PL) V-V (PhA—Py)
Ratk. Muuntaminen etenee samoill@srilla. Kuten a)-kohdassakin,
lopputulokseen tulevat kaikki kombinaatiot'j2otuusarvoille:

(PLA=PL) V-V (PhA—Py)
= (PLV VP A (PLVP V- VP A A (=P -V —Py)



c) Osoita semanttisella taululla, &th)-kohdassa muodostettu KNM on
toteutumaton.
Ratk. Osoittaminen tapahtu@htenalla liikkeelle semanttisesta tau-
lusta, jonka juuressa on lause todeksi asetettuna. Jas dauteutu-
maton, taulu on ristiriitainen.
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4. Hae lauseellgA — (A—A) - A) - (A= (A—A) —
klausuuliesitys.
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Ratk. Lahdeéan poistamaan implikaatiot:

A= (A=A —A) - (A=(A—=A)—=(A=A)
= (A= ((A—A—A) V (A-(A—=A)—(A=A)
= (-AV(A—-A —A) VvV ((FAV(A—=A)—(A—=A)
= —(-AV(=(-AVA)VA)) VvV (=(-AV(-AVA))V(-AVA))

Edelleen viedan negaatiot atomilauseiden eteen:

~(—AV (=(-AVA) V

A) (-AV (-AVA))V (-AVA))
(==AA=(=(-AVA)VA))
A);

(-
((-—AA—=(-AVA))V (-AVA))

(A/\ (—\—|<—\A\/A)/\—| (

(AN ((FAVA)A-A) (

(AA=(-AVA)) V (-AV A))
(AN (AAN=A))V (FAVA))



Siirretaan distribuutioganrbilla disjunktiot sigan ja konjunktiot ulos:

(AAN((FAVA)A-A)) vV ((AANAN-A)) V (-AVA))
(AAN((FAVA)A-A)) Vo ((AV (CAVA)) A ((AAN-A) V (-AVA)))
(AN ((FAVA)A-A)) vV ((AV-AVA)A(AV-AVA) A (-AV-AVA))
(AV ((AV-AVA) A (AV-AVA) A (SAV-AVA)) A
(—|A\/A)/\ﬂA)\/((A\/ﬁA\/A)/\(A\/—\A\/A)/\(ﬁA\/—'A\/A))
(AVAV-AVA) A (AVAV-AVA)A(AV AV -AVA) A
(=AVAVAV-AVA)A(-AVAVAV-AVA) A
(
(

—AVAV-AV-AVA) A (CAVAYV SAVA) A (CAVAY AV A) A
-AV-AV-AVA)

Kun tulokseen sovelletaan normaalimuotojen sieveradyssa, jossa pois-
tetaan disjunktiot, joissa esiintyy literaali ja sen kosmpkntti, havaitaan,
etta kaikki syntyneet 9 klausuulia eliminoituvat. Tulokseaatsva klausuu-
lijoukko on siis tyha (0), ja on siten aina tosi. &ln pitaakin olla, silk an-
nettu lause onge\a (tarkista esimerkiksi semanttisella taululla).

. Tarkastellaan klausuulijoukkoa:

S = { {Ao,Al}, {ﬁAo, —|A1}, {Al,Az}, {ﬁAl, —lAz}, ey
{AnflaAn}7 {—\Anflv _‘An}> {An;AO}7 {_|An7 _‘AO} }

Anna totuusjakelu siten, etha =S

Ratk.

Tarkastellaan jouko kahta ensimraisé klausuulia. Ne voidaan lauseena
kirjoittaa muodosséAo VA1) A (—AgV —A1). Talla lauseella on mallit 1 =
{Ao} jaa2={As}, eli se kuvaa ehdoton-tai operaatiota (XOR&ilNollen
koko klausuulijoukkdS kuvaa lausetta:

(AoVA1L) A (ALVAR) A+ A (AnVAD)

Tarkastellaan lausettan kahdella arvolla. Kum = 1 lause saa muodon
(AoVAL) A (A1VAD). Kun tass valitaanAg todeksi, seuraa st eth A; on
epatosi. Nyt molemmat konjunktit toteutuvat. Vastaavast kalitaanAg
epatodeksi. Klausuulijoukon mallit ovat sifgho } ja {A1}.

Nyt jos n = 2, kaava on muoto8AgVA1) A (A1VA2) A (A2VAg). JOos Bis@
valitseeAg:n todeksi, seuraa siif eth A; on efatosi ja taag\, tosi. Nyt vii-
meinen ehdoton-tai kuitenkin edellgisi toteutuakseen, @ty on efatosi.
Tama aiheuttaa ristiriidan jadn ei saada mallia. Jo& valittiin aluksi
epatodeksi, syntyy samanlainen ristiritaad® tapauksessa klausuulijou-
kolla ei ole yhtan mallia.



Tarkastelun voi yleigf siten, et josn on pariton saadaan edathainitulla
tekniikalla 2 mallia{ Ag, A2, ..., An—1} ja {A1,As,...,An}, ja josn on paril-
linen, ei malleja ole (todistal).

. Horn-klausuuli on klausuuli, jossa oadnélleen yksi positiivinen literaali.
Olkoon 1 ja a2 Horn-klausuulien jouko® malleja. Osoita, eftmydsa =
21N a2 o0nSn malli.

Ratk.

Tehddan vastaoletus (= S Talloin joukosséon klausuuli{ A, —By, ..., —Bp},
joka ei toteudu. Jotta&in on, pita olla {Bj,...,By} C a (eli 2 | B;
kaikila 1 <i<n)jaA¢a (eli 2 = A). Joukko-opillisen leikkauksen
maaritelman mukaan p# myos olla{Bs,...,By} C a1 ja {Bi,...,Bn} C
a9. Koskaas 1 ja a2 ovat klausuulijoukorS malleja, pita olla mydsA € a4
jaA € a,. Talloin kuitenkinA € a leikkauksen raaritelman perusteella, ja
tamé aiheuttaa ristiriidan. &inollea =S O



