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1. Hae seuraavien lauseiden disjunktiivinen ja konjunktiivinen normaalimuoto
(1) muunnoss̈aänẗojä käytẗaen ja (2) semanttisen taulun avulla.

a) A → (B →C)
Ratk. Poistetaan lauseesta ensin implikaatiot.

A → (B →C) ≡ ¬A∨ (¬B∨C)

≡ ¬A∨¬B∨C.

Näin syntynyt muoto on sekä konjunktiivinen etẗa disjunktiivinen nor-
maalimuoto. Haettaessa disjunktiivista normaalimuotoa semanttisen
taulun avulla l̈ahdeẗaän liikkeelle solmusta, jossa lause esiintyy totete-
na:

T (A → (B →C))

E(A) T (B →C)

E(B) T (C)

Nyt avoimista haaroista saadaan luettua disjunktit. Täss̈a tapauksessa
niiss̈a kussakin on vain 1 literaali. Saadaan siis¬A∨¬B∨C, joka on
sama kuin muunnossäänn̈oill ä.

Konjunktiivinen normaalimuoto haetaan taulusta, jossa juurena on lause
ep̈atotena:

E(A → (B →C))

T (A)

E(B →C)

T (B)

E(C)



Avoimesta haarasta saadaan lauseA∧B∧¬C, joka on alkuper̈aisen
lausee negaation disjunktiivinen normaalimuoto. Negatoidaan ẗamä,
jolloin pääsẗaän takaisin alkuperäiseen lauseeseen, ja sen konjunktii-
vinen normaalimuoto saadaan De Morganin säänẗoä soveltamalla:

A → (B →C) ≡ ¬¬(A → (B →C))

≡ ¬(¬(A → (B →C)))

≡ ¬(A∧B∧¬C)

≡ ¬A∨¬B∨C.

b) ¬A ↔ ((A∨¬B) → B)
Ratk. Poistetaan lauseesta ensin ekvivalenssi ja implikaatiot,sitten
siirreẗaän negaatiot atomisten lauseiden eteen ja lopulta sovelletaan
disjunktion distributiivisuutta konjunktion yli (eli konjunktiot ulos):

¬A ↔ ((A∨¬B) → B)

≡ (¬A → ((A∨¬B) → B))∧ (((A∨¬B) → B) →¬A) [↔ e]

≡ (A∨ (¬(A∨¬B)∨B))∧ (¬(¬(A∨¬B)∨B)∨¬A) [→ e]

≡ (A∨ ((¬A∧B)∨B))∧ (((A∨¬B)∧¬B)∨¬A) [¬ s]

≡ (A∨ ((¬A∨B)∧ (B∨B)))∧ ((A∨¬B∨¬A)∧ (¬B∨¬A)) [∧ u]

≡ (A∨¬A∨B)∧ (A∨B)∧ (A∨¬A∨B)∧ (¬A∨¬B) [∧ u]

≡ (A∨B)∧ (¬A∨¬B). [KNM ]

Tämä on konjunktiivinen normaalimuoto. Viimeisessä vaiheessa on
sievennetty aina todet disjunktiotA∨¬A∨B ≡ >. Käyteẗaän seuraa-
vaksi konjunktion distributiivisuutta disjunktion yli, jolloin päädyẗaän
disjunktiiviseen normaalimuotoon:

(A∨B)∧ (¬A∨¬B)

≡ (A∧ (¬A∨¬B))∨ (B∧ (¬A∨¬B)) [∨ u]

≡ (A∧¬A)∨ (A∧¬B)∨ (¬A∧B)∨ (B∧¬B) [∨ u]

≡ (A∧¬B)∨ (¬A∧B) [DNM]

Viimeisess̈a vaiheessa on käytetty sievennyssäänẗojä, joissa moninker-
taiset esiintym̈at samassa konjunktissa on eliminoitu samoin kuin aina
ep̈atodet konjuntit, joissa on esiintyy sekä literaali etẗa sen komple-
mentti.



Tarkastelu tauluilla:

T (¬A ↔ ((A∨¬B) → B))

T (¬A)

T ((A∨¬B) → B)

E(A)

E(A∨¬B)

E(A)

E(¬B)

T (B)

T (B)

E(¬A)

E((A∨¬B) → B)

T (A)

T (A∨¬B)

E(B)

T (A) T (¬B)

E(B)

Taulusta avoimia haaroja lukemalla saadaan muoto(A∧¬B)∨ (¬A∧
B), joka on sama kuin muunnossäänn̈oill ä. Konjuntiivinen normaali-
muoto samalla periaatteella kuin a)-kohdassa.

c) ¬((A ↔¬B) →C)
Ratk.

¬((A ↔¬B) →C)

≡ ¬((A →¬B)∧ (¬B → A) →C) [↔ e]

≡ ¬(¬((¬A∨¬B)∧ (¬¬B∨A))∨C) [→ e]

≡ (¬A∨¬B)∧ (A∨B)∧¬C (∗) [¬ s]

Tämä onkin jo konjuntiivinen normaalimuoto. K̈ayteẗaän seuraavaksi
konjunktion distributiivisuutta disjunktion yli:

(∗) ≡ (¬A∨¬B)∧ ((B∧¬C)∨ (A∧¬C)) [∨ u]

≡ (¬A∧ ((B∧¬C)∨ (A∧¬C)))∨

(¬B∧ ((B∧¬C)∨ (A∧¬C))) [∨ u]

≡ (¬A∧B∧¬C)∨ (¬A∧A∧¬C)∨

(¬B∧B∧¬C)∨ (¬B∧A∧¬C) [∨ u]

≡ (¬A∧B∧¬C)∨ (A∧¬B∧¬C). [DNM]

Lause on disjunktiivisessa normaalimuodossa. Viimeisessä vaiheessa
on jätetty pois aina ep̈atodet konjunktiot, eli ne, joissa esiintyy jokin
atominen lause ja sen negaatio.



d) P1∧P2 ↔ (P1 → P2)∨ (P2 → P3)

Ratk.
Tehẗavän laadinnassa kävi sikäli mielenkiintoisesti, etẗa ekvivalenssin
oikealla puolella oleva termi on pätev̈a (tarkista!). Nyt analyysi voi-
daan tehd̈a, korvaamalla se aina todella lauseella>. Saadaan:

P1∧P2 ↔>

≡ (P1∧P2 →>)∧ (>→ P1∧P2) [↔ e]

≡ (¬(P1∧P2)∨>)∧ (¬>∨ (P1∧P2)) [→ e]

≡ (¬P1∨¬P2∨>)∧ (⊥ ∨ P1)∧ (⊥ ∨ P2)[¬ s]

≡ P1∧P2.

Sievennyss̈aännẗojä voi soveltaa siten, että ensimm̈ainen konjunkti on
aina tosi ja kahdessa viimeisessä ensimm̈aiset termit voi poistaa, koska
ne ovat aina ep̈atosia. Syntynyt tulos on sekä KNM etẗa DNM.

2. Tarkastele semanttisella taululla lauseiden(α↔ β)↔ ((α→ β)∧(β→α)),
(α → β) ↔ (¬α∨β), α ↔¬¬α, jne. p̈atevyytẗa.

3. Hae KNM:t seuraaville lauseille muunnossäänn̈oill ä ja semantisella taulul-
la.

a) (P∧¬P)∨ (Q∧¬Q)
Ratk. Muuntamisessa k̈ayteẗaän disjunktion distributiivisuutta kon-
junktion yli:

(P∧¬P)∨ (Q∧¬Q)

≡ ((P∧¬P)∨Q)∧ ((P∧¬P)∨¬Q)

≡ (P∨Q)∧ (¬P∨Q)∧ (P∨¬Q)∧ (¬P∨¬Q)

Semanttisella taululla samoin kuin 1. tehtäväss̈a, kts. a)-kohta.

b) (P1∧¬P1)∨·· ·∨ (Pn ∧¬Pn)
Ratk. Muuntaminen etenee samoilla säänn̈oill ä. Kuten a)-kohdassakin,
lopputulokseen tulevat kaikki kombinaatiot (2n) totuusarvoille:

(P1∧¬P1)∨·· ·∨ (Pn ∧¬Pn)

≡ (P1∨·· ·∨Pn)∧ (¬P1∨P2∨·· ·∨Pn)∧·· ·∧ (¬P1∨·· ·∨¬Pn)



c) Osoita semanttisella taululla, että a)-kohdassa muodostettu KNM on
toteutumaton.
Ratk. Osoittaminen tapahtuu lähtem̈allä liikkeelle semanttisesta tau-
lusta, jonka juuressa on lause todeksi asetettuna. Jos lause on toteutu-
maton, taulu on ristiriitainen.

T ((P∨Q)∧ (¬P∨Q)∧ (P∨¬Q)∧ (¬P∨¬Q))

T (P∨Q)

T (¬P∨Q)

T (P∨¬Q)

T (¬P∨¬Q)

T (P)

T (¬P)

E(P)
⊗

T (Q)

T (P)

T (¬P)

E(P)
⊗

T (¬Q)

E(Q)
⊗

T (¬Q)

E(Q)
⊗

T (Q)

T (¬P)

E(P)

T (P)
⊗

T (¬Q)

E(Q)
⊗

T (Q)

T (¬P)

E(P)
⊗

T (¬Q)

E(Q)
⊗

4. Hae lauseelle(A → ((A → A) → A)) → ((A → (A → A)) → (A → A))
klausuuliesitys.

Ratk. Lähdeẗaän poistamaan implikaatiot:

(A → ((A → A) → A)) → ((A → (A → A)) → (A → A))
≡ ¬(A → ((A → A) → A)) ∨ ((A → (A → A)) → (A → A))
≡ ¬(¬A∨ ((A → A) → A)) ∨ ((¬A∨ (A → A)) → (A → A))
≡ ¬(¬A∨ (¬(¬A∨A)∨A)) ∨ (¬(¬A∨ (¬A∨A))∨ (¬A∨A))

Edelleen vied̈aän negaatiot atomilauseiden eteen:

¬(¬A∨ (¬(¬A∨A)∨A)) ∨ (¬(¬A∨ (¬A∨A))∨ (¬A∨A))
≡ (¬¬A∧¬(¬(¬A∨A)∨A)) ∨ ((¬¬A∧¬(¬A∨A))∨ (¬A∨A))
≡ (A∧ (¬¬(¬A∨A)∧¬A)) ∨ ((A∧¬(¬A∨A))∨ (¬A∨A))
≡ (A∧ ((¬A∨A)∧¬A)) ∨ ((A∧ (A∧¬A))∨ (¬A∨A))



Siirreẗaän distribuutios̈aänn̈oill ä disjunktiot sis̈aän ja konjunktiot ulos:

(A∧ ((¬A∨A)∧¬A)) ∨ ((A∧ (A∧¬A))∨ (¬A∨A))
≡ (A∧ ((¬A∨A)∧¬A)) ∨ ((A∨ (¬A∨A))∧ ((A∧¬A)∨ (¬A∨A)))
≡ (A∧ ((¬A∨A)∧¬A)) ∨ ((A∨¬A∨A)∧ (A∨¬A∨A)∧ (¬A∨¬A∨A))
≡ (A∨ ((A∨¬A∨A)∧ (A∨¬A∨A)∧ (¬A∨¬A∨A)) ∧

(¬A∨A)∧¬A)∨ ((A∨¬A∨A)∧ (A∨¬A∨A)∧ (¬A∨¬A∨A))
≡ (A∨A∨¬A∨A)∧ (A∨A∨¬A∨A)∧ (A∨¬A∨¬A∨A) ∧

(¬A∨A∨A∨¬A∨A)∧ (¬A∨A∨A∨¬A∨A) ∧
(¬A∨A∨¬A∨¬A∨A)∧ (¬A∨A∨¬A∨A)∧ (¬A∨A∨¬A∨A) ∧
(¬A∨¬A∨¬A∨A)

Kun tulokseen sovelletaan normaalimuotojen sievennyssäänẗoä, jossa pois-
tetaan disjunktiot, joissa esiintyy literaali ja sen komplementti, havaitaan,
etẗa kaikki syntyneet 9 klausuulia eliminoituvat. Tuloksena saatava klausuu-
lijoukko on siis tyhj̈a (/0), ja on siten aina tosi. N̈ain piẗaäkin olla, sill̈a an-
nettu lause on p̈atev̈a (tarkista esimerkiksi semanttisella taululla).

5. Tarkastellaan klausuulijoukkoa:

S = {{A0,A1},{¬A0,¬A1},{A1,A2},{¬A1,¬A2}, . . . ,
{An−1,An},{¬An−1,¬An},{An,A0},{¬An,¬A0}}

Anna totuusjakeluA siten, etẗaA |= S.

Ratk.
Tarkastellaan joukonS kahta ensimm̈aisẗa klausuulia. Ne voidaan lauseena
kirjoittaa muodossa(A0∨A1)∧(¬A0∨¬A1). Tällä lauseella on mallitA1 =
{A0} ja A2 = {A1}, eli se kuvaa ehdoton-tai operaatiota (XOR). Näin ollen
koko klausuulijoukkoS kuvaa lausetta:

(A0∨A1)∧ (A1∨A2)∧·· ·∧ (An∨A0)

Tarkastellaan lausettan:n kahdella arvolla. Kunn = 1 lause saa muodon
(A0∨A1)∧ (A1∨A0). Kun täss̈a valitaanA0 todeksi, seuraa siitä, etẗa A1 on
ep̈atosi. Nyt molemmat konjunktit toteutuvat. Vastaavasti kun valitaanA0

ep̈atodeksi. Klausuulijoukon mallit ovat siis{A0} ja {A1}.

Nyt jos n = 2, kaava on muotoa(A0∨A1)∧ (A1∨A2)∧ (A2∨A0). Jos ẗass̈a
valitseeA0:n todeksi, seuraa siitä, etẗaA1 on ep̈atosi ja taasA2 tosi. Nyt vii-
meinen ehdoton-tai kuitenkin edellyttäisi toteutuakseen, että A0 on ep̈atosi.
Tämä aiheuttaa ristiriidan ja n̈ain ei saada mallia. JosA0 valittiin aluksi
ep̈atodeksi, syntyy samanlainen ristiriita. Täss̈a tapauksessa klausuulijou-
kolla ei ole yhẗaän mallia.



Tarkastelun voi yleisẗaä siten, etẗa josn on pariton saadaan edellämainitulla
tekniikalla 2 mallia{A0,A2, . . . ,An−1} ja {A1,A3, . . . ,An}, ja josn on paril-
linen, ei malleja ole (todista!).

6. Horn-klausuuli on klausuuli, jossa on täsm̈alleen yksi positiivinen literaali.
OlkoonA1 jaA2 Horn-klausuulien joukonS malleja. Osoita, että mÿosA =
A1∩A2 on S:n malli.

Ratk.
Tehd̈aän vastaoletusA 6|= S. Tällöin joukossaS on klausuuli{A,¬B1, . . . ,¬Bn},
joka ei toteudu. Jotta näin on, piẗaä olla {B1, . . . ,Bn} ⊆ A (eli A |= Bi

kaikilla 1 ≤ i ≤ n) ja A 6∈ A (eli A 6|= A). Joukko-opillisen leikkauksen
määritelmän mukaan piẗaä mÿos olla{B1, . . . ,Bn} ⊆ A1 ja {B1, . . . ,Bn} ⊆
A2. KoskaA1 ja A2 ovat klausuulijoukonS malleja, piẗaä olla mÿosA ∈ A1

ja A ∈ A2. Tällöin kuitenkinA ∈ A leikkauksen m̈aäritelmän perusteella, ja
tämä aiheuttaa ristiriidan. N̈ain olleA |= S. ¤


