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1. Määrittele Shefferin viiva Peircen nuolen avulla.

Ratk.
Shefferin viivan m̈aäritelmä: A | B ≡ ¬(A∧B).
Piercen nuolen m̈aäritelmä: A ↓ B ≡ ¬(A∨B).

Tarkastellaan osissa.

¬α ≡ α ↓ α.

(α∧β) ≡ ¬(¬α∨¬β) ≡ (¬α ↓ ¬β) ≡ (α ↓ α) ↓ (β ↓ β).

A | B ≡ ¬(α∧β) ≡ ((α ↓ α) ↓ (β ↓ β)) ↓ ((α ↓ α) ↓ (β ↓ β)).

2. Osoita, etẗa

a) josΣ |= φ ja Σ |= ¬φ jollekin lauseelleφ, niin lausejoukkoΣ on toteu-
tumaton.

Ratk.
Oletetaan, että jollekin φ päteeΣ |= φ ja Σ |= ¬φ. Tehd̈aän vastaoletus:Σ
on toteutuva. T̈allöin on olemassa totuusjakeluA siten, etẗa kaikilla σ ∈ Σ,
A |= σ. KoskaΣ |= φ, päteeA |= φ. Toisaalta koskaΣ |= ¬φ, päteeA |= ¬φ,
mikä on m̈aäritelmän mukaan ekvivalentistiA 6|= φ. Koska mik̈aän lause
ei voi olla yhẗa aikaa tosi ja ep̈atosi, seuraa vastaoletuksesta ristiriita. Näin
ollen vastaoletus on väär̈a, jaΣ on toteutumaton. ¤

b) jos lausejoukollaΣ on ẗasm̈alleen yksi malli, niin jokaiselle lauseelle
φ päteeΣ |= φ tai Σ |= ¬φ (muttei molemmat).

Ratk.
Olkoon A lausejoukonΣ ainoa malli. Jokaiselle lauseelleφ pätee etẗa φ
on joko tosi totuusjakelussaA tai φ on ep̈atosi totuusjakelussaA , eli joko
A |= φ tai A 6|= φ (ekvivalentistiA |= ¬φ). JosA |= φ, päteeΣ |= φ. Jos taas
A |= ¬φ, päteeΣ |= ¬φ. ¤

3. Osoita seuraavat loogisen seuraavuuden ominaisuudet.

a) Σ ⊆ Cn(Σ).



b) Monotonisuus:Σ1 ⊆ Σ2 ⇒ Cn(Σ1) ⊆ Cn(Σ2).

c) Σ |= φ ⇒ Cn(Σ) = Cn(Σ∪{φ}).
d) Cn(Cn(Σ)) = Cn(Σ).

Ratk. Merkintä Cn(Σ) tarkoittaa lausejoukonΣ loogisten seurauksien jouk-
koa, eli Cn(Σ) = {φ | Σ |= φ}. Joukkoon Cn(Σ) kuuluvat siis ne lauseet,
jotka ovat tosiaΣ:n malleissa.

a) Tehd̈aän vastaoletusΣ 6⊆ Cn(Σ). Tällöin joukossaΣ on lauseα siten,
etẗa jokin Σ:n malli A , ei oleα:n malli, eliA 6|= α. ToisaaltaA on Σ:n
malli, eli jokaiselleσ ∈ Σ päteeA |= σ. Koskaα ∈ Σ, täytyy siis olla
A |= α. Tämä on ristiriidassa sen suhteen, että kukin lause on joko tosi
tai ep̈atosi totuusjakelussaA . Vastaoletus on v̈aär̈a, ja v̈aite p̈atee. ¤

b) Tarkastellaan mielivaltaista lausettaα ∈ Cn(Σ1). α on tosi kaikissa
Σ1:n malleissa, eli totuusjakeluissa, joissa jokainenΣ1:n lause on to-
si. KoskaΣ1 ⊆ Σ2, ovatΣ1:n lauseet osanaΣ2:ssa. N̈ain ollen jokainen
Σ2:n malli on mÿos Σ1:n malli. Täytyy siis olla, etẗa α on tosi jokai-
sessaΣ2:n mallissa, eliα ∈ Cn(Σ2). ¤

Kiteyttäen voidaan todeta, että enemm̈an lauseita⇒ vähemm̈an mal-
leja⇒ enemm̈an loogisia seurauksia.

c) OletetaanΣ |= φ, eli kaikilla A joilla päteeA |= σ jokaisella σ ∈
Σ, pätee mÿos A |= φ. b)-kohdan perusteella pätee Cn(Σ) ⊆ Cn(Σ∪
{φ}) ja riittää osoittaa Cn(Σ∪{φ}) ⊆ Cn(Σ). Olkoon α mielivaltai-
nen Cn(Σ∪{φ}):n alkio. P̈atee siisΣ∪{φ} |= α, eli α on tosi kaikissa
Σ∪{φ}:n malleissa. N̈amä ovat kuitenkin ẗasm̈alleen samat kuinΣ:n
mallit, eli päteeΣ |= α ja α ∈ Cn(Σ). ¤

4. Mallinna lauselogiikalla kolmen̈aänesẗajänäänestysj̈arjestelm̈aä, jonka mal-
leista joko positiivinen (enemmistö jaa-̈aänïa) tai negatiivinen̈aänestystulos
voidaan lukea. Kuinka malli muuttuu, josäänesẗajiä on nelj̈a ja tasatuloksen
sattuessa puheenjohtajanääni ratkaisee.

Ratk.
Tarkoitus on siis laatia lausejoukko, jonka malleistaäänestyksen tulos voi-
daan p̈aätell̈a. Valitaan seuraavat atomilauseet:

A = “äänesẗajä 1 antaa jaa-äänen”
B = “äänesẗajä 2 antaa jaa-äänen”
C = “äänesẗajä 3 antaa jaa-äänen”
Y = “äänestyksessä enemmisẗo jaa-̈aänïa”



Näillä edellytyksill̈a sopiva mallinnus voisi koostua seuraavista lauseista.

Kahdesta jaa-äänesẗa saadaan enemmistö jaa-̈aänïa.

A∧B → Y A ∧C → Y B∧C → Y

Kahdesta ei-̈aänesẗa saadaan v̈ahemmisẗo jaa-̈aänïa.

¬A∧¬B →¬Y ¬ A∧¬C →¬Y ¬B∧¬C →¬Y

Mallinnuksen j̈arkevyytẗa voi tutkia valitsemalla joitakin̈aänestystuloksia.
Oletetaan esimerkiksi, että C äänesẗaä jaa ja muut ei.Äänestyksen tulos
pitäisi olla ei eli totuusjakelunA = {C} lausejoukon malli. N̈ain onkin,
sillä ainoastaan implikaation¬A∧¬B→¬Y vasen puoli evaluoituu todeksi.
Samasta syystä totuusjakeluA ′ = {C,Y} johtaa ristiriitaan ja ei siis ole
lausejoukon malli.

Kun mukaan otetaan puheenjohtaja erään mallinnuksen voisi toteuttaa seu-
raavaan tapaan. Otetaan edellisten atomilauseiden lisäksi k̈ayttöön seuraavat
atomilauseet:

P = “puheenjohtaja antaa jaa-äänen”
IC = “äänestystulos riippuu puheenjohtajanäänesẗa”

Varma v̈ahemmisẗo tai enemmisẗo saadaan kolmella jaa- tai ei-äänell̈a.

A∧B∧C → Y ¬A ∧¬B∧¬C →¬Y

Muuten puheenjohtajan valinta päätẗaä äänestyksen tuloksen.

A∧¬B∧¬C → IC ¬A∧B∧¬C → IC ¬A∧¬B∧C → IC
A∧B∧¬C → IC A∧¬B∧C → IC ¬A∧B∧C → IC

Puheenjohtajan valinnan vaikutus.

IC∧P → Y IC∧¬P →¬Y

Tarkastellaan esimerkkinä tapausta, jossaA ja puheenjohtajaP antavat jaa-
äänen. T̈allöin kahden ensimm̈aisen implikaation vasen puoli evaluoituu
ep̈atodeksi ja lauseet siten tosiksi. ImplikaationA∧¬B∧ ¬C → IC vasen
puoli evaluoituu todeksi, jolloinIC pitää ottaa mukaan totuusjakeluun. Kos-
kaP siis oli totta, niin lauseenIC∧P →Y perusteelläaänestystulos on posi-
tiivinen, lopullisen totuusjakelun ollessaA = {A,P, IC,Y}. Todetaan lis̈aksi,
etẗa muut lauseet eiv̈at aiheuta ristiriitaa.

Mallinnuksessa on luonnollisesti vaihtoehtona myös kaikkien kombinaa-
tioiden luettelointi.



5. Matkakorttij̈arjestelm̈an kortinlukijan valot toimivat seuraavasti (kotisivun
www.matkakortti.net mukaan):

1. Vihrëa valo: kausilippu voimassa / arvolippu maksettu / vaihto voi-
massa.

2. Vihrëa ja keltainen valo: kautta jäljellä 3 ẗaytẗa p̈aivää tai v̈ahemm̈an /
arvoa j̈aljellä 5 euroa tai v̈ahemm̈an.

3. Punainen valo: kausi / vaihto ei voimassa, muu virhe.

Formalisoi annetut lauseet lauselogiikalla ja selvitä, millaisia malleja laati-
mallasi lausejoukolla on.

Ratk.
Mallinnuksessa voidaan käytẗaä vaikkapa seuraavia atomeja:

A = “kausilippu voimassa”
B = “arvolippu maksettu”
C = “vaihto voimassa”

V = “vihreä valo syttyy”
K = “keltainen valo syttyy”
P = “punainen valo syttyy”

D = “kautta≤ 3pv”
E = “arvoa≤ 5 euroa”
F = “muu virhe”

Nyt tehẗavän lauseet voi formalisoida seuraavasti:

1. A∨B∨C →V

2. D∨E → K ∧V

3. ¬A∨¬C∨F → P

Yll ä literaalitV,K ja P viittaavat siis palavaan valoon. Järjestelm̈a vaatii siis,
etẗa ylläolevat lauseet ovat totta. Niillä ei ole sellaista mallia, jossa mikään
valoista ei syty, esim. koska lauseelleA pitää aina valita totuusarvo, jolloin
joko lauseen 1 tai 3 vasen puoli saa totuusarvon tosi.


