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Logiikka tietotekniikassa: perusteet

Laskuharjoitus 3 (lauselogiikka, kappaleet 3.6 — 3.8)

31.1.-3.2.2006

1. Maarittele Shefferin viiva Peircen nuolen avulla.

Ratk.
Shefferin viivan ndaritelma: A | B= —-(AAB).
Piercen nuolen @aritelma: A | B=—-(AVB).

Tarkastellaan osissa.

-a = o]a.
(aAB) ~(-av-B)=(-a | -B)=(ala)l (BlB).
A|B = —(anB) ((ala) L(BLB)) L ((ala)l (BLR)).

2. Osoita, eth

a) josX = @jaX = —o@jollekin lauseellap, niin lausejoukka on toteu-
tumaton.

Ratk.

Oletetaan, ett jollekin ¢ pateeX = @ ja Z = —¢. Tehddan vastaoletus:X
on toteutuva. @lldin on olemassa totuusjakehu siten, eth kaikillao € Z,
a | o. KoskaZ = @, pateea = @. Toisaalta kosk& = —, pateea = —q,
mika on n@aritelman mukaan ekvivalentisti [~ ¢@. Koska mikéan lause
ei voi olla yh& aikaa tosi ja €ftosi, seuraa vastaoletuksesta ristiriitéirN
ollen vastaoletus onaara, jaZ on toteutumaton. O

b) jos lausejoukoll& on tasnalleen yksi malli, niin jokaiselle lauseelle
@ pateeX = @tai X = —@ (muttei molemmat).

Ratk.

Olkoon 2 lausejoukonZz ainoa malli. Jokaiselle lauseellg patee eth @
on joko tosi totuusjakelussa tai @ on efatosi totuusjakelussa, eli joko
a4 = @taia [~ @(ekvivalentistia = —@). Josa = @, pateeX |~ ¢. Jos taas

a = @, pateeX = —. O
3. Osoita seuraavat loogisen seuraavuuden ominaisuudet.

a) ZCCn(X).



b) Monotonisuusz; C 2 = Cn(Z1) C Cn(Xy).
C) ZE@=Cn(X)=Cn(ZU{e}).
d) Cn(Cn(X)) =Cn(Z).

Ratk. Merkinta Cn(X) tarkoittaa lausejoukoh loogisten seurauksien jouk-
koa, eli CnX) = {@| < | @}. Joukkoon C() kuuluvat siis ne lauseet,
jotka ovat tosia&:n malleissa.

a) Tehdan vastaoletug ¢ Cn(X). Talldin joukossax on lausea siten,
etta jokin Z:n malli 2, ei olea:n malli, eli 2 [~ a. Toisaaltaa onX:n
malli, eli jokaiselleo € X pateea |= 0. Koskaa € Z, taytyy siis olla
4 = . Tama on ristiriidassa sen suhteenggtukin lause on joko tosi
tai epatosi totuusjakelussa. Vastaoletus ondarg, ja \aite patee. [J

b) Tarkastellaan mielivaltaista lausetiac Cn(Z1). a on tosi kaikissa
>1:n malleissa, eli totuusjakeluissa, joissa jokai2gm lause on to-
si. KoskaX; C 25, ovatZs:n lauseet osang:ssa. Nin ollen jokainen
22:n malli on myds Z1:n malli. Taytyy siis olla, eth a on tosi jokai-
sess&,:n mallissa, el € Cn(Xy). O
Kiteyttaen voidaan todeta, atenemran lauseita=- vahemnan mal-
leja= enemnéan loogisia seurauksia.

c) Oletetaan> = @, eli kaikilla 2 joilla pateea |= o jokaisellac €
>, patee mys a = @. b)-kohdan perusteellaaee CiiZ) C Cn(Z U
{@}) ja riittéa osoittaa C(EU {@}) C Cn(X). Olkoon a mielivaltai-
nen CriZ U {@}):n alkio. Fatee siiss U {@} = a, eli a on tosi kaikissa
2 U {@}:n malleissa. lma ovat kuitenkin &dsnaélleen samat kuix:n
mallit, eli pateeX = a jaa € Cn(%). O

4. Mallinna lauselogiikalla kolmeBaneséjanaanestysjrjestelnda, jonka mal-
leista joko positiivinen (enemmigjaaaania) tai negatiivinerdanestystulos

sattuessa puheenjohtajémi ratkaisee.

Ratk.
Tarkoitus on siis laatia lausejoukko, jonka malleiggmestyksen tulos voi-
daan @atella. Valitaan seuraavat atomilauseet:

= “aanesfja 1 antaa ja@anen”
“daneshja 2 antaa ja@anen”
“adaneshja 3 antaa ja@anen”
= “danestyksessenemmidi jaadania”
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Nailla edellytyksila sopiva mallinnus voisi koostua seuraavista lauseista.
Kahdesta ja@anesd saadaan enemmighadania.

AAB—Y AAC—Y BAC—=Y
Kahdesta edanesh saadaanahemmish jaadania.
-AA-B—-Y -AA-C—-Y -BA-C—-Y

Mallinnuksen @rkevyyté voi tutkia valitsemalla joitakirdanestystuloksia.
Oletetaan esimerkiksi, @tiC Znesa jaa ja muut eiAanestyksen tulos
pitaisi olla ei eli totuusjakelum = {C} lausejoukon malli. /din onkin,
silla ainoastaan implikaationAA =B — —Y vasen puoli evaluoituu todeksi.
Samasta syyattotuusjakelus’ = {C,Y} johtaa ristiriitaan ja ei siis ole
lausejoukon malli.

Kun mukaan otetaan puheenjohtajaaer mallinnuksen voisi toteuttaa seu-
raavaan tapaan. Otetaan edellisten atomilauseidesligyttbon seuraavat
atomilauseet:

P “puheenjohtaja antaa ja@@nen”
IC = *“&anestystulos riippuu puheenjohtajgimesd”

Varma \ahemmish tai enemmigi saadaan kolmella jaa- tai &nelf.
AABAC—=Y -AAN-BA-C— Y
Muuten puheenjohtajan valinté@gntaa aanestyksen tuloksen.

AN-BA-C—=IC -AABA-C—IC -AA-BAC—=IC
AABA-C —IC AN-BAC—IC -AABAC —IC

Puheenjohtajan valinnan vaikutus.
ICAP—=Y ICA-P— Y

Tarkastellaan esimerkkintapausta, joss&ja puheenjohtaj® antavat jaa-
aanen. Blloin kahden ensiméisen implikaation vasen puoli evaluoituu
epatodeksi ja lauseet siten tosiksi. Implikaatidm -BA —C — IC vasen
puoli evaluoituu todeksi, jolloihC pitéa ottaa mukaan totuusjakeluun. Kos-
kaP siis oli totta, niin lauseelCAP — Y perusteellaéanestystulos on posi-
tiivinen, lopullisen totuusjakelun ollessa= {A,P,IC,Y }. Todetaan liaksi,
etd muut lauseet eit aiheuta ristiriitaa.

Mallinnuksessa on luonnollisesti vaihtoehtonadsykaikkien kombinaa-
tioiden luettelointi.



5. Matkakorttiarjestelnan kortinlukijan valot toimivat seuraavasti (kotisivun
www. mat kakortti. net mukaan):

1. Vihrea valo: kausilippu voimassa / arvolippu maksettu / vaihté vo
massa.

2. Vihrea ja keltainen valo: kauttaljjella 3 tytta paivaa tai vahemnan /
arvoa gljella 5 euroa tai @hemnan.

3. Punainen valo: kausi / vaihto ei voimassa, muu virhe.
Formalisoi annetut lauseet lauselogiikalla ja s@lvihillaisia malleja laati-
mallasi lausejoukolla on.

Ratk.
Mallinnuksessa voidaaralyttaa vaikkapa seuraavia atomeja:

A = “kausilippuvoimassa” D = ‘“kautta< 3pv”

B = “arvolippu maksettu” E = *“arvoa<5euroa’
C = ‘*vaihto voimassa” F = “muuvirhe”

V = ‘“vihrea valo syttyy”

K = “keltainen valo syttyy”

P = “punainen valo syttyy”

Nyt teh@van lauseet voi formalisoida seuraavasti:

1. AvBvC —V
2.DVE —- KAV
3. -AV-CVF — P

Yl a literaalitV, K ja P viittaavat siis palavaan valoorarjestelna vaatii siis,
et yllaolevat lauseet ovat totta. Nallei ole sellaista mallia, jossa nain
valoista ei syty, esim. koska lauseellgitada aina valita totuusarvo, jolloin
joko lauseen 1 tai 3 vasen puoli saa totuusarvon tosi.



