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Logiikka tietotekniikassa: perusteet

Laskuharjoitus 2 (opetusmoniste, lauselogiikka 2.1 — 3.5)
24.-27.1.2006

1. Maarittele lauselogiikan konnektiivit

a) aina eptoden lauseefll) ja implikaation(—) avulla.

Ratk.
-A=A— 1

AvVB=-A—-B=(A—1)—B
AAB=—(-AV-B)=-(A— -B)=-(A— (B— 1)) =
A-B—1)—1

A-B=(A—-BAB—A)=
(A—=B)—=(B—-A)—1)—1L

b) Shefferin viivan (opetusmoniste kappale 2.2) avulla.

Ratk. Shefferin viiva on rdaritelman mukaisesth | B= —(AAB).
AAB=-(A|B)=(A|B)|(A|B)

2. Kay lapi kaikki mahdolliset bigarikonnektiivit (yht. 16) ja anna niille é&ritelméat
lauselogiikan peruskonnektiivien avulla.

Ratk.

Eri mahdollisuudet koottu allaolevaan taulukkoon.
Po t t e e Po t t e e
p1 t e t e p1 t e t e
PoV-po |t t t t| | polp1 e t t t
PoV p1 t t t e —|(p0<—> pl) e t t e
pp—po |t t e t —p1 e t e t
Po t t e e “(po—p1) | e t e e
Po—pL |t € t t —Po e e t t
p1 t et e |~(pp—p)|e e t e
Po—pL |t e e t| |polp e e et
PoApPr |t e e e Po A —Po e e e e




3. Olkoona1 C » jaap C 2 kaksi totuusjakelua jg € » lause. Osoita, &it
josa1NAL(Q) = 22NAL(@), Niina1 E Q<= 42 = @.
Ratk.
Todistus rakenteellisella induktiolla:
Perustapaus:Olkoon @ atominen lause, elt(¢) = {@}. Joukko-opillisen
leikkauksen réaritelmén perusteella jokgp € a1 ja@ € a jolloin a1 = @
jag2 =@ taiog a1 ja@¢ azjolloin a1 = @jaaz = @ Nainollenag =
P a2
Induktio-oletus: Vaite patee kaikilleg, joissa on korkeintaan konnektii-
via.

Induktioaskel: Olkoon ¢ lause, jossa om-+ 1 konnektiivia. Tehdan ta-
pausanalyysi eri konnektiivien suhteen.

1. Olkoon@muotoa—a. Induktio-oletuksen perusteellawe fatee lauseel-
lea. Nyt, josa1 =ajaas =aniin a1 = —ajaaz = —a. Toisaalta,
josai Eajaan ~Eanin 21 = -0 ja a2 = —a. Nain ollen \dite
patee, jogp on muotoa—a.

2. Olkoon@ muotoaa A 3. Vaite patee induktio-oletuksen mukaan gek
a:lle et B:lle. Eri vaihtoehtoja on nyt neij

—Josai1 0,42 0,41 FBjaaz =B, niin pateea; = aABja
a2 o AB.

—Josa1E=a,a2 =0, a1 = Bjaas = B, niin pateea FaABja
a2 E AP

—Josa1 jEa, 420,41 = Bjaaz =B, niin pateea FaABja
azEanB

—JosaiEa,a2~0a, a1 = Bjaaz B~ B, niin pateea =aABja
a2 %G/\B

Nain ollen \aite patee, jogp on muotoan A (3.

3. Muut konnektiivit vastaavasti niiden dritelmien mukaan (kirjoita
auki!).

4. Olkoona = 0 totuusjakelu. Laske lauseen

(-B——-A) = ((-B—A) —B)

totuusarvo



a) totuustaulukolla.

Ratk. Merkitaan lausettaplla, ja valitaan atomilauseideh ja B to-
tuusarvoa :n mukaisesti.

|A|B|-A[-B| -B—-A[-B—A|(-B—A)—B| @]
EJE]T[T] T [ E | T T
b) totuusn@aritelman nojalla.
Ratk.
« Maaritelman mukaamA ¢ 4 , jossa (= A. VastaavastB ¢ 4, joss
a [~ B.
« Negaation raaritelman perusteella (= Ajossa = —-Ajaa =B
jossa = —B.

« Koskaz |=—A, pateea = —-B — —A.

« Koskaz [~ Ajaa |=—B, pateea = -B— A.

x Koskaa [~ —B— A, pateea = (-B— A) — B.
x Koskasa = (-B— A) — B, pateea = @.

5. Insinbori Sorssels8n laati seuraavat vaatimukset liikennevaloille kahden
yksisuuntaisen kadun risteykseen:

(i) Kummassakin liikennevalossa on vilrekeltainen ja punainen lamp-
pu, joista snélleen yksi palaa kerrallaan.
(i) Liikkennevalojen vihrét lamput eiat pala yhhaikaisesti.

(i) Jostoisessa likennevalossa palaa punainen lampjpuoisessa palaa
joko keltainen tai vihra lamppu.

a) Esii annetut vaatimukset lauselogiikan lauseina.
b) Laadi syntyneelle lausejoukolle totuustaulukko.

c) Hae taulukon avulla lausejoukolle malli / totuusjakgassa se ei to-
teudu.

d) Mieti parannusehdotuksia annetuille vaatimuksilletgjen todelli-
sia likennevaloja). Mi liikennevalojen ominaisuuksia et pysty ku-
vaamaan lauselogiikan avulla?

Ratk.

a) Kaytetian atomisia lauseitdl, K1 jaV1, jotka tarkoittavat eét lilken-
nevalon 1 punainen, keltainen ja vidramppu palaa #s$ jarjestyksess).
OlkootP2,K2 jaV 2 vastaavat atomiset lauseet likennevalolle 2y#an
annetut vaatimukseéavitse:



(i) Liikennevalolle 1 saadaan laugd Vv K1V V1 (ainakin yksi lam-
puista palaa) ja lause®l — -K1A V1, K1 — —P1A V1,
V1— -P1A-K1 (korkeintaan yksi lampuista palaa). &ksi tar-
vitaan vastaavat lauseet liikennevalolle 2.

(i) Saadaan lause(V1AV2).

(i) Saadaan lauseétl — (K2VvV2)jaP2 — (K1vV1).

b) Laaditaan totuustaulu edellisen @¥#n lausejoukolle. Merké#an tau-

lun tiivistamiseksia;:lla lausettaPi v Ki v Vi) A (Pi — =Ki A =Vi) A
(Ki — =Pi A=Vi) A (Vi — =Pi A =Ki) (joka siis merkitsee, éitlii-
kennevalossapalaa &snélleen yksi lamppu). ahdelb merkityt rivit
vastaavat lausejoukon malleja.

P1K1V1P2K2V2ay [0z | =(VIAV2) [P1— (K2VV2) | P2— (K1VVI) | |
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Malleja on siis 7 kappaletta §2= 64 mahdollisuudesta). Tutkimalla
malleja voit huomata, €itinsirbori Sorsselssnin vaatimukseyttyvat
niiden meardamiss tilanteissa. ¥ite "likennevalojen punaiset lamput
eivat pala yhhaikaisesti” voidaan esith lauseena(P1A P2). Tama
lause on tosi kaikissa edellisen tavidn lausejoukon malleissa (tarkis-
ta!), joten—(P1 A P2) on kyseisen lausejoukon looginen seuraus.

c) Vaitteesh "molemmissa likennevaloissa palaa keltainen lamppa* sa
daan lause&K1 A K2. Olkoon a1 totuusjakelu, joka kuvaa atomiset
lauseeK1 jaK2 todeksi ja muut atomiset lauseetépdeksi, eliz 1 =
{K1,K2}. Nyt 21 = (K1AK2), koskaa 1 =K1 jaa = K2). Lisaksi
kaikille (a)-kohdan lauseille patees 1 = a (tarkista!).a 1 on siis mal-

li annetuille vaatimuksille, jossE1 A K2 on tosi. Olkoona ; totuus-
jakelu, joka kuvaa atomiset lausé£t jaV2 todeksi ja muut atomiset
lauseet egtodeksi, eliap = {V1,V2}. Nyt a5 = -(V1AV2), joten
47 ei ole lausejoukon malli.

d) Yksi mahdollisuus on &jenta ensimnaist vaatimusta, koska liik-
keellehhdethes& punainen ja keltainen lamppu palavat monissa lii-
kennevaloissa yhfikaisesti (mieti, kuinka lauseita tulee muuttaa). Lause
logiikan avulla ei voi helposti esdh liikennevalojen toiminnan eri vai-
heita (esim. vihran jalkeen syttyy keltainen lamppu).

6. Tutki totuustaulukoilla, pavatkd seuraavatatteet paikkansa.
a) LausgA— B) — ((B—C) — (A—C)) on pate\a.
b) Lause-((A— B) — ((—~A — B) — B)) on toteutumaton.

c) LauseeiA — B ja —(A — —B) ovat loogisesti ekvivalentteja.
d) {(AAB)V(CAA),(AAB)V—-B} AV (CA-B).

Ratk.

a) Lauseen alilauseet ovatB,C.A —- B A—-CB—C, (B—C) —
(A — C) sela lause itse (merkdan sit@lld). Lause on @te\a, jossp



saa taulukossa kaikilla totuusjakeluilla arvon tosi.

|A|B|C|A—-B|A—=C|B—=C|[(B—C)—(A—C)]|
T
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Viimeinen sarake sidtéa pelkastan arvoar, joten lause on @te\a.

b) Lause on toteutumaton, joss totuustaulukoa sitstaavan sarakkeen kaikki
rivit sisaltavat pelldstan arvoeE.

c)
[A[B[A=B|-A< B
TIT] T T
TIE| E E
E[T| E E
E[E| T T

Taulukosta Ahdaan, eth lauseideA — B ja —A — —B sarakkeet ovat
identtiset, joten ne ovat loogisesti ekvivalentit.

d)‘A\B\C\(A/\B)\/(C/\A)\(AAB)\/ﬁB\Av(CAﬂB)\
T[T[T T T Tx
T[T|E T T Tx
T[E|T T T Tx
T[E|E E T T
E(T|T E E E
E|T|E E E E
E[E|T E T T
E|E|E E T E

Vaite fhatee, kosk&dV (CA—-B) saa arvorT kaikilla niill & riveilla, joil-
lamolemmatAAB)V (CAA)ja(AAB)V—Bsaavatarvoil (merkitty
*:118).



