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Logiikka tietotekniikassa: perusteet

Laskuharjoitus 12 (opetusmoniste, kappaleet 9.1 — 9.5)

24. — 28.4.2006

1. Osoita lauselogiikan avulla oheisten ehtolausekkeideivalenssi.

(@) ! (a==b|| a<h)
(b) al'=b&&! (b>a)

Opetusmoniste @aritteli Boolen lauseet tiettyjen perustapausten avulld; m
den ollessa lyhennysmerkdj&. Nain ollen:
a==b =get ! (a>h) &&! (b>a)
ja
a<b =get b>a

al=b =def !(a::b)

Valitaan atomilauseikgh ="a>b” ja B="b>a". Nain (a)-kohdan lause saa
muodon

~((~AA—-B)VB)

ja (b)-kohdan vastaavasti:

—|(ﬁA/\ —|B) A—B

Havaitaan, et kun ensimraiseen lauseeseen sovelletaan kerran De Morga-
nin s;anba saadaargjkimmainen lause. Bin ollen ne ovat ekvivalentit.

2. Esitetyt ohjelmat koostuvat pigckaisist sijoituslausekkeista.an ollen ne
voidaan ratkaista&yttamalla hyvaksi opetusmonisteessa annettigatfelysanoja:

Sijoituslauseke: [B{x/E}| x=E [B]

[Bo]C1[B1]  [B1] G2 [By
[Bo] C1; C2 [B2]

Kompositio:



Osoita osittainen oikeellisuus seuraavissa tapauksissa:

(@) Fp X>0]y=x+1[y>1]

Ratk. Lahtendlla jalkiehdosta ja soveltamalla sijoituslausekkegitiely9anba
taaksepin saadaan muof@+1>1]y=x+1 [y>1]

x>0 on ekvivalentti lausek& +1>1 kanssa, joten erityisesti siis sen vah-
vennus, jolloin \aite patee.

(b) =p [true]y=x; y=x+x+y [y==3*x]

Ratk. Soveltamalla kahteen kertaan sijoituslausekkegtiplysanta saa-
daan muoto:

X+Xx+y==3*x]y=x+x+y [y==3*x]
X+X+Xx==3*x] y=X [x+Xx+y==3*X]
ja edelleen kompositioréania soveltamalla:

X+X+Xx==3*X] y=X; y=x+x+y [y==3*x].

Lausekex +x +x==3* x on identtisesti tosi kokonaislukujen joukossa, jol-
loin vaite patee.

(€) Eplx>1]a=1; y=x; y=y-aly>08&x>y]

Samoin kuin b-kohdassa sijoituslausekke@atelysania tulee soveltaa
perakkain. Saadaan:

[y-a>0&&x>y-aly=y-ay>08&&x>y]
[X-a>0&&x>x-aly=x[y- a>08&&x>y- a]
[x-1>08&x>x- 1] a=1[x- a>0&&x>x- aJ.

Kompositio®anrbn suoraviivainen sovellus sivuutetaan. Nyt enséisan
ehdonx - 1>0&&x>x- 1 jalkimmainen konjunkti on tutkittavissa kokonais-
lukustruktuureissa aina tosi. Edelleen ehtd >0 on yh&pitava ehdorx > 1
kanssa, joka esiintyyaitteesa.

3. Osoita, eth |=p [t rue] P [z==min(x,y) ], miss1P on seuraava ohjelma:



if(x>y)then{
z=y
telse{
Z=X
}

Ratk. Teh&van ratkaisuun tarvitaan ed@disitettyjen gattelysandjen lisaksi
seuraava&n:

Ehtolauseke: [B1&&B] Cy [By] [B1&&! B|] C; [B2]
[B1] i f(B) then{Ci}el se{C,} [B2]

Pyrita&n osoittamaan == min(x,y). Tamé on siis ylholevan sanrbn ehto
B.. Tutkitaan komentoj&; ja C, erikseenCy:sta saadaan.

[X ==min(x,y)] z=x [z==min(x,y)]

Ehtox == min(x,y) on yhtpitavaa lausekkeern<=y tailausekkeeh(x >y)
kanssa. Luonnollisesti lauseke voidaan kirjoittadswnuotoor r ue &&! (x>y) .
Komennostd&,; saadaan vastaavasti:

[y ==min(x,y)] z=y [z==min(x,y)]

Ja edelleen samallaadttelylla esiendokstr ue &&( x >y) . Nyt voidaan so-
veltaa ehtolausekkeerdgitelysanta (viivan ylapuolella olevat lausekkeet
on johdettu) ja saadaan:

[true]

if(x>y)then{
z=y

telse{

z=X
} [z ==min(x, y)]
. Osoita ohjelmast8umseuraavat ominaisuudet:

(@) Epltrue] Sum[z==x+y]
(b) =t [0<=y] Sum(z==x+y]

Sumon seuraava ohjelma:



Z=X,

v=y,

while(!(v ==0)) {
z=z+1;
v=v-1

}

Tehtivan a-kohdassa (@& todistaa muotoéB;] whi | e( B) {C} [B;] oleva
osittainen oikeellisuus.8Man on annettu seuraava menettely:

Al. Valitaanl siten, eta = (1&&! B) - >By.
A2. Haetaan heikoin esiehtositen, eth =y [I'] C [1].
A3. Osoitetaar=; 1 &B->1’, minka nojallal=p [I &B] C [I] ja edelleen

=p [I] whi l e(B) {C} [I &&! B].
A4. Osoitetaan= [ B1->1.

Menettelysa | on invariantti, joka on aina voimassa silmukan lauseiden
suorituksendlkeen. Nyt silmukkaa tutkimalla havaitaan,dethuuttujanz
arvo kasvaa j& pienenee, erityisesti siis nilden summa pysyy vakiona. Kun
niille lisaksi annetaan alkuarvatja y on summa &iden vakioiden sum-
man suuruinen. Olkoon siislausekez +v==x +y. Nyt havaitaan, eft me-
netelnan kohta Al atee, koskad B on lausekey ==0, josta luonnollisesti
seuraa, eftz ==x +y. Lahde#an siis hakemaan silmukan komentojen hei-
koimpia esiehtoja. Saadaan:

[z+v-1==x+y]v=v-1[z+v==X+Y]
[zZ+1+v-1==x+y|z=z+1[z+V- 1==X+Y]

Saadussa esiehdossa ja - 1 kumoutuvat, jolloin esiehto on sama kuin
invariantti | . Meneteln@n kohdassa A3 tulee osoittaa,aet&&B->1/, so.
lause:

z+v==x+y&&! (v==0) —z+v==x+y

Tama luonnollisesti ptee. Nin ollen f@tee mys:

[z +v ==X +Y]
while(!(v ==0)) {
z=z+1;
v=v-1
[z +v ==x +y &&v ==0]



Meneteln@&n kohta A4 redusoituu lauseén>| todistamiseen. Todistuksen
loppuunsaattamiseksi g viela tutkia alun sijoituslauseet. Saadaan:

[zty==x+y]v=y [z+v==x+y]
[x+y==x+y]z=x[z+y==x+y]
Ensimnainen ehto +y ==x +y on luonnollisesti aina totta.
(b) =t [0<=y] Sum[z ==X +y]

Tehtivan b-kohdassa pyyd#tn todistamaan, éttohjelma myps gattyy ja
etta t@lloin tarvitaan vahvempi esiehtoaydellisen oikeellisuuden todista-
misessa tarvitaan seuraavaa vahvemp@atgysanoa:

B188B8&( E==n)] C [B1&&(E<n)]
[Ba] whi | e(By) {C} [B1&&! By

Saanrbssa By sisaltéa aiemman invariantin léksi vaatimuksen sit, eth
kokonaislukulausek& >=0. Saan® sanoo, e#t aina kun toistolausekkeen
komentojaC suoritetaan invariantin ja toistolausekkeen ehdon dless-
massa niin valitaanpa kokonaislukumuuttujgarvo miten tahansa, niin ai-
na, kun esiehto on voimassa niéiKiehto on mys. &lkiehto puolestaan sa-
noo, etk invariantti filyy ja kokonaislukulauseke pienenee aidosiil{®n
kuitenkin ei-negatiivisena). &n ollen komentojerC toistaminen johtaa
vaistimatta siihen, et toistolausekkeen ehto menee lopultategeksi ja
ohjelman suoritusiten @attyy.

Esimerkkiohjelmassa lausekkeeksivoidaan valitav. Talloin paattely ko-
mennoilleC saa muodon:
[Z+V-1==x+y&&0<=v- 1&&V- 1<n]v=v- 1 [z+v==Xx+y&&0<=v &&V <n]
[z+v==Xx+y&&0<=v- 1&&V- 1<n]z=z+1 [z+V- 1==X+y&&0<=v- 1&&Vv- 1<n]
Jotta @attelysania voisi kaytia tytyy todistaa, eft saatu esiehto oragt-

telysdanrbssa tarvittavan esiehdoB; &&B,&&( E==n) looginen seuraus.
Kyseinen esiehto saa muodon:

z+v==x+y&&0<=v&&! (v==0) &&v ==

Looginen seuraavuusfee, koska muuttujalie voidaan valita vain positii-
visia arvoja, jotta vasen puoli saadaan todeksin\llen voidaan gatelia:



[z +v ==x +y &&0 <=V]
while(!(v ==0)) {

z=z+1;

v=v-1
[z +v ==x +y &&0 <=v &&v ==0]

Nyt 0<=v on jalkiehdon totuusarvon kannalta luonnollisesti redunilant
Paattelyn loppuunsaattamiseksigi#tviela tutkia alun sijoituslauseet:
[Z+y==x+y&&0<=y]v=y [z+V==X+y &&0<=V]

[X+y==x+y&&0<=y] z=X [z +y==X+Yy &&0<=Y]

Saatu esiehto redusoituu siis muotdb¥ry eli ohjelma @attyy vain jos
muuttujany arvo on ei-negatiivinen, kun ohjelman suoritus aloitetaan



