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1. Määritä klausuulijoukkojen

a) {{¬G(x,c)}},

b) {{P( f (y),y)}},

c) {{P(x)}, {¬P(a), ¬P(b)}},

d) {{¬P(x,y), ¬P(y,z), G(x,z)}},

e) {{¬P(x,y)}, {Q(a,x), Q(b, f (y))}} ja

f) {{P(x), Q( f (x,y))}}

Herbrand-universumit ja kannat.

Ratk.
Herbrand-universumiU muodostuu termeistä, jotka voidaan muodostaa klau-
suulijoukossa esiintyvistä vakio- ja funktiosymboleista. Jos klausuulijou-
kossa ei ole vakiosymboleita, universumiin otetaan jokin vakiosymboli, esi-
merkiksia (näin tehd̈aän kohdissa b), d) ja f)). Herbrand-kantaB muodostuu
atomisista lauseista, jotka ovat konstruoitavissa klausuulijoukossa esiinty-
vistä predikaattisymboleista käytẗamällä argumentteina Herbrand-universu-
min U termej̈a.

a) U = {c}, B = {G(c,c)}.

b) U = {a, f (a), f ( f (a)), ...}, B = {P(e1,e2) |e1 ∈U,e2 ∈U}.

c) U = {a,b}, B = {P(a),P(b)}.

d) U = {a}, B = {P(a,a),G(a,a)}.

e) U = {a,b, f (a), f (b), f ( f (a)), f ( f (b)), ...},
B = {P(e1,e2) |e1 ∈U,e2 ∈U}∪{Q(e1,e2) |e1 ∈U,e2 ∈U}.

f) U = {a, f (a,a), f (a, f (a,a)), f ( f (a,a),a), f ( f (a,a), f (a,a)), ...},
B = {P(e) |e ∈U}∪{Q(e) |e ∈U}.

2. Tarkastellaan kaavajoukkoa

Σ = {∀xP(x,a,x), ¬∃x∃y∃z(P(x,y,z)∧¬P(x, f (y), f (z)))}



a) MuunnaΣ klausuulijoukoksiS.

b) AnnaS:n Herbrand-universumiH sek̈a Herbrand-kantaB.

c) Esiteẗaän Herbrand-struktuurit Herbrand-kannan osajoukkoina. HaeS:lle
osajoukkorelaatioon,⊆, nähden minimaalinen ja maksimaalinen Herbrand-
malli.

Ratk.

a) Lauseesta∀xP(x,a,x) saadaan klausuuli{P(x,a,x)}. Lausejoukon toi-
nen lause¬(∃x∃y∃z(P(x,y,z)∧¬P(x, f (y), f (z))) tuottaa klausuuliin
{¬P(x,y,z),P(x, f (y), f (z))}. Näin ollen saadaan klausuulijoukkoS =
{{P(x,a,x)},{¬P(x,y,z),P(x, f (y), f (z))}}.

b) Herbrand-universumiH = {a, f (a), f ( f (a)), . . .} = { f n(a) | n ≥ 0} ja
Herbrand-kantaB = {P(e1,e2,e3) | e1,e2,e3 ∈ H}.

c) Maksimaalinen Herbrand-malliS:lle saadaanB:sẗa, sillä jokainen ter-
mi muotoaP( f n(a),a, f n(a)), n≥0 kuuluuB:hen (ensimm̈ainen klausuu-
li toteutuu), ja jokainen termi muotoaP( f n(a), f m+1(a), f k+1(a)), miss̈a
n,m,k ≥ 0, kuuluuB:hen (toinen klausuuli toteutuu).

Minimaalinen Herbrand-malli on{P(a,a,a),P(a, f (a), f (a))}.

3. Muunna ongelma predikaattilogiikan lauseen

∃x∃y(P(x) ↔¬P(y)) →∃x∃y(¬P(x)∧P(y))

pätevyyden selvitẗamisesẗa lauselogiikan toteutuvuusongelmaksi ja ratkaise
ongelma lauselogiikan menetelmin.

Ratk.
Muodosta lauseen klausuulimuotoS (äärellinen, ei funktiosymboleja), et-
si S:n Herbrand universumiH ja edelleen Herbrand-instanssien joukkoS′

(äärellinen). T̈amän voit n̈ahd̈a lauselogiikan klausuulijoukkona ja käytẗaä
esimerkiksi (lauselogiikan) resoluutiota saadun lauselogiikan klausuulijou-
kon p̈atevyyden tarkastelemiseen.

4. Laadi substituutioiden{x/y,y/b,z/ f (x)} ja {x/g(a),y/x,w/c} kompositio.

Ratk.
Substituutioita kompositoitaessa on kiinnitettävä huomiota kahteen asiaan:

– Mikäli tulos olisi muotoax/x, sitä ei kirjata lopputulokseen.

– Jos j̈alkimmäinen substituutio korvaa samaa muuttujaa kuin edellinen,
korvaus suoritetaan ensimmäisen substituution perusteella.



Näin saadaan:
{y/b,z/ f (g(a)),w/c}

5. Mitk ä ovat seuraavien literaalijoukkojen yleisimmät unifioijat?

a) {P(x,g(y), f (a)),P( f (y),g( f (z)),z)}

b) {P(x, f (x),g(y)),P(a, f (g(a)),g(a)),P(y, f (y),g(a))}

c) {P(x, f (x,y)),P(y, f (y,a)),P(b, f (b,a))}

d) {P( f (a),y,z),P(y, f (a),b),P(x,y, f (z))}

Ratk.
Sovelletaan unifikaatioalgoritmia vaiheittain:

a) σ0 = ε (tyhjä substituutio)
S0 = {P(x,g(y), f (a)),P( f (y),g( f (z)),z)}
D(S0) = {x, f (y)}
σ1 = {x/ f (y)}
σ0σ1 = {x/ f (y)}
S1 = {P( f (y),g(y), f (a)),P( f (y),g( f (z)),z)}
D(S1) = {y, f (z)}
σ2 = {y/ f (z)}
σ0σ1σ2 = {x/ f ( f (z)),y/ f (z)}
S2 = {P( f ( f (z)),g( f (z)), f (a)),P( f ( f (z)),g( f (z)),z)}
D(S2) = { f (a),z}
σ3 = {z/ f (a)}
σ0σ1σ2σ3 = {x/ f ( f ( f (a))),y/ f ( f (a)),z/ f (a)}
S3 = {P( f ( f ( f (a))),g( f ( f (a))), f (a))}
Unifiointi onnistui, yleisin unifioija onσ0σ1σ2σ3.

b) σ0 = ε
S0 = {P(x, f (x),g(y)),P(a, f (g(a)),g(a)),P(y, f (y),g(a))}
D(S0) = {x,a,y}
σ1 = {x/a}
S1 = {P(a, f (a),g(y)),P(a, f (g(a)),g(a)),P(y, f (y),g(a))}
D(S1) = {a,y}
σ2 = {y/a}
S2 = {P(a, f (a),g(a)),P(a, f (g(a)),g(a))}
D(S2) = {a,g(a)}
Termit a ja g(a) eivät unifioidu; unifiointi ei siis onnistu.

c) σ0 = ε
S0 = {P(x, f (x,y)),P(y, f (y,a)),P(b, f (b,a))}



D(S0) = {x,y,b}
σ1 = {x/b}
S1 = {P(b, f (b,y)),P(y, f (y,a)),P(b, f (b,a))}
D(S1) = {b,y}
σ2 = {y/b}
S2 = {P(b, f (b,b)),P(b, f (b,a))}
D(S2) = {b,a}
Termit b ja a eivät unifioidu; unifiointi ei onnistu.

d) σ0 = ε
S0 = {P( f (a),y,z),P(y, f (a),b),P(x,y, f (z))}
D(S0) = { f (a),y,x}
σ1 = {y/ f (a)}
S1 = {P( f (a), f (a),z),P( f (a), f (a),b),P(x, f (a), f (z))}
D(S1) = { f (a),x}
σ2 = {x/ f (a)}
S2 = {P( f (a), f (a),z),P( f (a), f (a),b),P( f (a), f (a), f (z))}
D(S2) = {z,b, f (z)} (z:aa ei voi korvataf (z):lla)
σ3 = {z/b}
S3 = {P( f (a), f (a),b),P( f (a), f (a), f (b))}
D(S3) = {b, f (b)}
Termit b ja f (b) eivät unifioidu; unifiointi ei onnistu.

6. Osoita, etẗa

a) substituutioiden kompositio ei ole kommutatiivinen, eli että on ole-
massa substituutiotσ ja λ s.e.σλ 6= λσ.

b) yleisimm̈at unifioijat eiv̈at ole yksik̈asitteiset, eli etẗa jollekin lause-
joukolle S on olemassa kaksi yleisintä unifioijaa,σ ja λ, s.e.σ 6= λ.

Ratk.

a) Olkoonσ = {x/a} ja λ = {x/b}. Näille päteeσλ 6= λσ.

b) LausejoukollaS = {P(x),P(y)} on olemassa kaksi yleisintä unifioijaa:
{x/y} ja {y/x}.

7. Unifioi {P(x,y,z),P( f (w,w), f (x,x), f (y,y))}.

Ratk.
Yleisimmäksi unifioijaksi saadaan unifikaatioalgoritmiä soveltaen

{x/ f (w,w),y/ f ( f (w,w), f (w,w)),

z/ f ( f ( f (w,w), f (w,w)), f ( f (w,w), f (w,w)))}.



8. Todista resoluutiolla, että ei ole olemassa miesparturia, kun:

a) Jokainen parturi ajaa niiden miesten parrat, jotka eivät itse aja partaan-
sa.

b) Kukaan parturi ei aja niiden miesten partoja, jotka ajavat itse partansa.

Ratk.
Kuvitellaan, etẗa universumi koostuu joukosta miehiä. Käyteẗaän formali-
soinnissa seuraavia predikaatteja:P(x) = “x on parturi” jaA(x,y) = “x ajaa
y:n parran”.

a) ∀x(P(x) →∀y(¬A(y,y) → A(x,y))),

b) ∀x(P(x) →∀y(A(y,y) →¬A(x,y))).

Muodostetaan klausuulit:

a) ∀x(P(x) →∀y(¬A(y,y) → A(x,y)))
∀x(¬P(x)∨∀y(A(y,y)∨A(x,y)))
∀x∀y(¬P(x)∨A(y,y)∨A(x,y))
¬P(x)∨A(y,y)∨A(x,y)
{¬P(x1), A(y1,y1), A(x1,y1)}

b) ∀x(P(x) →∀y(A(y,y) →¬A(x,y)))
∀x(¬P(x)∨∀y(¬A(y,y)∨¬A(x,y)))
∀x∀y(¬P(x)∨¬A(y,y)∨¬A(x,y))
¬P(x)∨¬A(y,y)∨¬A(x,y)
{¬P(x2), ¬A(y2,y2), ¬A(x2,y2)}

Halutaan todistaa¬∃xP(x) ja siksi muodostetaan lauseen negaatio∃xP(x).
Tämä lause muutetaan klausuulimuotoon{P(a)}.

Klausuuleista

{¬P(x1), A(y1,y1), A(x1,y1)} ja {¬P(x2), ¬A(y2,y2), ¬A(x2,y2)}

saadaan

{¬P(x3)} (substituutio{x1/x3,x2/x3,y1/x3,y2/x3})

Klausuuleista{P(a)} ja{¬P(x3)} saadaan tyhjä klausuuli (substituutio{x3/a}).
Täten klausuulijoukko on toteutumaton ja¬∃xP(x) seuraa loogisesti pre-
misseisẗa.

9. Esiteẗaän luonnolliset luvut 0,1,2, . . . muuttujattomilla termeill̈a 0, s(0),
s(s(0)), . . . , jotka rakentuvat vakiosymbolista 0 ja funktiosymbolistas, joka
tulkitaan funktioksis(x) = x+1 luonnollisille luvuillex.



a) Tarkoittakoon predikaatitJ2(x),J3(x) ja J6(x) sitä, etẗa luonnollinen
luku x on jaollinen kahdella, kolmella ja kuudella. Määrittele n̈amä
predikaatit predikaattilogiikan lausein siten, että predikaatinJ6 määritelmä
perustuu predikaattienJ2 ja J3 määritelmiin.

b) Todista resoluutiolla, että jos luonnollinen lukux on kahdella ja kol-
mella jaollinen, niin luonnollinen lukux+6 on kuudella jaollinen.

Ratk.
Todetaan ensin perustapaukset, s.o. että 0 on kahdella ja kolmella jaollinen.

J2(0),

J3(0).

Edelleen, kuinka n̈aisẗa p̈aätell̈aän jaollisuus suuremmille luvuille:

∀x(J2(x) → J2(s(s(x)))),

∀x(J3(x) → J3(s(s(s(x))))).

Ja lopuksi m̈aäritellään kuudella jaollisuus:

∀x(J2(x)∧ J3(x) → J6(x)).

Jotta resoluutiota voisi soveltaa, tulee lauseet muuttaa klausuulimuotoon.
Täss̈a tapauksessa se on melko suoraviivaista.

∀x(J2(x) → J2(s(s(x))))

∀x(¬J2(x)∨ J2(s(s(x)))

{¬J2(x),J2(s(s(x)))}.

SamoinJ3(x)-predikaatin m̈aärittelev̈alle lauseelle saadaan{¬J3(x),J3(s(s(s(x))))}.
EdelleenJ6(x):n määrittelev̈a lause saadaan muotoon:

∀x(J2(x)∧ J3(x) → J6(x))

∀x(¬(J2(x)∧ J3(x))∨ J6(x))

∀x(¬J2(x)∨¬J3(x)∨ J6(x))

{¬J2(x),¬J3(x),J6(x)}.



Kyselyn negaatiosta tulee seuraavat kolme klausuulia:

¬∀x(J2(x)∧ J3(x) → J6(s6(x)))

¬∀x(¬(J2(x)∧ J3(x))∨ J6(s6(x)))

¬∀x(¬J2(x)∨¬J3(x))∨ J6(s6(x)))

∃x¬(¬J2(x)∨¬J3(x)∨ J6(s6(x)))

∃x(J2(x)∧ J3(x)∧¬J6(s6(x)))

{J2(c)},{J3(c)} ja {¬J6(s6(c))}.

Resoluutio laaditaan seuraavasti:

1. {J2(c)}, P

2. {¬J2(x1),J2(s(s(x1)))}, P

3. {J2(s(s(c)))}, 1 & 2, x1/c

4. {¬J2(x2),J2(s(s(x2)))}, P

5. {J2(s4(c))}, 3 & 4, x2/s(s(c))

6. {¬J2(x3),J2(s(s(x3)))}, P

7. {J2(s6(c))}, 5 & 6, x3/s6(c)

8. {J3(c)}, P

9. {¬J3(x4),J3(s(s(s(x4))))}, P

10. {J3(s(s(s(c))))}, 8 & 9, x4/c

11. {¬J3(x5),J3(s(s(s(x5))))}, P

12. {J3(s6(c))}, 10 & 11,x4/s(s(s(c)))

13. {¬J2(x6),¬J3(x6),J6(x6)}, P

14. {¬J3(s6(c)),J6(s6(c))}, 7 & 13, x6/s6(c)

15. {J6(s6(c))}, 12 & 14

16. {¬J6(s6(c))}, P

17. ¤, 15 & 16

Resoluutiosta saatiin tyhjä klausuuli, so. v̈aite piẗaä paikkansa.


