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Laskuharjoitus 11 (opetusmoniste, kappaleet 6.1 — 8.4)

11.-21.4.2006

1. Maarita klausuulijoukkojen

a) {{-G(x.c)}},

b) {{P(f(y),y)}},

¢) {{P()}, {~P(a), =P(b)}},

d) {{-P(xy), =P(y,2), G(x,2)} },

e) {{-P(xy)}, {Q(&x),Q(b, f(y))}} ja
B {{P(), Q(f(x,y))}}

Herbrand-universumit ja kannat.

Ratk.

Herbrand-universunt muodostuu termeigt jotka voidaan muodostaa klau-
suulijoukossa esiintyviat vakio- ja funktiosymboleista. Jos klausuulijou-
kossa ei ole vakiosymboleita, universumiin otetaan jolkiesymboli, esi-
merkiksia (nain teh@an kohdissa b), d) jaf)). Herbrand-kamahuodostuu
atomisista lauseista, jotka ovat konstruoitavissa klalisukossa esiinty-
vista predikaattisymboleistaalyttamalla argumentteina Herbrand-universu-
minU termeg.

)

a) U ={c},B={G(c,c)}.

b) U ={a f(a), f(f(a)),...}, B={P(er,e)[e1€U,e2 € U}.

c) U ={ab}, B={P(a),P(b)}.

d) U ={a},B={P(a a),G(a a)}.
(

e) U ={ab,f(a), f(b), f(f(a)), f(f(b),..},
B={P(er,&)|e1€U,eac UtU{Q(er, &)|e1 €U, e, €U}

)
fy U={a f(aa),f(a f(aa)f(f(aa),a),f(f(aa),f(aa),..}
B={P(e)|lecU}uU{Q(e)|ecU}.

2. Tarkastellaan kaavajoukkoa

> = {¥xP(x,a,x), ~3Ix3y3z(P(x,y,z) A—P(x, f(y), f(2)))}



a) MuunnaX klausuulijoukoksiS.
b) AnnaSn Herbrand-universunt seka Herbrand-kant8.
c) Esitetan Herbrand-struktuurit Herbrand-kannan osajoukkoirzee3ile

osajoukkorelaatioori;, nahden minimaalinen ja maksimaalinen Herbrand-
malli.

Ratk.

a) LauseestsxP(x,a,x) saadaan klausuulP(x, a, x) }. Lausejoukon toi-
nen lause-(3x3y3z(P(x,y,z) A =P(x, f(y), f(z))) tuottaa klausuuliin
{=P(x,y,2),P(x, f(y), f(2))}. Nain ollen saadaan klausuulijouko=
{{P(x,a,x)},{-P(x,y,2),P(x, f(y), f(2))}}.

b) Herbrand-universuntl = {a, f(a), f(f(a)),...} ={f"(a) | n >0} ja
Herbrand-kant® = {P(e1,e,€3) | €1,e2,63 € H}.

c) Maksimaalinen Herbrand-mafille saadaam:sta, silla jokainen ter-
mi muotoaP(f"(a),a, f"(a)), n > 0 kuuluuB:hen (ensimréinen klausuu-
li toteutuu), ja jokainen termi muotd®( f"(a), f™1(a), f¥+1(a)), miss
n,m,k > 0, kuuluuB:hen (toinen klausuuli toteutuu).

Minimaalinen Herbrand-malli ofP(a,a,a),P(a, f(a), f(a))}.

3. Muunna ongelma predikaattilogiikan lauseen

IxFY(P(X) < —P(y)) — I3Ay(—P(x) AP(Y))

patevyyden selviimisesh lauselogiikan toteutuvuusongelmaksi ja ratkaise
ongelma lauselogiikan menetelmin.

Ratk.

Muodosta lauseen klausuulimuoB(@arellinen, ei funktiosymboleja), et-
si Sn Herbrand universunti ja edelleen Herbrand-instanssien jouk&o
(aarellinen). Taman voit rahda lauselogiikan klausuulijoukkona jakttéa
esimerkiksi (lauselogiikan) resoluutiota saadun laugé&an klausuulijou-
kon patevyyden tarkastelemiseen.

4. Laadi substituutioidegx/y,y/b,z/f(x)} ja {x/g(a),y/x,w/c} kompositio.
Ratk.
Substituutioita kompositoitaessa on kiinnigai huomiota kahteen asiaan:
— Mikali tulos olisi muotoax/x, sita ei kirjata lopputulokseen.

— Jos alkimmainen substituutio korvaa samaa muuttujaa kuin edellinen,
korvaus suoritetaan ensinaimsen substituution perusteella.



Nain saadaan:

{y/b,z/f(g(a)),w/c}

5. Mitka ovat seuraavien literaalijoukkojen yleisiratunifioijat?

Ratk.
Sovelletaan unifikaatioalgoritmia vaiheittain:

a) og = € (tyhja substituutio)
S = {P(x,9(y), f(a)).P(f(y),9(f(2).,2)}
D(S) = {x f(y)}
o1 ={x/f(y)}
0001 = {X/f(y)}
S ={P(f(y),a(y), f(a)),P(f(y),9(f(2),2)}
D(S1) ={y. f(2)}
o2 =1{y/f(2)}
000102 = {X/f(f(2)),y/f(2)}
S ={P(f(f(2),9(f(2), f(a)),P(f(f(2),9(f(2),2)}
D(&)={f(a),z}
o3 ={z/f(a)}
00010203 = {x/f(f(f(a))),y/f(f(a)),z/f(a)}
S={P(f(f(f(a))).9(f(f(a)),f(a)}

Unifiointi onnistui, yleisin unifioija orogo10203.
b) op=¢

S = {P(x, f(x),0(y)),P(a, f(g9(a)),9(a)),P(y, f(y),9(a)) }
D(S) = {xay}

01 = {x/a}

S = {P(a, f(a),9(y)),P(a f(g(a)),q9(a)),P(y, f(y),9(a))}
D(S1) ={ay}

o, = {y/a}

S = {P(a f(a),9(a)),P(a, f(g(a)),9(a))}

D(S) ={a 9@}

Termitaja g(a) eivat unifioidu; unifiointi ei siis onnistu.
C) Op=¢

Q= {P(X7 f(X,y)), P(yv f(ya a))a P<b7 f(b7 a))}



D(S) = {x,y,b}

o1 = {x/b}
st = {P(b, f(b,y)),P(y, f(.@)),P(b, f (b,a))}
D(S1) = {b,y}
02 = {y/b}
D($) = {b,a}
Termitb ja a eivat unifioidu; unifiointi ei onnistu.
d) Op=¢
S ={P(f(a),y.2),P(y, f(a),b),P(x.y, f(2))}
D(So) = {f(@),y.}
o1 ={y/f(a)}
S = {P(f(a), f(a),2),P(f(a), f(a),b),P(x f(a), f(2))}
D(S1) = {f(a),x}
o2 = {x/f(a)}
S ={P(f(a), f(a),2),P(f(a), f(a),b),P(f(a), f(a), f(2))}
D(S) ={zb, f(2)} (zaa ei voi korvatd (z):la)
o3 = {z/b}

S = {P(f(a), f(a),b),P(f(a), f(a), f())}
D(S) = {b, f(b)}
Termitb ja f (b) eivat unifioidu; unifiointi ei onnistu.

6. Osoita, eth

a) substituutioiden kompositio ei ole kommutatiivinen, etta on ole-
massa substituutiat ja A s.e.O\ # Ao.
b) yleisimmat unifioijat eiat ole yksilkasitteiset, eli e#t jollekin lause-
joukolle Son olemassa kaksi yleis@unifioijaa,o ja A, s.e.0 # A.
Ratk.

a) Olkoono = {x/a} jaA = {x/b}. Naille pateecA # Ao.
b) Lausejoukollé&s= {P(x),P(y)} on olemassa kaksi yleisiunifioijaa:
{x/y} ja{y/x}.
7. Unifioi {P(x,y.2), P(f(w,w), f(x,X), f(y.y))}.

Ratk.
Yleisimmaksi unifioijaksi saadaan unifikaatioalgoritmsoveltaen

[/ (waw), y/ F(F(w), £ (ww)),
2/ F(F(F(ww), F(ww)), (F (ww), F(ww))}.



. Todista resoluutiolla, edtei ole olemassa miesparturia, kun:

a) Jokainen parturi ajaa nilden miesten parrat, jotkatefse aja partaan-
sa.

b) Kukaan parturi ei aja niiden miesten partoja, jotka ajége partansa.

Ratk.

Kuvitellaan, etd universumi koostuu joukosta mi@hiKayteéan formali-
soinnissa seuraavia predikaattdpéx) = “x on parturi” jaA(x,y) = “X ajaa
y:n parran”.

a) VX(P(x) — VY(=A(Y,Y) — AX,Y))),
b) ¥X(P(x) — VY(A(Y,y) — —A(X,Y))).

Muodostetaan klausuulit:

a) VX(P(x) — Vy(—A(Y,y) — A(X,Y)))
YX(=P(x) V YY(A(Y,Y) VA(X,Y)))
VXVY(=P(X) VA(Y,Y) VA(X,Y))
—P(x) VA(Y,y) VA(X,Y)

{_'P(X1)7 A(yl7yl)7 A(Xlayl)}

b) ¥X(P(x) — YY(A(Y,y) — =A(X,Y)))
VX(=P(X) V VY(=A(Y,y) V —A(X,Y)))
VXVY(=P(X) V =AY, Y) V =A(X,Y))
—P(x) vV =AY,y) V -A(X,Y)
{_'P(X2)7 _'A(y27y2)7 _'A<X27y2)}

Halutaan todistaa3xP(x) ja siksi muodostetaan lauseen negaaiBb(x).
Tama lause muutetaan klausuulimuotofd®(a) }.

Klausuuleista
{=P(x1), Aly1,y1), Alxt,y1)}  ja  {—-P(x2), 7A(Y2,¥2), “A(X2,¥2)}

saadaan

{-P(x3)} (substituutio{x1 /X3, X2/X3,Y1/X3,Y2/X3})

KlausuuleistgP(a)} ja {—P(x3) } saadaan tyljklausuuli (substituuti¢xs/a}).
Taten klausuulijoukko on toteutumaton faxP(x) seuraa loogisesti pre-
misseish.

. Esitetéan luonnolliset luvut 01,2, ... muuttujattomilla termeil. 0, s(0),

s(s(0)), ..., jotka rakentuvat vakiosymbolista O ja funktiosynibtals, joka
tulkitaan funktioksis(x) = x+ 1 luonnollisille luvuillex.



a) Tarkoittakoon predikaatit2(x),J3(X) ja J6(X) sita, eth luonnollinen
luku x on jaollinen kahdella, kolmella ja kuudella. &lrittele rama
predikaatit predikaattilogiikan lausein siten ggtredikaatid6 maaritelma
perustuu predikaattied? ja J3 maaritelmiin.

b) Todista resoluutiolla, €itjos luonnollinen lukw on kahdella ja kol-
mella jaollinen, niin luonnollinen lukx+ 6 on kuudella jaollinen.

Ratk.

Todetaan ensin perustapaukset, s.@ @tn kahdella ja kolmella jaollinen.
J32(0),
J3(0)

Edelleen, kuinka aist paatelldan jaollisuus suuremmille luvuille:

Vx(J2(x) — J2(s(s(x)))),
WVX(I3(x) — J3(S(S(S(X)))))-

Ja lopuksi ndaritellaan kuudella jaollisuus:

Vx(J2(X) A I3(X) — J6(X)).

Jotta resoluutiota voisi soveltaa, tulee lauseet muuttaaskulimuotoon.
Tass tapauksessa se on melko suoraviivaista.

VXx(J2(X) — J2(s(s(X))))
Vx(=J2(X) V I2(s(s(X)))
{=J2(x), J2(s(s(x))) }-

Samoin)3(x)-predikaatin rdarittele\alle lauseelle saadadrJ3(x), J3(s(s(s(X)))) }-
Edelleen)6(x):n méarittele\& lause saadaan muotoon:

VX(J2(X) A I3(X) — J6(X))
VX(=(32(x) AJ3(X)) V I6(X))
Vx(=J2(X) V =J3(x) vV J6(X))
{=32(x), ~J3(x), J6(x) }-



Kyselyn negaatiosta tulee seuraavat kolme klausuulia:

X))
(x)))
°()))

—Vx(J2(x) A I3(x) — JI6(s?(x
—Vx(—(J2(x) AJI3(X)) v I6(P
—Vx(=J2(x) V ~J3(x)) V I6(S
Ix—(=J2(x) V —J3(x) v I6(°(x)))
IX(JI2(x) A I3(x) A —~I6(S°(X)))
{32(c)},{33(c)} ja {~J6(s°(0))}.

Resoluutio laaditaan seuraavasti:

1. {J2(c)}, P

2. {=J32(x1),I2(s(s(x1)))}, P
3. {J2(s(s(c)}, 1&2,x1/C

4. {=J2(x2),J2(s(s(x2))) }, P
5. {32(s(c))}, 3 & 4, x2/5(s(c))
6. {=J2(x3),J2(s(s(X3))) }, P
7. {32(s%(c))}, 5 & 6, x3/s°(c)
8. {J3(c)}, P

9. {=J3(xa),I3(s(s(s(x4)))) }, P

[
o

. {33(s(s(s(c))))}, 8 & 9, xa/c

- {J8(x5),I3(s(s(s(xs)))) }, P

- {33(5%(¢))}, 10 & 11,x4/5(s(s(c)))

13. {~J2(%e), ~J3(xe),I6(%e) }, P

14. {=33(s°(c)), J6(s°(c))}, 7 & 13,%/5°(c)
15. {J6(s5(c))}, 12 & 14

16. {~J6((c))}, P

17. 0,15 & 16

B
N P

Resoluutiosta saatiin tyajklausuuli, so. &ite pita paikkansa.



