T-79.3001 Kevat 2006
Logiikka tietotekniikassa: perusteet

Laskuharjoitus 1 (johdanto 3.1 — 3.2, lauselogiikka 1.1 — 1)5
17.-20.1.2006

1. Osoita induktiolla, etin-alkioisella joukolla on 2 osajoukkoa.

Ratk.
Perustapaus: 0-alkioisella joukolla (olettaea ®) eli tyhjalla joukolla on
yksi osajoukko, se itse. Ligksi 2 = 1.

Induktio-oletus: \&ite pitee arvollan = k, eli k-alkioisella joukolla on ¥
osajoukkoa.

Induktioaskel: Tarkastellaan joukkdajossa ork+ 1 alkiota. Valitaan jou-
kosta mielivaltainen alki@. JoukonA osajoukot jakautuvat osajoukkojen,
joissaa on mukana, joukkooiB ja osajoukkojen, joissa ei ole mukana,
joukkoonC. JoukkoC on k-alkioisen joukon osajoukkojen joukko (pohdi
miksil). Induktio-oletuksen perusteell@| = 2. Toisaalta, jokaineB:n al-
kio voidaan bijektiivisesti kuvata tietyk&l:n alkioksi (poistamalla). Patee
siis|B| = |C|. Koska kukinA:n osajoukko kuuluu jok®:hen taiC:hen (mut-
ta ei molempiin), onA:n osajoukkojen lukui@@ra |B| + |C| = 2"+ 2" =
2% 20 =2M1, O

2. Todista seuraavat lauseet:

a) AU(BNC) = (AUB)N(AUC).
b) E—(AnB)=(E—A)U(E—B).

Ratk.

Tarkastellaan tilannetta nk. Vennin digrammeilla gimalla kolme lomit-
tain mene®a vapaamuotoista suljettua kuviota ja merkitg&déniihin A, B
ja C. Varjga taman jalkeen kuvioita lauseiden perusteella sisiménigpe-
raatioista alkaen. Mili operaatio on unionu, varjatéan alue, jossa jom-
pikumpi joukoista on edustettuna. Leikkauksesgalee luonnollisesti olla
molemmat. Komplementti sisaltéa universumin kaikki muut alkiot.

Esitetan formaalimpi todistus kohdaan a). Osoitetaan eAsi{BNC) C
(AUB)N (AUC). Olkoona mielivaltainen alkio siten, eita € AU (BNC).
Talloin pateea € Ataiac BNC, joka tarkoittaa edelleen, éthe Bjaac C.
Josa € A, pateeac AUB jaac AUC ja edelleerac (AUB) N (AUC).



Toisaalta, josa € Bjaa e C, patee mpsac AUBjaac AUC. Nain ollen
ae (AuB)N(AUC).

Toinen suuntg AUB) N (AUC) C AU (BNC) menee vastaavalla tavalla.
Olkoona mielivaltainen alkio joukostgAUB) N (AUC). Talldinac AUB
jaae AUC. On jalleen kaksi vaihtoehtoa € Ataiac B jaa e C. Jos
ac A talldin mybsa e AU (BNC) ja toisaalta josa € B ja a € C, patee
mybdsac AU (BNC).

Nain ollen a) kohdan aite patee.
3. limaise seuraavataittamat lauselogiikalla:

a) En saa tgta valmiiksi, ellet si@ auta.

b) Eitippa tapa, eil@ampariin huku.

c) Kuljen tydmatkat jalan, pgralla tai joskus autolla.

d) Merja ja Arto tulevat meille kydan.

e) Koska olet ollut ilk&, et saaglkiruokaa.

f) Vaikka manuaali olikin piti&, se tuntui loppuvan kesken.

g) Jos minulta kysyan — tai vaikkei kysythisikdéan — niin Fanen ei
kannata ostaa autoa, tai sitteéimien on asuttava kaukan@&paikastaan
ja bensiinin on tultava halvemmaksi.

Ratk:

a) A — —B, kun
A ="Sina autat”
B ="Saan tyn valmiiksi”

b) -AA-B, kun
A ="Tippa tappaa”
B =" Ampariin hukkuu”

c) AvBVC, kun
A ="Kuljen tydomatkat jalan”
B = "Kuljen tydmatkat pyralla”
C ="Kuljen tydmatkat joskus autolla”

d) Joko:A, kun
A ="Merja ja Arto tulevat meille kyéan”
tai: AA B, kun
A ="Merja tulee meille kyéan”
B = "Arto tulee meille kyban”



e) Esim.A— —Btai AA =B, kun
A ="0Olet ollut ilkead”
B = "Saat plkiruokaa”

f) Esim.AAB, kun
A ="Manuaali oli pitka”
B = "Manuaali tuntui loppuvan kesken”

g) AV-A— -BV (CAD), kun
A ="Minulta kysytaan”
B = "Hanen kannattaa ostaa auto”
C ="Hanen on asuttava kaukan@paikastaan”
D = "Bensiinin on tultava halvemmaksi”

4. Olkoon atomisten lauseiden joukko= {A B,C}. Mitka seuraavista ovat
lauselogiikan lauseita. Perustele.

a A
Ratk. Kyll &, atominen lause.

b) ~(AAB))
Ratk. Ei, ei voida johtaa lauseenmuodostsdilla. Ei mydskian
sisalla parillista ndaraa sulkuja (kts. teléva 5).

c) (AA(B— (ANQ)))
Ratk. Kyll a, vastaukseksi voi esimerkiksi anté@s¢nnyspuun, josta
muodostusi@nbjen soveltaminendy ilmi.

d) Tanéan sataa.
Ratk. Ei, luonnollista kiel.

5. Todista eth sulkujen ndara jokaisessa lauselogiikan lauseessa on parillinen.

Ratk. Todistetaan &ite induktiolla lauseen satamien konnektiivien ré&aran
suhteen.

Perustapaus: Lause, jossa ei oledght konnektiivia on atomilause, ja se
sisaltéa 0 sulkua (0 on parillinen luku).

Induktio-oletus: Lause, jossa on korkeintagkonnektiivia, si&ltaa parilli-
sen n@aran sulkuja.

Induktio-askel: Tarkastellaan lauseftajossa om+ 1 konnektiivia. Lause
f on muotoa(—a), (a Vv p), (aAB), (a — B) tai (a < B). Nyt kussakin
mahdollisessa tapauksessg 3 ovat lauseita, joissa on korkeintaakon-
nektiivia. Induktio-oletuksen mukaanja 3 sisaltavat parillisen ndaran sul-
kuja. Nain ollen lausef sisaltéa mybs parillisen ndaran sulkuja.



6. Poista tarpeettomat sulut ilman,d&tauseen merkitys muuttuu.

a) (A— ((BAC)VD))

b) (A—=B)A(B—C)) = (A—=C))
c) ((AA(BVC))V (AA(CVD)))
d) ((=(AAB)) < ((B—C)AA))
e) ((FA)A(=B)) — ~(AVB))

Ratk. Sovelletaan sopimuksia konnektiivien vahvidugstyksest:

a) A— (BAC)VvD

b) A—B)A(B—C)— (A—=C)
c) (AA(BVC))V(AA(CVD))
d) =(AAB) <~ (B—C)AA

e) "AA-B— —(AVB)

7. Mita muotoa edellisen tedan lauseet ovat. Anna niillédgennyspuut.
Ratk. Muoto maaraytyy uloimmasta konnektiivista:

a) Implikaatio.
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b) Implikaatio.
c) Disjunktio.
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d) Ekvivalenssi.
e) Implikaatio.



9. Anna allaolevan lauseen alilauseet ja laadi sille totwlskdko.

(-A— (-B—C)) = (=(-A—B) = C)

Ratk. Leveysuuntaisella haulla saadaa# — (=B — C),
-(-A—B)—C,-A, -B—C,-(-A—B),C, A —B,
-A — B, B. Lisaksi lause on itse oma alilauseensa.



