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Ihmisen suorittama paattely

Nakemyksia loogiseen paattelyyn

on usein erilaisten syiden ja seurausten analysointia. Keskeisia piirteita:
e paattelykyvyn rajallisuus ja
* kidytettdvissd olevien resurssien (aika ja muisti) rajallisuus.

Esimerkki.

Hemmo tulee toihin omalla autollaan ainoastaan silloin, kun sataa tai
bussinkuljettajat ovat lakossa. Muutoin han kulkee toihin bussilla.
Hemmo tuli tdn3ddn toihin omalla autollaan.

Bussinkuljettajat ovat tdndan normaalisti toissa.

Tandan sataa.

~
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Formaali paattely
Matemaattinen logiikka tekee loogisesta paattelysta formaalin:

e vaittamat esitetddan formaalilla kielelld ja

e johtopdatosten hyviksyttavyydelle annetaan eksaktit kriteerit.
Malli on ideaalinen (vrt. ihmisen suorittama paittely) ja abstrakti.

Paattely voidaan palauttaa merkkijonojen kasittelyksi ao. kielessa.

Esimerkki. Formalisoidaan edellisen esimerkin vaittamat:
{ S—A L—-A A-SvL, A -L }

Naistd voidaan paatellda Svaikkapa semanttisen taulun menetelmalla.

N

/
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/Esimerkki. Todistuksesta muodostuu seuraavanlainen puu:
T(S—A)
|
T(L—A)
I
T(A—SVL)

T-L

8 L

X

Todistuksen muoto ei riipu atomisille vaittdmille S A ja L annetuista

merkityksista (suoritettujen paatelmien abstraktius).

~

/
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Automaattinen/mekaaninen paattely
Toteutetaan looginen piattely tietokoneohjelmana (p&attelykone).

Esimerkki. Suoritetaan vastaava paattely erdalld automaattisella
teoreemantodistimella (htt p: // wwmw uni x. nts. anl . gov/ AR/ otter/):

Syotetiedosto: Osa tulosteesta:

set(auto). | eeeeieiaa-a- PROOF ------------
formula_list(usable). 3 [] -AS|L.

S->A 4[] -L.

L->A 5[] -S

A-> S|L. 6] A

A -L. -S. 8 [hyper,6,3,unit _del,5,4] $F.
end(list). | e------- end of proof ---------

.

~
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Esimerkki. Tarkastellaan yksinkertaisen halyttimen kuvausta:

Jarjestelman kuvaus: Formaali esitys:
Jos savua, niin halytys. A—C
=

Jos ovi auki, niin halytys. B—C

Havainnot: savua tai ovi auki. AVB
!

Paattelykone

4

Tulkinta jarjestelmassa:

— Johtopaatos: C

Halytys!
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/2 Logiikan sovelluskohteita
tietojenkasittelyssa

Voidaan nahda karkea kahtiajako:

¢ Paattelykomponentti jarjestelman osana: esim.

— Ehtolausekkeiden ajonaikainen evaluointi

— Kyselyjen evaluointi (tietokannat, hakukoneet, ...)
— Logiikkaohjelmointi (PROLOG)

— Rajoiteohjelmointi

e Jdrjestelmdn ominaisuuksien madrittely ja analysointi: esim.

— Ehtolausekkeiden muokkaaminen ohjelmia kehitettdessa
— Ohjelmien vaatimusmaarittelyt ja oikeellisuustarkastelut

K — Ohjelmien synteesi

/
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Esimerkki. Kombinatoriset piirit

Laskevatko seuraavat kombinatoriset piirit samat funktiot?

ha
A B C A B Cc

Piirien kuvaukset lauselogiikalla: =AA (BVC) ja =(AV (-BA—C))

-

~
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Esimerkki. Ohjelmien ehtolausekkeet

Olkoon nmyptr tyyppia “char *" C-kielessa.
[* TAPA 1 */
if(nyptr !'= NULL && nmyptr[0] == "/") dothis(nyptr);
if(!'(myptr == NULL || myptr[0] ==".")) dothat(nyptr);

/* TAPA 2 */
if(nyptr !'= NULL) {
if(myptr[0] =="/") dothis(myptr);
if(myptr[0] '=".") dothat(myptr);
}

Kutsutaanko funktioita dot hi s(nmyptr) ja dothat (nyptr) tasmalleen
samoilla ehdoilla?

/
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Esimerkki. Ohjelmien esi- ja jilkiehdot

Olkoon P seuraava ohjelma:

a=0;
z =0;
while (a!l=vy) {
Z=17+X
a=a+1l; Esiehto:  y>=0
} Jalkiehto:  z==x*y

Halutaan osoittaa, ettd [ y>=0] P [z==x*Yy] eli jos ohjelman P suoritus
alkaa esiehdon vallitessa, niin jalkiehto on tosi suorituksen paattyessa.

-

~

)
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Esimerkki. Deduktiiviset tietokannat

linkki(otaniemi, tapiola)

linkki(otaniemi, lehtisaari)

Vxvy(linkki(x,y) — linkki(y, X))
Yxvy(linkki(X,y) — yhteys(X,y))
VXYYVz(yhteys(X,Y) Ayhteys(y, Z) — yhteys(X,z))

Kuinka selvitetdan vastaus kyselyyn yhteys(tapiola, lehtisaari)?
Entd perinteiselld relaatiotietokannalla (SQL-kysely)?

N
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Esimerkki. Logiikkaohjelmointi (PROLOG)

append([],L,L).
append([Al T], L, [A S]) :- append(T,L,S).

?- append([1,2,3],[4,5,6],X).
X=101273,4,5,6]
?- append([1,X3],Y,[1,2,3,4]).

X =2, Y=[4]

Vrt. yleinen nikemys: PROGRAM = LOGIC + CONTROL
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N C N

Esimerkki. Todistetaan, ettd kaikille luonnollisille luvuille n patee

Esimerkki. Jarjestelmdn maarittely ja ominaisuuksien analysointi

Helsingin seudun matkakorttijarjestelman 042l ool _q
kortinlukijan valot toimivat seuraavilla pe-

riaatteilla (kts. www. mat kakortti. net): Perustapaus: 2°=1ja 2! —1=2-1=1

1. Vihred valo: kausilippu voimassa / ar- Induktiohypoteesi: 20+ 21+ 421 =211
volippu maksettu / vaihto voimassa. Induktioaskel: 204214+ 4 2n— (20+21+“._|_2n71)+2n
= (2 —1)42

—2x2M—1=2M1_1

2. Vihred ja keltainen valo: kautta jaljelld
3 tdyttd paivaa tai vahemman / arvoa

jaljella 5 euroa tai vahemman. o ) ) ) ) ) )
Tuloksen tietojenkasittelyllinen merkitys: taydellisessd bindaripuussa on

3. Punainen valo: kausi / vaihto ei voi- . . . . L .
lehtisolmuja yksi enemman kuin sisdsolmuja.

massa, muu virhe.
e Jos kysymyksessa on hakupuu, niin puun syvyyden n kasvattaminen

Onko mahdollista, ettd kaikki valot palavat yht3aikaisesti?

& / K N+ l:een johtaa tyomaardn kaksinkertaistumiseen. /
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3 Joitain esitietoja

Induktioperiatteesta kaytetaan usein tiettyjd muunnelmia.

3.1 Induktioperiaate luonnollisille luvuille  Téaydellinen induktio (induktio-oletusta vahvennettu):
Jos P(0) jaVneN: (VmeN: (m<n+1— P(m)) — P(n+1)),
Luonnollisten lukujen joukko maaritelladn induktiivisesti: niin ¥n € N : P(n).

* 0 on luonnollinen luku ja Esimerkki. Jokainen luonnollinen luku n> 1 voidaan kirjoittaa

e jos non luonnollinen luku, niin myds N+ 1 on luonnollinen luku. alkulkujen tuloksi.
Jos halutaan osoittaa, etta kaikilla luonnollisilla luvuilla n on jokin * Yhtiaikainen induktio k:n eri ominaisuuden Py, ..., P suhteen:
ominaisuus P, sovelletaan seuraavaa periaattetta: Jos P1(0),...,R(0) ja
Maaritelmad. Induktioperiaate. vneN:Vie{l,... k}:(Vje{l,... .k} :Pj(n) = R(n+1)),
Olkoon P(n) luonnolliselle luvulle n maaritelty ominaisuus. niin Vne N: Py(n),...,Vne N: B(n).
Jos P(0) ja Vne N: (P(n) — P(n+1)), niin Vn€ N: P(n). Kayttokelpoinen tilanteissa, joissa Py, ..., P riippuvat toisistaan.

- / -
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3.2 Joukko-opin peruskisitteet

Johdanto

Tarkastellaan joukkoja A= {a,b} ja B={b,c}.
e Joukon jasenyys: ac A be AjacgA

¢ Joukkojen yhtdsuuruus: A= B
(koska A:lla ja B:lld ei ole samat alkiot).

* Tyhja joukko: O (tai vaihtoehtoisesti {})
e Osajoukko: 0C A AZBjaBZA.
* Aito osajoukko: 0 C A

* Joukkojen kardinaliteetti: |0] =0 ja |A| = |B| =2

N /
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Keskeisia joukkojen vilisia operaatioita

Johdanto

Tarkastellaan edelleen joukkoja A= {a,b} ja B={b,c}:
¢ Joukkojen unioni: AUB = {a,b,c}
* Joukkojen leikkaus: ANB = {b}
 Joukkojen erotus: A—B={a} ja B—A={c}
* Karteesinen tulo: Ax B={(a,b), (a,c), (b,b), (b,c)}

* Potenssijoukko (eli joukon kaikki osajoukot):

2 = {0,{a},{b},{a,b}} ja |28 =2A =22 =4

\Huomio. Joukko 22 = {0} eli joukko, jonka alkiona on tyhja joukko! J
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/3.3 Relaatiot

e Joukkojen Ay, ...,An karteesinen tulo
Apx--xAn={(a1,...,an)|a1 € Ag,...,an € An}.

e Jos A=A, ..., A=A saadaan
A'=Ax---xA={(a1,...,an)|a1 €A,...,an € A}.
———
n kpl
Erikoistapaukset: Al = {(a)|ac A} =Aja A° = {()}.
e Joukkojen Ay, ..., Ay vdlinen n-paikkainen relaatio R on karteesisen
tulon Ap X --- X A, osajoukko.

Esimerkki. Kaksi relaatiota luonnollisten lukujen valilla:

{n|n€ N on pariton} C Nt

Q<x,y,z>|x2+ﬁ:£, xeN, yeN, ze N} C N®
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Maaritelma. Bindarirelaatio RC Ax A on
o refleksiivinen, joss kaikille a € A patee (a,a) € R.
o irrefleksiivinen, joss kaikille a € A pitee (a,a) € R.
e symmetrinen, joss kaikille a € A ja b € A patee:
jos (a,b) € R niin (b,a) € R
e asymmetrinen, joss kaikille a€ A ja b € A patee:
jos (a,b) € R, niin (b,a) Z R
e transitiivinen, joss kaikille a€ A, b € A ja ¢ € A patee:
jos (a,b) € Rja (b,c) € R, niin (a,¢c) € R

e ekvivalenssirelaatio, joss R on refleksiivinen, symmetrinen ja

transitiivinen.

/
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3.4 Funktiot

e Funktio f A1 x--- X Ay — Aon relaatio f CAp X -+ X Ap X A,
joka toteuttaa funktionaalisuusehdon:

kaikille a1 € A1, ..., @, € Ay on olemassa tasmaélleen yksi a € A
siten, ettd (ay,...,an,a) € T (eli f:n arvo pisteessd (ag,...,an)).
» Kyseista alkiota merkitdin lausekkeella f(ay,...,an).

Maaritelma. Funktio f : A— B on

* injektio, joss kaikille a€ A ja b € A patee f(a) # f(b).

e bijektio, joss f on seka injektio ettd surjektio.

.

* surjektio, joss kaikille b € B on olemassa a € A siten, etta f(a) =Dh.

~

/
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