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1 Merkint6ja ja yleisia maaritelmia

Kelpoisuusmaaston F ajatellaan yleensd muodostuvan konfiguraatiojoukosta X,
jonkinlaisesta naapuruusmitasta x, seki kelpoisuusfunktiosta f : X — R. Usein
tietojenkasittelyongelmissa maaston pohjana on jokin graafi G = (V, E), jolloin
X koostuu graafiin liittyvistd konfiguraatioista (esim. syklit kauppamatkustajan
ongelmassa) ja x madritelliin naapurusjoukkojen N(z) avulla. Solmu v kuuluu
solmun w naapurustoon N(w) jos ja vain jos (v,w) € E. Solmujen naapuruus-
suhteita esitetddn luontevasti naapurusmatriisilla A, jossa

Axy:{ 1, jos z € N(y),

0, muulloin;

Suuntaamattomassa tapauksessa tdmé on tietenkin symmetrinen, eli z € N(y)
jos ja vain jos y € N(z). Graafin diagonaalinen astelukumatriisi D méaaritellaan
asettamalla D, = |N(z)|. k-sdannolliselle graafille (jossa kaikilla solmuilla on
tasmalleen k naapuria) péatee tietenkin D = kI. Asteluku- ja naapurusmatriisin
erotuksena mééritellddn graafin (diskreetti) Laplace-operaattori A = D — A.
T4lla on aina yhtend ominaisarvona nolla ja tétd vastaavana ominaisvektorina

(1,1,...) [Sta95).

2 Satunnaismaastot

Satunnaismaasto on sellainen kelpoisuusmaasto, jonka méaérittavat jollekin para-
metrijoukolle annetut satunnaiset arvot. Se maéaritellaan darellisen konfiguraa-
tiojoukon X ja funktioperheen {f : X — R} avulla seuraavasti [RS02]:

Maéidritelmd 1. Satunnainen W-maasto F yli X:n on satunnaisavaruus

F={f:X —R | f:l4 on ominaisuus W}, A, u).



Tissé A on o-algebra! ja u: A — [0, 1] mitta. Matemaattisesti ajateltuna sa-
tunnaismaasto on siis jokin sopiva todennékoéisyysavaruus. Jatkossa keskitytdan
tarkastelemaan satunnaismuuttujia

Vz € X : evaly : Q = R, jossa evaly(f) = f(x).

Merkitaan satunnaismuuttujan £ : © — R odotusarvoa E[{] ja varianssia vas-
taavasti V[¢]. Kiytetdsin seuraavaa lyhennysmerkintii Eleval,] £ E[f(z)] sa-
tunnaismaaston odotusarvolle z:ssd [RS02]. Maéaritellddn edelleen kovarianssi-
matriisi C tuttuun tapaan:

Cay = Covlevaly, evaly] = E[f () f(y)] — E[f (2)E[f (y)]-

T4Am& on symmetrinen matriisi, eli C = C7, ja liséiksi positiivisesti semidefiniitti
(uTCu > 0 ja ominaisarvot > 0).

2.1 Fourier-kehitelma

Madritelladn kelpoisuusfunktion f Fourier-kehitelmd seuraavasti [Sta02b]:
f@) = arer().
k

Téssd {¢x} on A:n ortonormaalien ominaisvektorien kanta. Kukin ¢, voidaan
tavallaan tulkita X:n kelpoisuusfunktiona. Téassé g on vakio, sitd vastaava omi-
naisarvo nolla, ja ag = (1/|X|) >°,cx f(x) = f eli kelpoisuusfunktion keskiarvo.

Taméa Fourier-kehitelma voidaan edelleen hajottaa A:n monikertaisten ominai-
sarvojen yli, jolloin saadaan

f@)=c+Y_ Béal(x).
A

Téssd ¢ = ap on maaston keskiarvo, @x(z):t ovat ns. alkeismaastot eli norma-
lisoidut ominaisvektorit, ja arvot |82 = 3 |ax|?> muodostavat f:n amplitudis-
pektrin [KNRO1]. Maaston (tai oikeastaan sen kustannusfunktion) sanotaan ole-
van alkeismaasto, kun f(z) = ¢+ ¢(z), jossa ¢ on vakio ja ¢ vastaa jotain A:n
ominaisarvoa # 0 [HS98|. Kertauksena mainittakoon myds, ettéd alkeismaastoilla
jokaisella paikallisella maksimilla z € X péatee f(z) > ao.

l5-algebra F joukolle X on epatyhjs joukko X :n osajoukkoja, joille pitee
(i) 0eF,

(ii) jos A € F niin myés X \ A € F

(iii) jos An on jono F':ssi, ndiden yhdiste on myos F'ssi.

My6s muita ekvivalentteja mdaédritelmid voidaan kirjoittaa, tdmd on osoitteesta
http://mathworld.wolfram.com/SigmaAlgebra.html.



2.2 Amplitudispektri

Tietyn A:n ominaisavaruuden kontribuutiota maaston varianssiin voidaan ar-
vioida amplitudispektrilld [Sta02al

Bz Y lal
k:Aprp=Apy

Koska _, |8r|? = 02, voidaan normalisoida: By = |B)|?/a%. Arvojen B) muo-
dostamaa vektoria {B)} kutsutaan maaston amplitudispektriksi. By voidaan
maéaritelld myds maastojen f ja fy varianssien suhteena

_ <f>\7f>\> _ Zk:Acpk:)\cpk |Gk|2

T <f7f> - Zk:A(pk;éO|ak|2 ’

jossa f = f(x) — f on poikkeama keskiarvosta [RS02]. Kun vieli miaritellisn
B(0) = 0, saadaan By > 0. Normalisoidulle lausekkeelle patee myds Y, By =1
[HS98].

2.3 Karhunen-Loéve -kehitelma

Kun otetaan {f : X — R} perusavaruudeksi Q:lle, muodostavat C:n ortogo-
naalit ominaisvektorit {1} sille kannan. T#ta kantaa kiyttden voidaan kirjoit-
taa seuraava sarjakehitelmé, joka on ns. pddkomponenttihajotelma eli Karhunen-
Loéve -sarja [RS01]:

f@) = bpe(x) kun 7 € X.
k

Padkomponenttihajotelman avulla voidaan jokainen satunnaismaasto esittaa li-
neaarikombinaationa korreloimattomin satunnaiskertoimin [Sta02b]. Reidys ja
Stadler [RS02] kiyttavit seuraavaa klassista tulosta 1930-luvulta todetakseen,
ettd U,% = V[bg]. C:n ominaisarvot voidaan siis “palauttaa” kertoimista by ja
piinvastoin. Lisiksi lauseesta seuraa, ettd maaston varianssille V[f(z)] = o2
pitee 02 =TrC =), o2.

Lause 1. Olkoon o} C:n se ominaisarvo, joka vastaa ominaisvektoria {yy}.
Talloin Karhunen-Loéve -sarjan kertoimet b; ovat kesken#ddn korreloimattomia
satunnaismuuttujia, joille pétee Cov[bg,b;] = a,%ékj, kun 1 < k,l < |X|.



2.4 Entropia

Satunnaismaaston Q@ = ({f : X — R | f:lld on omin. W}, A, u) entropia S
saadaan lausekkeesta

s=— [t du(s).

Entropialle voidaan johtaa (ks. [Sta02b|) seuraava tulos sijoittamalla mitan g
paikalle normaalijakauman lauseke:

Lause 2. Olkoon F satunnaismaasto, jolle C on positiivisesti definiitti ja C:n
ominaisarvoille pétee a,% > 0. Talléin F:n entropialle péatee

1 2te 1
< = —-|X|In— + = 1
§<Sc =3 |n|X|+2§k:n

Al X |
0-2

ASc

Téassd Sc on normaalijakauman entropia kovarianssimatriisilla C. Se saavuttaa
maksimiarvonsa tietylle varianssille o2 jos ja vain jos A\, = o02/|X|. Télléin
lauseen 2 summatermin arvoksi saadaan In 1 = 0. Satunnaismaaston entropian
maéérittely on siis jirkevdd antaa komponenteittain: § = S,2 + ASc + ASyg,
jossa,

(i) ASpg= S —Sc on hévi6 jonka aiheuttaa normaalijakaumasta poikkeami-
nen,

(ii) S,2 on suurin mahdollinen entropia tietylle varianssille o2, ja

(iii) ASc madrdd C:n spektristd aiheutuvan hévion (kun graafin kaaret korre-
loivat, ei C ole diagonaalimatriisi eli AS¢ < 0).

3 Satunnaismaastojen sdannollisyysominaisuuksia

Satunnaismaastot ovat usein tietylld tapaa hyvin sd&nndllisid. Reidys ja Stad-
ler [RS02] maarittelevat lukuisia sdédnnollisyysominaisuuksia, joista ensimmai-
nen ja heikoin on pseudo-isotropia:

Maisritelmi 2. Satunnaismaasto F on pseudo-isotrooppinen, jos seuraavat
ehdot kaikille x € X tayttavat vakiot ag, v ja w ovat olemassa:

(i) E[f(z)] = ao

(ii) V[f(z)] =”
R
(iii) X Z Coy=w

yeX



Téassé ag on jilleen keskiarvokelpoisuus ja vakiota w kutsutaan F:n keskimé&a-
raiseksi korrelaatioksi [SH99].

Maastojen sddnnollisyyden pseudo-isotropiaa syvemmaéssa tarkastelussa on tar-
peen tarkastella maastoa komponenteittain. Monet tarkedt satunnaismaastot
voidaankin kirjoittaa satunnaiskertoimisten komponenttien summana, kuten alkeis-
maastojen lineaaarikombinaationa. Summaesityksessi merkitdan kertoimia yleen-
sé ¢;:114 ja komponentteja eli maastojen “piirteitd” J;:114.

Maisritelma 3. [RS01] Olkoot ¢; riippumattomia reaaliarvoisia satunnaismuut-
tujia (j = 1,...,n) sopivan todennékdisyysavaruuden Q; = (R, A;, ;) yli. Ol-
koon © = {¥; : X - R | j = 1,...,n} funktioperhe. Additiivinen satunnais-
maasto on todennékdisyysavaruus (S2x, ®;A;, ju;), jossa

Qx = {f : X =R | f(z) = Z:Cjﬁj(m)}-

Additiivinen satunnaismaasto lyhennetdéin yleensd arl (engl. additive random
landscape). Sitd merkitdan myds, kenties hieman intuitiivisemmin, F (X, 0, (¢;)).
On huomattava, ettd jokainen maasto €2, jonka mitta u noudattaa normaalija-
kaumaa, on additiivinen lauseen 1 ja normaalijakauman ominaisuuksien perus-

teella [RSO01].

Maisritelma 4. Additiivinen satunnaismaasto on wuniformi, jos ja vain jos
kaikki seuraavista ehdoista tayttyvét:

(i) satunnaismuuttujat c¢; ovat riippumattomia ja noudattavat samaa jakau-
maa — merkitdédn i.i.d. (engl. independent and identically distributed)

(ii) seuraavat ehdot Vi tayttévit vakiot a,b € R ovat olemassa:

S die) = 1Xla ja 3 03(z) = 1X]b.

zeX zeX

Ehdot ovat semanttisesti “samat” kuin pseudo-isotropian odotusarvon ja va-
rianssin vakioisuusehdot sovellettuna kullekin piirrefunktiolle erikseen.

Tata médritelméd voidaan edelleen tiukentaa tarkastelemalla “kelpoisuuden” ja-
kautumista piirteiden yli kullekin konfiguraatiolle, kun uniformisuudessa tarkas-
tellaan vain konfiguraatioita kunkin piirteen yli erikseen [RS02]:

Maiaritelma 5. Uniformi additiivinen satunnaismaasto on tiukasti uniforms,
jos sellaiset vakiot d,e € R ovat olemassa, joille mille tahansa konfiguraatiolle
x € X, seuraavat ehdot patevét:

Zﬂi(x) =d ja Zﬁ?(m) —e.



Tiukasti uniformi satunnaismaasto on aina myos pseudo-isotrooppinen, mutta
my6s pelkistddn uniformi maasto voi tiettyjen ehtojen tayttyessd olla pseudo-
isotrooppinen. Ndmé ehdot méiritelladn seuraavassa lauseessa [RS02]:

Lause 3. Uniformi satunnaismaasto F on pseudo-isotrooppinen, jos ja vain jos
F on tiukasti uniformi tai kaikki seuraavista ehdoista tayttyvat:

() 3 9i(z) =0,
zeX
(i) Elei] = 0 ja

(iii) on olemassa vakio e € R siten, ettd Vz € X : 2193 (z)=e

7

Téasséd e on médritelty samoin kuin tiukan uniformisuuden tapauksessa; ehto siis
“joustaa” vakion d olemassaolosta. Lisdksi vaaditaan, ettd uniformisuusvakio
a ja satunnaiskertoimien odotusarvo ovat saavat arvon nolla (maasto on siis
tavallaan normeerattu, silla kelpoisuuden keskiarvo seké kertoimien odotusarvot
ovat molemmat nolla).

Tarkastellaan seuraavassa muutamien Reidysin ja Stadlerin [RS01] valitsemien
esimerkkimaastojen ilmaisemista additiivisina satunnaismaastoina sekid nididen
sadnnollisyysominaisuuksia.

3.1 Ising-spinmaastot

Ising-spinmaasto ajatellaan tédssi koostuvaksi n spinistd x;, joista kukin on jo-
ko tilassa 1 tai —1, eli z; = +1. Maaritellddn vuorovaikutusjoukot I € T; usein
ndmé ovat pareja eli VI € 7 : |I| = 2, mutta yleisesti niiden voidaan ajatella ole-
van minké kokoisia tahansa (1 < |I| < n). Vuorovaikutusenergioiden oletetaan
olevan muotoa cr [[;c; xi, jossa cy:t ovat i.i.d. ja E[c;] = 0. Mééritelldén piir-
refunktio kullekin vuorovaikutusjoukolle erikseen kertomalla ko. joukon spinien
arvot keskenddn: ¥7(z) = [[;c; -

Selvésti pétee, ettd ¥r(x) = +1 kaikille konfiguraatioille z. On ilmeistd, ettd
pitee myds 92(z) = 1, silld 12 = (—1)2 = 1. Vertaamalla niiti méaéritelmia
uniformisuusmééritelméaén havaitaan, ettd on 16ydetty vakio b = 1/|X| =1/2"
jokaiselle vuorovaikutusjoukolle I. Jos 16ydetdéan viela vakio a, voidaan maasto
todeta uniformiksi; a:lle saadaan arvoksi nolla (kyseessi tavallaan pariteettilas-

ku):
SHa-T( X =) X 1)-o
z€X jel i€l Nzp==1 i¢l N zi=x1
——
91 (z) =0

Yleisesti ottaen tdmén kaltaiset spinlasimaastot (cr:t ovat i.i.d.) ovat unifor-
meja, mutta eivit tiukasti uniformeja. Siihen vaadittavaa vakiota d ei ole aina
mahdollista 16ytaa.



Esimerkkind toimikoon tapaus, jossa on vain kaksi spinid z; ja xo sekd yksi
piirrefunktio ¥12(x) = z1z2. Mahdollisia konfiguraatioita on nelja:

z1 x2 Y12

+ + 1
+ - -1
-+ -1
- - 1

Saadaan siis 9%(z) = 1 kaikille z eli vakio e = 1, mutta vakiota d ei ole olemas-
sa. Ising-spinmaastot ovat kuitenkin pseudo-isotrooppisia, mutta eivit tiukan
uniformiteetin kautta, vaan lauseen 3 jalkimmaéisen vaihtoehdon kautta.

3.2 NK-maastot

Ajatellaan genomin koostuvan n bindérisestd lokuksesta ¢;. Kunkin lokuksen
kelpoisuusarvo riippuu sen omasta tilasta sekd K:n sithen epistaattisesti yh-
distetyn lokuksen tilasta. Konfiguraatio + € X vastaa siis n-bittistd vektoria,
jolloin | X| = 2™. Konfiguraatiot voidaan hahmottaa n-kuution nurkkapisteina,
jolloin konfiguraationaapurustot méarittyvat kuution sarmien mukaisesti.

Lokuksen ¢; riippuvuusjoukko D; méaaritellian K + 1l-alkioisena joukkona, jo-
hon lokus ¢; itse kuuluu. Muut K lokusta arvotaan satunnaisesti. Td4mé& on
ns. satunnaismalli — muitakin vaihtoehtoja NK-maastoille siis on. Mahdollisia
riippuvuusjoukkoja on (”1;1) kappaletta. Kunkin lokuksen riippuvuusjoukko on
tietylle maastolle kiinnitetty, joten erilaisia NK-maastoja samoilla parametreilla
n ja K on lukuisia.

Koska yksittdinen riippuvuusjoukko Dy, méirittelee ne K + 1 alkiota, joiden ti-
lasta ollaan lokuksen ¢; kannalta kiinnostuneita, on sen kulloinenkin tila ajatel-
tavissa (K + 1)-bittisend vektorina. Merkitaén ¢;:lle mééritellyn riippuvuusjou-
kon D,, mahdollisten tilavektorien joukkoa S;:114. Mahdollisia riippuvuusjoukon
tiloja s € S; on selvisti 25K+ = | ;| kappaletta.

Maéritelladn piirrefunktio kullekin lokuksen #¢; ja sen mahdollisen naapurusto-
tilan’ s € S; muodostamalle parille seuraavasti:

' (2) = 1, jos s ja z madrddvat saman tilan kaikille Dy, :n lokuksille,
(£:9)3") 7 1 0, jos s ja T maArddvit ristiriitaisen tilan jollekin Dy, lokukselle.

Jotta péastiisiin samanlaiseen maéaéritelméain kustannusfunktiolle kuin NK-
maastoille yleenséd kiytetddn, lisdtdan kerroin 1/n:

1
I(z) = = ¥ ().
(2) = - (a)
Piirrefunktio saa siis arvon 1/n, kun konfiguraatio z ja riippuvuusjoukon tila s
ovat keskenédén konsistentit. On huomattava, ettd s méaaras vain K + 1 lokuksen
tilaan, muut saavat olla kummassa tilassa tahansa. (Reidys ja Stadler [RS01]
ovat esittdneet tdméin piirrefunktion formaalimmin, joskin vaikealukuisesti.)



Arvotaan kullekin lokuksen ja riippuvuusjoukon mahdollisen tilan parille (¢;, s)
satunnainen reaaliluku ¢ (i.i.d.) ja kirjoitetaan ndiden avulla arl-esitys kelpoi-
suusfunktiolle:

F@) = D i) s, ().

1<i<n,
1<5<1551

Yritetadn laskea téalle uniformisuusvakiot a ja b:

D> Oys(x) = 0

zeX
1
- I
zeX
1 —(K+1 .
= = .2 (K+) — yakio.
n
Téassé siis lasketaan summa yli kaikkien konfiguraatioiden tietylle lokukselle /;
ja tietylle riippuvuusjoukon tilalle s € S;. Kerroin 1/n tulee ¥:n maaritelméasta
ja tekija 27~ (E+1) perustuu siihen, ettd s sitoo vain (K + 1) lokusta, joten
n — (K + 1):m lokuksen tila voidaan valita vapaasti. Niin syntyy siis 27~ (K+1)
mahdollisuutta “tdsméaville” konfiguraatiolle.

Tuloksessa on tekijand |X| = 27, kuten vaadittu uniformisuusehtoissa. Koska
koko tulos on vakio, on selvisti olemassa sopiva kerroinvakio a. Kun lisdksi pitee
192,’ s(x) = (1/n) - 9y, s(x), saadaan myos vakio b maariteltys, joten kuvatun kal-
taiset NK-mallit ovat uniformeja. Ne voidaan néyttdd myos tiukasti uniformeiksi
eli 16ydetaan myos vakiot d = 1 ja e = 1/n:

St = D1=1
=1

i SES;
—_———
1/n

3.3 GBP-maastot

Otetaan kaikki parillisen kokoisen joukon [n] jarjestetyt puolitukset [A, B] kon-
figuraatiojoukoksi X. Kullekin z € X pétee siis A C [n], BC [n], ANB =10 ja
|A| = |B|. Erilaisia puolituksia on selvésti (;}2) = | X| kappaletta. Méaritellaan
seuraavanlainen piirrefunktioiden perhe:

1, jos solmut ¢ ja j eri puolilla jakoa,
0, muulloin,

Vi # j; dij(x) = {

seké reaaliarvoisten satunnaismuuttujien d;; (i.i.d.) perhe, joilla dj; = d;; kun
1 # j. Nyt voidaan méiritelld kelpoisuusfunktiolle arl-esitys seuraavasti:

fla) = dijdy().
i#]

8



Tutkitaan tdman uniformisuus eli koitetaan 16ytda vakiot a ja b. Tarvitaan seu-
raavat havainnot pohjaksi laskelmalle:

(i) ¥s5(x) saa arvon 1 vain kun 4 ja j ovat eri puolilla jakoa, ja

(ii) jos i ja j on kiinnitetty eri puolille, loput solmut voidaan jakaa ((n”:? /2)
tavalla kelvolliseksi puolitukseksi.

Ryhmitelldén kohdassa (ii) todettu binomikerroin muotoon | X| a:

( n—2 ) _ (n—2)! _ 1 . n!
(n—2)/2 (n=2)/2) n-(n—-1) ((n—2)/2)?
B 1 n! _ (n/2)? n!

n-n—1) (n/2=1)2 n-(n—=1) (n/2)?

_ n? 1 1 n n
4 n-(n—=1) 4 n-1\n/2)"
S— —

vakio a |X]|

Kun liséksi 9;5(z) = 19?3- (z) eli b = a, on tillainen GBP-maasto uniformi. Se on
helposti havaittavissa myos tiukasti uniformiksi:

RVCES B TS D) RS

i#j i€AjeB  i€BjeA
~—

~—
(n/2)? (n/2)?

3.4 TSP-maastot

Kauppamatkustajan ongelmassa konfiguraatiojoukko X koostuu luonnollisesti
mahdollisista n kaupunkia kiertavistd reiteistd. Kukin reitti vastaa jotain [n]:n
permutaatiota, jolloin konfiguraatiojoukko X on ekvivalentti symmetrisen ryh-
mén S, kanssa, joten | X| = |S,| = n!.

Oletetaan kaupunkien véliset etdisyydet dj; satunnaisiksi ja maéritelldén rei-
tin 7 pituus summaamalla sen “varrella” olevat etéisyydet: ), d () ri—1)- Té-
mén perusteella voidaan kirjoittaa arl-esitys kelpoisuusfunktiolle reitin suhteen
ottamalla kayttoon piirrefunktioperhe, joka valitsee reitiltd kaaren kerrallaan
kiyttden Kroneckerin deltafunktiota:

f(r)= Z dyi Z Ok, (5)O1,r(i—1) -
WL =1

k#l ~

-~

1 (1)

Téassd on huomattava, ettei siis “kiertoa” permutaation viimeisestd alkiosta en-
simmaéiseen oteta huomioon laskuissa, eli jos k on positiossa n ja [ positiossa



1, ei ko. vierekkyyttd lasketa. Artikkelissaan Reidys ja Stadler [RS01] mé#éarit-
televit reitit tosin suljetuiksi poluiksi, mutta annetuissa uniformisuustuloksissa
néin ei oleteta, vaan “viimeinen kaari” jaa pois. Tulokset voisi tietenkin johtaa
myds suljetun polun tapaukselle. Tassé seuraan artikkelissa annettuja tuloksia.

Tutkitaan téllekin uniformisuus eli etsitdén vakiot a ja b:

> Z5T(z)k57(z D= D Sre=1(k)—1)y = |Snl/n = (n—1)!

TESH l 1 TESH

-~

Fri(T)

Saadaan siis a = 1/n, koska tapoja valita sellainen permutaatio, jossa tietyt
kaksi alkiota k ja [ ovat perdkkiin on (n — 1)! kpl.

Koska jélleen pitee 9y (7) = 9%,(7), saadaan b = a. Maasto on siis uniformi.
Tiukka uniformisuus saadaan myos néytettya (d = e):

D du(r) ZZZ%M 1)1—225 riw)-ng =n =1

kAL k1K i=1 k 14k
#kl(‘r)

Nain siksi, etta kullakin reitilla on n — 1 “vilid” kuljettavana.

Jos halutaan késitelld symmetristd TSP-ongelmaa, eli etdisyyksille pitee dg; =
dji,, muutetaan piirrefunktion méaéritelmas seuraavasti:

n

I (7) = Z(5k,r(i)5z,7(i—1) +61,7()0k,r(i-1)), 1 <k <I<n.
=1

Laskut onnistuvat edelleen eli my6s symmetrinen tapaus tuottaa tiukasti uni-
formin maaston.

3.5 Isotropia

Uniformisuus ja pseudo-isotropia ovat melko heikkoja ominaisuuksia, jonka vuok-
si on maaritelty liséksi isotropia, joka on tavallaan analogia stokastisen prosessin
vakaudelle (engl. stationarity) ja edelleen *-isotropia [RS02].

Maééritelméd 6. Satunnaismaasto on isotrooppinen X x X:n ositukselle R,
jos seuraavat ehdot tayttavat vakiot ag,v € R sekd funktio ¢ : R — R ovat
olemassa:

(i) Vz € X : E[f(z)] = ag ja V[f(z)] = v*
(ii) V(z,y) € p: Cpy = (1), p € R.

Odotusarvoon ja varianssiin kohdistuva rajoitus on tdsméilleen sama kuin pseudo-
isotropian méaritelméssé, eli kdytdnnossd ehto (i) on tiukennus vastaavaan
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pseudo-isotropian ehtoon (1/]X]) 3> c x Czy = w. Nyt vaaditaan téllaisen kes-
kiarvoisuuden sijaan, ettd kovarianssimatriisin alkioilla on vakioarvo kussakin
osituksen R luokassa .

Rajoittamalla osituksen R ominaisuuksia voidaan vetdd yhteys isotropian ja
pseudo-isotropian vilille. Maaritellddn ensin, ettd X x X:n ositus R on homo-
geeninen, jos diagonaali {(z,z) | z € X} muodostaa siind oman luokkansa. Li-
siksi sanotaan, ettd X x X:n ositus R on sdannéllinen luokkien asteen suhteen,
jos {y € X | (z,y) € x}| el riipu alkion z € X valinnasta millekdén luokalle
X €R.

Lause 4. Jos F on isotrooppinen homogeenisen ja luokkien asteen suhteen
sadnnollisen X x X:n osituksen suhteen, se on myos pseudo-isotrooppinen.

Viel4 kolmaskin isotropiamuoto on mééritelty (tosin tdmaé yhtyy isotropian kans-
sa ns. assosiaatioskeemoille):

Maiaritelma 7. Olkoon A suuntaamattoman graafin naapurusmatriisi. Satun-
naismaasto on x-isotrooppinen A:n suhteen jos E[f(z)] = ap ja C € (A).

Tamai tarkoittaa siis, ettd kovarianssimatriisi on oltava ilmaistavissa naapurus-
matriisin polynomina. Additiivisille satunnaismaastolle *-isotropia méaéritelladn
sen Fourier-kehitelmin avulla:

Lause 5. Additiivinen satunnaismaasto on *-isotrooppinen jos ja vain jos sen
Fourier-kertoimille a; (A:n ominaisarvojen ortonormaalikannan suhteen) pétee:

(i) Elag] =0kun £ #0
(ii) Covlak,a;] = 0k;Viak]

(ili) V]ag] = V]a;] jos ¢; ja ¢ ovat samassa ominaisavaruudessa

Vaaditaan siis, etteivit Fourier-kertoimet korreloi keskendfn ja ettd samaan
A:n ominaisavaruuteen kuuluvilla kertoimilla on sama keskiarvo ja varianssi.
x-isotrooppisten satunnaismaastojen Fourier- ja Karhunen-Loéve-esitykset yh-
tyvat. Tatd sdannollisyysominaisuutta kuvaa myds se, ettd satunnaismaaston
entropia saavuttaa maksimiarvon jos ja vain jos ko. maasto noudattaa normaa-
lijakaumaa ja on *-isotrooppinen.

Esimerkkejéd -isotrooppisista maastoista ovat GBP- ja TSP-maastot [Sta02b].
Monet Ising-spinmaastot ja NK-variantit eivit puolestaan ole *-isotrooppisia

[RS02].
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