T-79.298 Digitaalisten jarjestelmien lisensiaattikurssi 29.10.2001Sari Leppénen, sari.leppane:

Lineaarisen ja haarautuvan ajan

temporaalilogiikat

e Ohjelman suoritus voidaan mallintaa

— useiden erillisten laskentasekvenssien joukkona
(lineaarinen aikalogiikka)

— laskentapuuna, jossa haarautuminen kuvaa
ohjelman suorituksenaikaista epadeterministista
valintaa (haarautuvan ajan logiikka)

e Ohjelman oikeellisuustarkastelussa tutkimme

laskentapuun maksimaalisia polkuja

— Polku 0 = (w1, w2, ...) on ddreton tai darellinen
tilajono, joka muodostetaan valitsemalla kullekin
tilalle w;(0 < ¢ < |o|) seuraajatila w;y1 siten, ettd
(wi, wit1) € I(R;)(R; € R)

Polku on maksimaalinen (téyspolku), jos se on
aareton tai jos aarellisen polun viimeiselld tilalla
ei ole seuraajia (ts. ei 16ydy sellaista tilaa w, etta
Wy, < W)

Maksimaalinen polku on taysin mallin mukainen,
eli jokaisella tilalla, jolla on alkuperaisessa
mallissa seuraajatila, on seuraajatila myos

polussa.
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CTL (Computation Tree Logic)

Clarke ja Emerson 1981: Synthesis of syncronization
skeletons for branching time temporal logic.
CTL:=P| L |(CTL— CTL) | E (CTL U* CTL)
| A (CTL U' CTL) |.

e CTL malli on laskentapuu, jonka juurisolmu on wy.

e Kukin laskentapuun solmu voidaan saavuttaa
juurisolmusta ainoastaan yhta aarellista polkua
pitkin.

Seuraajarelaation transitiiviselle sulkeumalle pétee:

(w1, we) € Z(<) joss solmu wy on juurisolmusta wg

solmuun wy johtavan polun varrella.

wo = E(p UT 4) joss
— on olemassa jokin juurisolmua seuraava solmu wy,

jossa kaava 1 patee ja

— kaikissa niissa solmuissa, jotka ovat polulla

juurisolmusta solmuun w; patee kaava (.

wo = A(p UT ¢) joss
— kaikilla maksimaalisilla poluilla juurisolmulla on

jokin seuraajasolmu w1, jossa kaava 1 patee ja

— kaikilla poluilla, kaikissa juurisolmun ja solmun

wy valisissa tiloissa patee .
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CTL (jatkuu)

Tarkastellaan CTL:n next-kaavoja:
EX1) E(LUTy)
EX1) —AX )

AX1)
AXq)

A(LUTY)
_lEX_|w

L
L

EX1) ilmaisee, etta jossakin seuraajatilassa patee 1.
A X1 pitee vain, jos kaikissa seuraatiloissa patee 1.

Lopputilassa (terminal state), jossa tilalla ei ole
yhtddn seuraajaa, kaava AX1 pitee, mutta AXy ei
(operaattori X méaritelldén kiyttden operaattoria
Ut).

Malleissa, joissa ei ole lopputiloja, operaattoriparien
EX ja EX, seki AX ja AX semantiikka on sama.

Kaikki CTL:n next-time-operaattorit ovat
maariteltavissa EX:n avulla, silla

AXyp + (AXp AEXT) ja

EXp < (EXpVAX1) + (EXT — EXp).
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CTL (jatkuu)

Kaava EF "1 vaatii, ettd laskentapuussa on ainakin
yksi solmu, jossa kaava 1 on voimassa.

Kaavan AF*y mukaan v toteutuu mallin jokaisella
maksimaalisella polulla.

Kaava AG™) maarittda, ettd ¢ on voimassa
kaikkialla (globaali invariantti).

Kaava EG™1 sanoo, etta jonkin polun kaikissa

tiloissa on 1 voimassa (lokaali invariantti).

Operaattori A(p U™ ) voidaan ilmaista
operaattoreiden EUT ja AFT avulla:

A(p Ut 9) « (Alp WT ) NAFTY)

= (E(-yU*—(p V1)) A AFTy).

Riittaa siis, etta maarittelemme perusoperaattoreiksi
EU™ ja AFT algoritmeissa ja todistuksissa.

Esimerkki (1): EF ™ (started A —ready)
Esimerkki (2): AG*(req — AF " ack)
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CTL (jatkuu)

Logiikoiden CTL ja LTL keskindinen vertailu on
hankalaa, silla alla olevat mallit ovat erilaiset
(laskentapuu vs. laskentasekvenssi).

Tarkastellaan logiikoita suhteessa Kripke-malliin
(U , Z , ’(Uo) .

Kumpikaan logiikoista ei ole toista
ilmaisuvoimaisempi.

Esimerkiksi LTL-kaava FTG™p ei ole ilmaistavissa
CTL logiikan kaavana.

Vastaavasti CTL-kaava AGTEFp ei ole
ilmaistavissa LTL logiikan kaavana.

Kripke-malleilla logiikka CTL™ sisaltda logiikat
CTL ja LTL ja erottaa polkukvantifioinnin ja,
aikakvantifioinnin késitteet.

Esimerkki CTL*-kaavasta: EG*F*p.

Bin&aripuilla logiikan CTL™ ilmaisuvoimaa voidaan
verrata ensimmaisen kertaluvun logiikkaan, kun
lisdtaan siithen toisen kertaluvun kvantifiointi

laskentapoluille.




T-79.298 Digitaalisten jarjestelmien lisensiaattikurssi 29.10.2001Sari Leppénen, sari.leppane:

Propositionaalisesti kvantifioitavat logiikat

e 1. kertaluvun ja temporaalilogiikan avulla emme
kykene ilmaisemaan ominaisuuksia kuten:
"p pitee joka toisessa pisteessd/laskentasekvenssin
tilassa™

GiL, ¢ & e NG*(p = XXp)

(GFor ¢)(to) -
gO(t()) A Vi > to(QO(t) — th,tg(t <t <ty — gO(tz)))

LTL ja FOL -kaavat kuvaavat vahvemman
ominaisuuden: niista seuraa, ettd jos ominaisuus ¢
on voimassa kahdessa perakkaisessa tilassa, niin sen
taytyy olla voimassa kaikissa tiloissa.

Otamme kayttoon uuden proposition g, jonka avulla
spesifioimme tarkasteltavan mallin (maailman U) ne
tilat (pisteet), joissa kaavan ¢ totuus halutaan
evaluoida.

G?" F9(G¥h g NG* (g — ) (1)

(G*9)(to) <>
((GFor 9)(to) AYE > to(g(t) = (1))  (2)

Temporaalipropositio q on toteutusspesifinen kaavan
¢ kontekstissa.
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qTL (quantified Temporal Logic)

Sistla 1983: Theoretical Issues in the Design and
Verification of Distributed Systems (PhD thesis)

e Kaava (1) ilmaisee qTL ominaisuuden

e Syntaksi:

qTL :=P | Q| (QTL — qTL) |
| (qTL U' qTL | (qTL U™ qTL | 3Q qTL.

Q ={q,q1,...} on 2. kertalukua olevien
propositiomuuttujien luokka.

Muuttujavaluaatiot liittavat kuhunkin 2. kertaluvun
propositiomuuttujaan joukon tiloja s.e. (v(q) C U).

Kaava Jq ¢ pétee mallille M = (U,Z,v) jos ¢ patee
jollekin mallille M’ = (U,Z,v"), misséd (korkeintaan)
muuttujavaluaatio ¢:n osalta poikkeaa,
“alkuperaisesta’.

Luonnollisilla malleilla UT-operaattori on
mahdollista maaritelld operaattoreiden G* ja X

avulla (Lemma 3.3. + seurauslause):
(©UTY) < Yo(G*(X(YV(pAg) = q) = q)
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MSOL (Monadic Second Order Logic)

e Vastaavasti kuin edella temporaalilogiikan suhteen,
voimme laajentaa myos ensimmaisen kertaluvun
logiikkaa (FOL) ja kvantifioida yli valitun
pistejoukon.

MSOL (Monadic Second Order Logic) syntaksi:

MSOL == P(T) | Q(T) | L | (MSOL — MSOL) |
| R*(7T,7T) | 37 MSOL | 3Q MSOL.

Alla oleva malli on kuten edellda M = (U, Z,v)

Valuaatio v on operaatio, jossa kuhunkin
monadiseen 1. yksipaikkaiseen predikaattisymboliin
(P, Q) liitetdén niiden aikapisteiden joukko, jossa se
on totta.

Vastaavasti kuten edella, propositiomuuttujat
luokassa Q@ maarittavat ne aikapistejoukot, joissa
MSOL kaavan totuutta tarkastellaan.

Kaava (2) on MSOL kaava,

Luonnollisilla malleilla qTL ja MSOL ovat yhta

ilmaisuvoimaisia.
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Propositionaalinen u -kalkyyli

Emerson ja Clarke 1980: Characterizing correctness

properties of parallel programs using fixpoints.

e Syntaksi:
pwTL =
PlQ|L|(wTL — uTL) | (R) uTL | vQ uTL.

e Semantiikka méaaritellaan tassa logiikoiden MSOL ja
FOL kautta:

— MSOL(yp), kun ¢ ={p € P, L, (1)1 — 2),(R)¢}
kuten FOL(y) (ch. 2.3)

— MSOL(q) = q(to), jos ¢ € Q
— MSOL(vgp) =
Jq(q(to) A VE(q(t) = MSOL(¢p)(to :

— MSOL(ugp) £
Vq(Vt(MSOL(p)(to :=t) — q(t)) — q(to))-

e Perusoperaattorina on v, joka on semanttisesti
rajoitettu eksistentiaalikvanttori yli
(aika)pistejoukon.

e 1 on johdettu operaattori ja on merkitykseltaan

rajoitettu 2. kertaluvun universaalikvanttori.
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Propositionaalinen p-kalkyyli (jatkuu)

e Operaattori U 4+ maaritellaan kuitenkin p-kaavalla
(X) korvaa timanttioperaattorin (R)):

(UTY) < pg(X(W Ve Aq).
e Vrt. Lemma 3.3.

e Luonnollisille malleille voidaan vastaavasti muitakin
aikaoperaattoreita kuvata yTL kaavoilla:
Fty < ugX(yVq)
(PWHY) = vgX (Vo Ag)
G* + vq(y A Xq)
(pU*y) < pg(y Ve AXg)
e 4TL on ilmaisuvoimaltaan vahintdan samaa luokkaa

kuin CTL (ja CTL*) ja suurin osa ohjelmoitavista
logiikoista.
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Kiintopisteet

e Seuraavassa tarkastelemme kvanttoreiden v ja
merkitysta kiyttaen apuna kasitteitd suurin ja
pienin kiintopiste.

Maaritelma 1
Funktio f :2Y — 2V on monotoninen, jos

PCQ — f(P) C f(Q).

Maaritelma 2
Funktion f kiintopiste on miké tahansa joukko @,

jolle £(Q) = Q.

Miaritelma 3
Funktion f esikiintopiste on mika tahansa joukko,

Q C U, jolle f(Q) C Q.

Maaritelma 4
Funktion f jalkikiintopiste on mikd tahansa joukko,

Q C U, jolle Q C f(Q).

Maaritelma 5

Funktion f suurin kiintopiste on
jalkikiintopistejoukkojen yhdiste eli | J{Q|Q C f(Q)}.

Maéritelma 6
Funktion f pienin kiintopiste on esikiintopisteiden

leikkaus eli ({Q|f(Q) C Q}.
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Teoreema 1 (Knaster-Tarski)
Olkoon f :2Y — 2V monotoninen funktio. T#ll6in

— funktiolla f on C-jarjestyksen suhteen
yksikésitteinen suurin kiintopiste, joka on

U{QIQ € f(Q)}-

— funktiolla f on C-jarjestyksen suhteen
yksikésitteinen pienin kiintopiste, joka on
(HQ|f(Q) C Q} (esikiintopisteiden leikkaus).
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Predikaattimuuntimet

Kehyksessda F = (U,Z) kaava @ maarittaa
maailmasta U sellaisen pistejoukon, jossa kaava on
tosi.

Kaava ¢, jossa on vapaa muuttuja g, maarittaa
funktion, predikaattimuuntimen gog'- U — u.

Jos Q C U, niin ¢} (Q) = {w|(U,T',w) [= ¢}, missi
7' eroaa Z:sta ainoastaan q:n osalta.

Logiikan pTL ja kiintopisteiden yhteys:

- (va v)” =gfp(ey)

= (na )" = 1fp(ey)

Kaava ¢ on positiivinen g¢:ssa, jos jokainen
muuttujan q vapaa esiintymaé kaavassa ¢ on

positiivinen.

Jos kaava ¢ on positiivinen q:ssa, niin gog'- on
monotoninen predikaattimuunnin.

Kaava ¢ on monotoninen q:ssa, joss vastaava,

predikaattimuunnin gog'- on monotoninen.

Ts. kaava ¢ on monotoninen (:ssa, joss

(V1 — ¥2) = olq =1} — o{q == ¢a}).
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Predikaattimuuntimet (jatkuu)

e vq o <> plqg:=vq ¢}
e ug < o{q:= pgq ¢}
o Jos (U, ) = (X ¢ @{q:= &), niin
- (UI) E(X = vq o) ja
- (UI) E (pg ¢ = X).
e U EX—=elg=2}) = (UI) E(X > vqy)

e UI)E(pleg:=x} = X) = (UI) | (ug ¢ = X)

e Seurauslause 3.4.: (¢UTY) + ug(X(V o Aq):
Rekursioaksiooma:
= (@UTY) & X(@ VoA (eUTy)).
Induktioaksiooma:
U1 = (X@VprX)— &) - (UT)
((pUTy) = X).
Positiivinen pTL-kaava ilmaisee

predikaattimuuntimen suurimman tai pienimman

kiintopisteen.

Epamonotonisille kaavoille kiintopisteiden
olemassaoloa el voida taata.

Luonnollisille malleille 4 TL on korkeintaan yhta
ilmaisuvoimainen kuin ¢TL ja MSOL.
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w-automaatit ja w-kielet

Luonnollisessa mallissa M = (U, Z, wg)
tulkintafunktio Z : P — 2V kertoo jokaista
propositiota kohden, missd maailman U osajoukossa,
kyseinen propositio on voimassa.

Merkintéfunktio £ : U — 2% ilmaisee kuhunkin
pisteeseen liittyvan merkinnédn eli siind voimassa

olevat propositiot.

Jos U = (wp, w1, wa, . ..), niin merkintéjen jonoa
o= (L(wp), L(w1), L(w2),...) kutsutaan w-sanaksi

aakkostossa 2 £ 27,

w-kieli on w-sanojen joukko.

LTL kaava kuvaa niiden luonnollisten kehysten
(U,{Z(R)|R € R}) joukon, joissa se on aina
voimassa alkutilassa (initially valid).

Nain ollen kaava kuvaa myos ne w-kielet, joka
kustakin kehyksestd on mahdollista generoida.
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w-automaatit ja w-kielet (jatkuu)

o Kielia maariteltaessa riittaa, etta tarkastelemme
temporaalilogiikan osalta ainoastaan tulevaisuutta

— LTL ja qTL logiikoilla on kyky erotella
aikavaiheita (separation property); lemmat 2.6 ja
3.11.

— Jokaiselle LTL tai qTL logiikan kaavalle 10ytyy
vastaava, ainoastaan tulevaisuuteen viittaava
kaava, joka maarittelee tdsméalleen saman kielen;

lemma 3.12.

e Kielid on mahdollista maaritella myos
(w-)saannollisilla lausekkeilla ja dérellisilla
(w-)automaateilla.
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w-automaatit ja w-kielet (jatkuu)

e Seuraavassa esitimme méaéritelmén (w)-sédénnollisen

lausekkeen kuvaamalle kielelle

Maésritelmd 7 (w -kieli)

— Jokainen aakkoston merkki on w-saannollinen
ilmaisu.

— Jos a ja B ovat w-sdannollisid ilmaisuja, niin niité
ovat myos e (tyhja kieli), (o + 8) (yhdiste), (a; 5)
(perakkiiskompositio) ja a™ (kielen sanojen
darellinen toisto).

— Jos a on w-saannollinen ilmaisu, niin sellainen on
myos a“ (kielen sanojen ddreton toisto.)

e Esimerkki: w-sdannollinen lauseke
(=p1)¥ + (TT;p2)¥ mairittaa
— kaikki ddrettomat sanat (og, 01,09, ...), joissa
joko Vi péatee, ettd pl ¢ o; tai darettOman
monelle i patee, etta p2 € o;

— niiden luonnollisten mallien
(U {Z(R)|R € R,{Z(p)|p € P}) joukon M, joille
ME G*(=pl AXT)V G*Ftp2.

e Koska kaavan mukaan kunkin luonnollisen mallin
kaikilla pisteilld tulee olla seuraaja, mallien taytyy
olla darettOmia.
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w-automaatti

o w-automaatt; maaritellaan kuten tavallinen
epadeterministinen automaatti laajennettuna

erilliselld toistotilojen (recurring states) joukolla.

e Toistotilat sisallyttavat reiluusehdon automaattiin.

Maiiritelmd 8 (w-automaatti)

Kun ¥ = 2%, niin w-automaatti on monikko

(S, A, Sy, Saces Srec), missé,
S on tilojen joukko,
A C S x X xS on siirtyméarelaatio
So € S on alkutilojen joukko
Sace € S on hyviaksyvien tilojen joukko
(darellisille sanoille)

— Srec € S on toistotilojen joukko (dérettomille
sanoille).
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Biichi-automaatti
Biichi-automaatti on darellistilainen w-automaatti.

Nain ollen Biichi-automaatti on rezlu

slirtymasysteemi.

LTS (Labelled Transition System) on sellainen reilu

siirtymasysteemi, jossa kaikki tilat ovat toistotiloja

ja hyvaksyvia tiloja.

Heikosti reilu siirtyméasysteemi on sellainen
w-automaatti, jossa kaikki tilat ovat toistotiloja ja
ainoastaan lopputilat (terminal states, ei siirtyméaé
seuraajatilaan) ovat hyvaksyvia tiloja.

Yleensa LTS:ien ja heikosti reilujen
siirtymaéasysteemien yhteydessa ei kayteta
hyvaksyvien tilojen ja toistotilojen kasitteita.
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Biichi-automaatti (jatkuu)

Miéiritelmd 9 (w-automaatin hyviksymisehto)
w-automaatti hyvaksyy epatyhjan sanan

o = (09,01,09,...), jos lytyy jokin funktio p, joka
liitt44 jokaiseen muuttujan ¢ (< |o|) arvoon jonkin

automaatin tilan (p(o;) € S s.e.

— p(0) kuuluu alkutilojen joukkoon,

—Vi:0<i<n:(p(i),o,p(i+1)) €A ja

— (p(n),on,s) € A, missd s on hyviksymistila ja o
on aarellinen ja

— jos sana on dareton ja inf(p) on ddrettémén
usein p:ssa esiintyvien tilojen joukko, niin
inf(p) N Srec # {} (ainakin yhdessé toistotilassa

vieraillaan ddrettomén usein).

Automaatti hyvaksyy luonnollisen mallin M, joss se
hyvaksyy mallin M generoiman w-sanan.

Siirtymasysteemin kieli muodostuu niiden polkujen
joukosta, jotka saadaan “aukikerimalld” (unwinding)

slirtymasysteemi.
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Esimerkki: Buichi-automaatti

e Kuvan 3 Biichi-automaatti maarittelee tdsmalleen
saman kielen kuin w-sdannollinen lauseke

(—=p1)“ + (TF;p2)*

o w-saannolliset lausekkeet ja Biichi-automaatit ovat

ilmaisuvoimaltaan samanarvoisia.
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Toisen kertaluvun kielten ilmaisuvoima

Teoreema 2 (Biichi, Wolper, Sistla)
w -kielten méadarittelyssa seuraavilla formalismeilla on

sama ilmaisuvoima:

uTL

qTL

MSOL

Biichi-automaatit

w-saannolliset lausekkeet.
Lemma 3.2: MSOL ja qTL Lemma 3.10: MSOL ja uTL.
Lemma 3.13: w-saannolliset lausekkeet ja

Biichi-automaatit.
Lemma 3.14: qTL ja Biichi-automaatit.

Lemma 3.15: w-saannolliset lausekkeet ja p'TL.
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