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1 Haarautuvan ajan temporaalilogiikat

Rinnakkaisjarjestelmien spesifiointikielena kaytettava temporaalilogiikka on peraisin
filosofiasta, missé se on erds modaalilogiikan sivuhaara. Pnueli ehdotti artikkelissaan
[8] ensimmaisen kerran temporaalilogiikan kayttamista rinnakkaisilta ja reaktiivisil-
ta jarjestelmiltd vaadittavien ominaisuuksien kuvaamiseen. Temporaalilogiikassa laa-
jennetaan klassista propositiologiikkaa ottamalla kayttoon joukko aikaoperaattoreita,
joiden avulla on mahdollista kuvata ominaisuuksien ajallisia suhteita maarittelematta
kuitenkaan aikaa sinansa.

Kaytettaessa temporaalilogiikoita jarjestelmié ja ohjelmia koskevissa paattelyissa, aika
oletetaardiskreetiksijjonoksi, missa perakkaiset ajan hetket kuvautuvat luonnollisille
luvuille. (Tarkastellessamme lineaarisia rakenteita rajoitumme eddieemollisiin
malleihin,ks. maaritelma Clarke/Schlingloff s. 1650). Jarjestelmé&a kuvattaessa nykyi-
nen ajan hetki vastaa jarjestelmén nykyista tilaa ja seuraava ajan hetki vastaa jarjes-
telméssa valittomasti seuraavaa tilaa. Jokaisella tilalla on olemassa valiton edeltdja ja
seuraaja.

Jarjestelman mahdolliset suoritukset voidaan mallintaa useiden erillisten laskentase-
kvenssien joukkona. Vaihtoehtoisesti jarjestelman suoritukset voidaan kuvata yhtena
laskentapuuna, missa haarautuminen kuvaa ohjelman suorituksenaikaista epadetermi-
nistista valintaa. Ajanuonnekasitetdan nyt haarautuvaksi, jolloin jokaista hetkeéa voi
seurata useita mahdollisia tulevaisuuden hetkid. Agennevastaa siis aaretonta puu-

ta, missa jokainen puun solmu rinnastetaan yhteen ajanhetkeen. Jokaisella solmulla on
vahintdan yksi, mutta mahdollisesti &arettoman monta seuraajasolmua. Ajalla on al-
kuhetki, jolla ei ole edeltdjaa, ja tulevaisuus on &areton. Tallainen ndkemys ajasta on
omaksuttthaarautuvan ajan temporaalilogiikgmohjaksi [7, 1, 5].

Ohjelman oikeellisuutta tarkastellessamme tutkimme laskentapaksimaalisia pol-
kuja

Maaritelma 1.1 Polkuo = (wy, wy, .. .) on aaretdn tai darellinen tilajono, joka muo-
dostetaan valitsemalla kullekin tilalle;(0 < i < |o|) seuraajatilaw;,, siten, etta
(’UJZ', wi—l—l) € I(RJ)(RJ € R)

Maaritelma 1.2 Polku on maksimaalinen (tayspolku), jos se on &areton tai jos aarel-
lisen polun viimeisell tilalla ei ole seuraajid( s.e.w, < w)

Maksimaalinen polku on taysin mallin mukainen. Jokaisella tilalla, jolla on alkuperai-
sessa mallissa seuraajatila, on seuraajatila my6s polussa.

1.1 CTL (Computation Tree Logic)

Computation Tree Logi(CTL) on propositionaalinen haarautuvan ajan temporaalilo-
giikka, jonka Clarke ja Emerson méaarittelivat artikkelissaan [3]. Klassisen propositio-
logiikan mukaisesti atomilauseista muodostetaan loogisilla lausekonnektiiveilla propo-
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sitiolauseita, jotka ilmaisevat yksittaisiin ajan hetkiin liittyvia ominaisuuksia. Aikao-
peraattoreiden avulla ominaisuudet laajennetaan koskemaan lineaarisia rakenteita, jot-
ka koostuvat perakkaisista, aikajarjestykseen asetetuista, ajan hetkista. CTL:n syntaksi
maarittelee ainoastaan aikaoperaattéannes(U), jonka avulla voidaan méaaritella
edelleen muita aikaoperaattoreita.

Laskentapuu jarjestelman suoritusmallina kuvaa seka tilojen ajallista jarjestysta etta
ohjelman suorituksen haarautumista. CTL sisaltaa polkukvarktokitla poluilla (A)

ja jollakin polulla (A), jotka mahdollistavat ominaisuuksien ilmaiseminen haarautu-
vassa rakenteessa.

Méaaritelméa 1.3 CTL kielen syntaksi:
CTL:=P|L|(CTL—CTL) |E(CTLU" CTL) | A(CTLU" CTL) |.

CTL:n syntaksi maarittelee tiukasti, ettd yhteen polkukvanttoriin voi liittya tdsmal-
leen yksi aikaoperaattori, eli polkukvanttorit ja aikaoperaattorit esiintyvéat aina pa-
reittain. CTL kaavat tulkitaan suhteessa jarjestelmén suoritusta mallintavaan (&éaretto-
maan) laskentapuuhun. Merkitsemme laskentapuun yksikasitteista juurisojfiaa

Kukin laskentapuun solmu voidaan saavuttaa juurisolmugtainoastaan yhta aarel-

lista polkua pitkin. Seuraajarelaation transitiivisen sulkeuman suhteen siis pétee, etta
(wy,wy) € Z(<) , joss solmuw; on juurisolmustaw, solmuunw, johtavan polun
varrella.

wo E E(p U™ ) joss on olemassa jokin juurisolmua seuraava salqyjossa kaava
) patee ja kaikissa niissé solmuissa, jotka ovat polulla juurisolmusta solmuun
w, patee kaava.

wy = A(p Ut 4) joss kaikilla maksimaalisilla poluilla juurisolmulla on jokin seu-
raajasolmuw,, jossa kaava patee ja kaikilla poluilla, kaikissa juurisolmun ja
solmunw, valisissa tiloissa pateg.

CTL:n syntaksi maarittelee ainoastaan aikaoperaattdrirfyhdessa kummankin pol-
kukvanttorin). Sen avulla voimme kuitenkin méaritella lyhentsiraavassa ajanhet-
kessqX), jonakin tulevana ajanhetkenéd/aina lopul®) ja aina(G).

Tarkastellaan aluksi aikaoperaattoXa

EXy = E(LUM) (1)
AXy £ A(LUMY) (2)
EXy £ -AX—) (3)
AXy £ -EX- (4)

Aikaoperaattorillaseuraavassa ajanhetkessé (tilassa)kaksi varianttia. Operaatto-
reidenX jaX ero tulee esille ainoastaan, jos jarjestelman mallissa esiiopputiloja
(terminal states)KaavaEX1 ilmaisee, etta valttamatta jossakin seuraajatilassa patee
1, joten epasuorasti kaava vaatii myads, ettd kulloinkin tarkasteltavalla tilalla on ainakin



3

yksi seuraajatila. KaavA X1 patee ainoastaan, jos kaikissamassa olevissseuraa-
tiloissa patee). Jos tarkasteltavalla tilalla ei ole seuraajatiloja, kaava patee kyseisessa
tilassa. Siis lopputilassa, jossa tilalla ei ole yhtaan seuraajaa, KaXvapiatee, mutta
AXq ei (huomaa, ettd operaattdi maaritellaan kayttaen operaattotia ). Malleis-

sa, joissa ei ole lopputiloja, operaattoriparleK ja EX, sekaA X ja AX semantiikka

on sama.

Kaikki CTL:n next-timeoperaattorit ovat maariteltavis§2X:n avulla, silla
AXy « (AXyp AEXT) (5)
EXy <+ (EXypVAXL) « (EXT — EXu). (6)

Aikaoperaattorijonakin tulevana ajanhetkend/aina lopultg) ja aina (G) maaritel-
l&&n myos lyhenteiné:

EFty £ E(TU'Y) (7)
EF'y 2 (yVEF")) (8)
AF ™y = A(TUM) (9)
AF*y) £ (¢ V AF*)) (10)

(11)
EG'y £ —AF (12)
EG" £ (Y AEGTY) (13)
AG*y £ —EFt— (14)
AG™) £ (pAAGTY) (15)

(16)

KaavaEF "1 vaatii, ettd laskentapuussa on ainakin yksi tila, jossa kgawma voimas-
sa. KaavamA F*¢) mukaany toteutuu mallin jokaisella maksimaalisella polulla. Kaava
A Gy ilmaiseeglobaalin invarianttiominaisuudemaarittdessaén, ettén tulee olla
voimassa kaikkialla. Vastaavasti kadué:*+) ilmaiseelokaalin invarianttiominaisuu-
denja vaatii, ettd jonkin polun kaikissa tiloissa grvoimassa .

Kaavat, joissa aikaoperaattori on muof@a, F }“¢ vaativat, ettd ominaisuus patee jol-
lekin tai kaikille (riippuen kaytetysta polkukvanttorista) tarkasteltasta tilasta lahteville
poluille, kyseinen tila mukaanlukien. Kaavat, joissa esiintyy aikaoperaattorin toinen
variantti (G, F} ") ovat kiinnostuneita ominaisuuden voimassaolosta vasta tarkas-
teltavan tilan valittdmista seuraajatiloista lahtien.

Maarittelemmesx -variantit aikaoperaattorill& *:

E(pUy) £ (Vo AE(eUY)) (17)
A(pUrp) 2 (pVoAA(pUty)) (18)
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Algoritmien ja todistusten konstruoinnin kannalta on edullista méaaritella mahdollisim-
man vahan perusoperaattoreita. CTL:n syntaksissa maarittelimme perusoperaattoreina
E(¢U™y) ja A(pUty). Riittaa kuitenkin maaritell@U™" ja AF" perusoperaattorei-

na, sillaAAU™ voidaan ilmaista naiden avulla:

A(PUT)) « (Alp WT1)) AAFTY) (19)
= (CE(mU=(p V) ANAFTY). (20)

Esimerkiksi CTL-kaav&F " (started A —ready) ilmaisee ominaisuuden "jossakin al-
kutilaa seuraavassa tilassa jokin on aloitettu, mutta ei ole vield valmis”. Jos kyseessa
olisi mikroaaltouuni, kaavan toteutuminen edellyttaisi, ettd mikroaaltouunin ohjausoh-
jelmassa on mahdollista paasta tilaan, jossa lammitys on aloitettu, mutta lammitysai-
kaa on viela jaljella. Koska kaavan toteutuminen selvastikin vaatii, etta "jotakin hyvaa
tapahtuu”, eli lAmmitys aloitetaan (mutta ei samantien lopeteta), se kuvaa elavyysomi-
naisuutta. KaavA G*(req — AF " ack) ilmaisee tyypillisesti tietoliikenneprotokollaa
kuvaavan turvallisuusominaisuuden "jos lahetetd&n pyyntd, siihen aina lopulta saadaan
kuittaus”. Kyseessé on globaali invariantti eli kaavan tulee olla voimassa laskentapuun
kaikkien polkujen kaikissa tiloissa. Kaavan toteutuminen ei kuitenkaan valttamatta ta-
kaa protokollan oikeanlaista toimintaa. Jos jarjestelma ei tee mitaan (eik& néin ollen
yhtdan sanomaa lahetetd), kyseinen ominaisuus on silti voimassa.

Logiikoiden CTL ja LTL keskinainen vertailu on hankalaa, silla alla olevat mallit
ovat erilaiset (laskentapuu vs. yksittainen laskentasekvenssi). Tdman vuoksi tarkaste-
lemmekin logiikoita suhteessa Kripke-malliity, Z, wy). Toisin kuin laskentasekvens-
seissa ja -puissa, Kripke-mallissa voi olla esimerkiksi silmukoita seka erillisten tilojen
valilla, etta tilassa itsessaéan (self-loop). LTL:n suhteen rajoitumme ainoastaan tulevai-
suutta kasitteleviin kaavoihin (future formulae), silla edella méarittelimme haarautu-
valle ajalle, ettd alkutila on yksikasitteinen, eika silla ole edeltavia tiloja. LTL-kaava
on sekvenssipateva (sequence-valdpke mallissaM, joss se patee kaikille kysei-
sesta mallista generoiduille luonnolllisille malleillevy, w1, . . .), Z, wy). Eli jos kaava

on voimassa kyseisen maailmérkaikilla niilla maksimaalisilla poluillg wy, wy, . . .),

jotka alkavat alkutilastay,. Vastaavasti CTL-kaava guuupateva (tree-validjos sen
ilmaisema ominaisuus on voimassa Kripke-mallista generoidun laskentapuun alkuti-
lassa.

Nyt vertaillessamme LTL ja CTL logiikoiden ilmaisuvoimaa, voimme todeta, ettd kum-
pikaan logiikoista ei ole toistaan ilmaisuvoimaisempi. Esimerkiksi LTL-kd&vé: " p

ei ole ilmaistavissa CTL logiikan kaavana. Vastaavasti CTL-kaa@ EF p ei ole
ilmaistavissa LTL-logiikan kaavana. Kripke-malleilla logiikka CTkisaltaa logiikat

CTL ja LTL. Se erottaa polkukvantifioinnin ja aikakvantifioinnin kasitteet, joten voim-
me Kkirjoittaa kaavoja, jotka ovat muot@G*F*p. Binaaripuilla logiikanCTL" il-
maisuvoimaa voidaan verrata ensimmaisen kertaluvun logiikkaan, kun lisataan siihen
toisen kertaluvun kvantifiointi laskentapoluille.



2 Propositionaalisesti kvantifioitavat logiikat

Ensimmaisen kertaluvun ja temporaalilogiikan avulla emme kykene ilmaisemaan omi-
naisuuksia kuterivaittama ¢ on voimassa joka toisessa pisteessé/laskentasekvenssin
tilassa”. YritAmme ilmaista kyseisen ominaisuuden LTL ja FOL -kaavoina:

Gl = oAG (p— XXop) (21)
(GFhL p)(to) = @(to) AVE > to(p(t) — Vi, ta(t < t1 <ty = ©(t2))) (22)

Yll& olevat kaavat kuvaavat vahvemman ominaisuuden, kuin mita alunperin halusim-
me. Kaavat sisaltavat implisiittisen vaatimuksen sille, etta jos ominaiguus voi-

massa alkutilassa ja sita valittbmasti seuraavassa tilassa, niin sen taytyy olla voimassa
mallin kaikissa tiloissa.

Otamme kayttoon uuden propositipnonka avulla spesifioimme tarkasteltavan mal-

lin (maailmanU) ne tilat (pisteet), joissa kaavantotuus halutaan evaluoida. Toisin
sanoen rajaamme propositignilmaiseman ominaisuuden perusteella kokonaistila-
avaruudesta (maailmasta) sen osan, jossa kaavhnaisemaa ominaisuutta tarkas-
tellaan. Kaavan totuus siis maarataan kussakin tilassa "kahdessa eri vaiheessa”. Lisa-
proposition avulla voimme maarittdd ominaisuuksia, jotka ovat tyyppia "joka toisessa
tilassap”™:

G™ < J(GIrL NG (¢ — o) (23)
(G™p)(to) <+ 3a((GFor a)(to) AVE > to(q(t) — ¢(t)))) (24)

Temporaalipropositio, jolla tarkastelun kohteena oleva tila-avaruus maaritetaan, riip-
puu luonnollisesti siitd, mik& on tarkastelun kohteena oleva oleva malli (maailma)
ja minkalaisen ominaisuuden verifioitava kaava ilmaisee. Ensimmainen yo. kaavois-
ta (23) ongTL (quantified Temporal Logidpgiikkaa ja jalkimmainen (24inonadisen
toisen kertaluvun logiikkaa (MSOL)

2.1 (TL (quantified Temporal Logic)

Vaitoskirjassaar heoretical Issues in the Design and Verification of Distributed Sys-
temg?, Sis83Juonna 1983 A. P. Sistla maaritteli aikalogiikan laajennokg@ihekie-
len.

Maaritelm& 2.1 (gTL kielen syntaksi) :
qTL:=P| Q| L|(qTL — qTL) | (qTL U" qTL) | qTL U~ qTL) | 3Q ¢T'L.

Temporaaliproposition kaytté on mahdollista, kun sisdllytamme kieleen toisen syn-
taktisen luokan propositiomuuttujille. Muuttujavaluaatiot kiinnittavat kuhunkin toisen
kertaluvun muuttujaan joukon tiloja kokonaistila-avaruudesta tg@. C U). Kaa-
vadg ¢ patee mallileM = (U,Z,v), jos ¢ patee jollekin mallilleM’ = (U, Z,v"),
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missa korkeintaan muuttujavaluaagio osalta poikkeaa "alkuperaisen” mallM va-
luaatiosta. Mallissa\1’ tarkasteltavien tilojen joukko voi olla esimerkiksi osajoukko
mallin M tiloista.

Luonnollisilla malleillaU™ ja U~ -operaattorit on mahdollista méaaritella operaatto-
reidenG* jaX avulla (Lemma 3.3. + seurauslause):

(U ) < Vo(G* (X V(e Aq) = q) — q). (25)

2.2 MSOL (Monadic Second Order Logic)

Vastaavasti, kuin edella temporaalilogiikkaa, voimme laajentaa myds ensimmaisen
kertaluvun logiikkaa (FOL) ja kvantifioida ylralitun pistejoukon. FOL logiikan laa-
jennosta kutsutaamonadiseksitoisen kertaluvun logiikaksi (MSOL, Monadic Second
Order Language)

Maaritelméa 2.2 MSOL kielen syntaksi:
MSOL :=P(7)| Q(T) | L | (MSOL — MSOL) | R*(T,7T) |3T MSOL |3Q MSOL |

Kuten edelld, alla oleva malli oM = (U, Z,v) ja eri muuttujavaluaatiotv, v', . . .)
kiinnittavat kuhunkin luokar@) toisen kertaluvun muuttujaan erilaisia pistejoukkoja
maailmastd’.

Luonnollisilla malleilla logiikat qTL ja MSOL ovat yht& ilmaisuvoimaisia.

2.3 Propositionaalinenu-kalkyyli

Laskennan vaativuuden kannalta ei ole aina edullista sallia mielivaltaisia kvantifioin-
teja yli maailmanU kaikkien erilaisten tila- tai pisteosajoukkojen. Sen vuoksi tila-
tai pistejoukkojen kvantifiointiin litetadkiintopisteiderkésite, joka maarittda tavan
kvantifioida tila- tai pistejoukkoja. Kun toisen kertaluvun logiikkaan liitetdan kiinto-
pistekvantifiointi, saadaan tuloksepepositionaalinen:-kalkyyli (4 TL) [2, 9, 4, 6].

Maaritelmé& 2.3 pTL kielen syntaksi:
pTL:=P|Q|L|(uTL — pTL)|(R) uTL |vQ uTL.

Kielen semantiikka maaritellaan tassa logiikoiden MSOL ja FOL kautta:
e MISOL(yp), kuny ={p € P, L, (¢ — 12), (R)v} kuten FOL(p) (ch. 2.3)

e MSOL(q) = q(t),josq € Q
e MSOL(vqyp) £ 3q(q(te) A Vt(q(t) = MSOL(yp)(ty := t)))

Imonadinen = yksipaikkainen




o MSOL(ugp) =
V(v (MSOL(g) (fo == #) - q(t)) — q(to)).

Kaavayp(t, := t) muodostetaan kaavastakorvaamalla jokainen muuttujaty va-
paa esiintyma muuttujalla t. Perusoperaattorifalkyylissa onv, joka on merkityk-
seltdan rajoitettu eksistentiaalikvanttori yli tila- tai pistejoukproperaattori on mer-
kitykseltdan rajoitettu universaalikvanttori ja on méariteltavissiperaatorin avulla:
p = —wg—(p{q := —q}). Vastaavasti kuin edella, kaayat := ) muodostetaan
kaavastap korvaamalla jokainen muuttujanvapaa esiintyma kaavalia

Vaikka kaava o U ") madritelladn eksistentiaalisena ensimmaisen kertaluvun lausee-
na,uTL kielessa se samaistetgatkaavaan. Kaavassa korvaamme yksipaikkaisen "ti-
manttioperaattorink R > operaattorillaX. Nyt voimme ilmaista kaavan (25) seuraa-
vasti:

ME (pUTY) < M E pgX(@ Ve Aq). (26)

Luonnollisille malleille voidaan vastaavasti muitakin aikaoperaattoreita kyvata
kaavoilla:

F'y < pgX(yVq) (27)
(PWHY) & vgX(P Vo Ag) (28)
G < gy AXq) (29)
(pU"Y) < pg( Ve AXg) (30)

pTL on ilmaisuvoimaltaan vahintddn samaa luokkaa kuin CTL (ja ‘GTJ& suurin
osa ohjelmoitavista logiikoista.

2.3.1 Kiintopisteet
Seuraavassa tarkastelemme kvanttoreidgny merkitysta kayttden kasitteiguurin
ja pienin kiintopiste

Koska ainoastaan monotonisille kaavoille voidaan taata kiintopisteen olemassaolo, aloi-
tamme monotonisuuden méaaritelmalla:

Maaritelma 2.4 Funktio f : 2V — 2Y on monotoninen, jos
PCQ — f(P)Cf(Q). (31)
Maaritelma 2.5 Funktion f kiintopiste on mika tahansa joukkg, jolle f(Q) = Q.

Maaritelma 2.6 Funktion f esikiintopiste on mika tahansa joukk@, C U, jolle

flQ) Q.
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Maaritelma 2.7 Funktion f jalkikiintopiste on mika tahansa joukk® C U, jolle

Q C f(Q).

Maéaritelm& 2.8 Funktionf suurin kiintopiste on jalkikiintopistejoukkojen yhdistgQ|Q C f(Q)}.
Maaritelma 2.9 Funktionf pienin kiintopiste on esikiintopisteiden leikkgg$Q)| f (@) C Q}.

Teoreema 1 (Knaster-Tarski) Olkoon f : 2V — 2V monotoninen funktio. Talloin

¢ funktiolla f on C-jarjestyksen suhteen yksikasitteinen suurin kiintopiste, joka on

U{QIQ C f(Q)}]a

¢ funktiolla f on C-jarjestyksen suhteen yksikasitteinen pienin kiintopiste, joka on

N{eQlf(@Q) € Q.

2.3.2 Predikaattimuuntimet

KehyksessdF = (U,Z) kaavap méaarittéd maailmasta sellaisten pisteiden joukon
¢’ C U, joissa kaava patee. Kaaya jossa on vapaa propositiomuuttjanaarittaa
kehyksess& = (U, Z) funktion, predikaattimuuntimeny] : U — U, joka on kuvaus

pisteiden joukolta pisteiden joukolle. J@sC U, niin el (Q) £ {w|(U,T,w) = ¢},
missaZ’ eroaal:sta ainoastaan g:n osalta.

Logiikan 4 TL ja kiintopisteiden yhteys:

o (vq )" =gfp(e])

o (g )" =1fp(¢))
Kaavay on positiivineng:ssa, jos jokainen propositiomuuttujarvapaa esiintyméa
kaavassa on positiivinen. Kuten yleensa, muuttujan kaavassa positiivinen, jos

muuttujaan liittyvien negaatiomerkkien maaré on parillinen ja negatiivinen, jos siihen
liittyvien negaatiomerkkien maaré on pariton.

Propositiomuuttujg on positiivinen
e kaavassag,

e kaavassdy — 1), joss se esiintyy negatiivisena kaavagstai positiivisena
kaavassa,

e kaavassa R >y javq p, jos se on positiivinen kaavasga

Kaavayp on positiivineng:ssa, jos sen jokainen alikaavgy) on positiivineng:ssa. Jos
© on positiivineng:ssa, niirkqu on monotoninen predikaattimuunnin.

Josyp on positiivinen, niin



o Evgp < plgi=vqe}
o =gy olg:= pq e}
e Jos(U,7) E (X < ¢{q:= X}), niin

) E (X = vgp)ja
) = (ug o — X).

= (
= (

e (UID)E X —=eleg:=a}) = (UI)E (X = vge)
)

e UI)E(plg:=X} = X) = (UI) FE (bgp — X).

U,T
U,T

Kaavan (26) mukaan luonnollisilla malleillgU* ) on kaavarX (¢ V ¢ A q) pienin
kiintopiste. Vastaavasti kaavat(y V ¢ A ¢) suurin kiintopiste oo W ). N&in ol-
len voimme esittéaa perustellusti seuraaekursio- ja induktioaksioomat

Rekursioaksiooma:

= (PUTY) & XV e (pUTy)), (32)
E(eWTY) < X VA (eWTy)). (33)

Induktioaksiooma:
(U,Z) E ((pUT9) = x) (34)

(U,D) E XWVeAX) — ,
UIDEKX—=>X@Verx) — (UI)E (x— (W) (35)
Positiivinenu TL-kaava ilmaisee predikaattimuuntimen suurimman tai pienimman kiin-
topisteen. Monotonisille kaavoille kiintopisteet I6ytyvat aina, epamonotonisille kaa-

voille niiden olemassaoloa ei voida taata.

Jos malli onkytketty (connectedhiin jokainen mallin tila on saavutettavissa nykyi-
sesta tilasta. Toisin sano&w, w'(w < w'Vw = w' vV w > w'). Talldin operaat-
tori G korvaa ensimmaisen kertaluvun universaalikvanttorinsfel= Vip(t), joss
M E Gtp. Tallgin:

MEvee < ME3gNG (g = p), (36)
M Epge < MEYG (¢ —q) = q). (37)

Kytketyille, ja néin ollen myds luonnollisille malleilleyTL on korkeintaan yht& il-
maisuvoimainen kuigTL ja MSOL.
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3 w-automaatit ja w-kielet

Luonnollisessa mallissat = (U, Z,w,) tulkintafunktioZ : P — 2V kertoo jokaista
propositiota kohden, missad maailmidrosajoukossa kyseinen propositio on voimassa.
Maaritelladan "painvastaiseen suuntaan toimiva” merkintafunktiol — 27, joka
ilmaisee kuhunkin pisteeseen liittyvan merkinnan eli siind voimassa olevat propositiot.
JosU = (wy,wy,ws,...), Niin merkintéjen jonoar = (L(wp), L(wy), L(ws), .. .)
kutsutaans-sanaksiaakkostoss& = 27. Ja edelleeny-kieli onw-sanojen joukko.

Toisaalta, maaritelman mukaan jokainen LTL kaava kuvaa niiden luonnollisten kehys-
ten(U,{Z(R)|R € R}) joukon, joissa se on aina voimassa alkutilagsiéiglly valid).

Nain ollen kaava kuvaa myds nekielet, joka kustakin kehyksestd on mahdollista
generoida.

Kielid maariteltaessa riittaa, etta tarkastelemme temporaalilogiikan osalta ainoastaan
tulevaisuutta. LTL ja qTL logiikoilla on kyky erotella aikavaiheet (separation property)
menneisyys (pure past), nykyhetki (pure present) ja tulevaisuus (pure future), kuten jo
aikaisemmin on todettu (lemmat 2.6 ja 3.11). Edelleen, jokaiselle LTL tai gTL logiikan
kaavalle I6ytyy vastaava, ainoastaan tulevaisuuteen viittaava kaava, joka méaaérittelee
tdsmalleen saman kielen (lemma 3.12).

Kielia voidaan méaaritella myosf)saannollisilla lausekkeilla ja aarellisilla{)automaateilla.
Seuraavassa esitamme maaritelméngaannollisen lausekkeen kuvaamalle kielelle:

Maaritelmé 3.1 (w)-saanndllisen lausekkeen kuvaamalle kielelle patee:

e Jokainen aakkoston merkki ansaannollinen ilmaisu.

e Josa ja [ ovatw-saannollisia ilmaisuja, niin niita ovat myas (tyhja kieli),
(a+ ) (yhdiste)(«; B) (perakkaiskompositio) ja™ (kielen sanojen aéarellinen
toisto).

e Josa onw-saanndllinen ilmaisu, niin sellainen on my@$ (kielen sanojen aa-
retdn toisto.)

Esimerkiksiw-s&anndllinen lauseke-pl)” + (TT;p2)* maarittad kaikki ne &éaret-
tdmat sanafoy, 01,09, ...), joissa jokoVi patee, ettdl ¢ o; tai darettdbman mo-
nelle::lle patee, ett®2 € o;. Lisaksi lauseke maarittda niiden luonnollisten mallien
(U,{Z(R)|R € R,{Z(p)|p € P}) joukon M, joille M E G*(—pl AXT)VG*F*p2.
Koska kaavan mukaan kunkin luonnollisen mallin kaikilla pisteilla tulee olla seuraaja,
mallien taytyy olla &arettémia.

w-automaattmaaritella&an kuten tavallinen epadeterministinen automaatti, laajennettu-
na erillisellétoistotilojen (recurring stategpukolla. Toistotilat sisallyttavaeiluuseh-
donautomaattiin.
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Kuva 1: Blichi-automaatti

Maadritelma 3.2 Kun ¥ = 27, niin w-automaatti on monikkdS, A, Sy, Sace, Srec),
missa

e S ontilojen joukko,

e A C S x X x Son siirtymarelaatio

e Sy C S on alkutilojen joukko

e S... € S onhyvaksyvien tilojen joukko (aarellisille sanoille)

e S,... C S on toistotilojen joukko (&arettdmille sanoille).
Bilchi-automaatton aarellistilaine-automaattireilu siirtymasysteemi, jossa tilojen
joukko S on aarellinenLTS (Labelled Transition Systemi siirtyméasysteemi, jossa
kaikki tilat ovat toistotiloja ja hyvaksyvié tilojadeikosti reilusiirtymasysteemi on sel-
lainenw-automaatti, jossa kaikki tilat ovat toistotiloja ja ainoastaan lopputgair(inal
state$, joista ei ole siirtymaé seuraajatilaan, ovat hyvaksyvia tiloja. Yleensa LTS:ien

ja heikosti reilujen siirtymasysteemien yhteydessa ei kaytetd hyvaksyvien tilojen ja
toistotilojen kasitteita.

Maaritelma 3.3 (w-automaatin hyvaksymisehto) w-automaatti hyvaksyy epatyhjan
sanans = (og, 04,09, ...), j0S l6ytyy jokin funktig, joka liittda jokaiseen muuttujan
i (< |o|) arvoon jonkin automaatin tilany(o;) € S s.e.

e p(0) kuuluu alkutilojen joukkoon,
e Vi:0<i<n:(p(i),o;pli+1))€Aja
e (p(n),o,,s) € A, missa s on hyvaksymistilaaon aarellinen ja

e jos sanaon aaretdn jan f (p) on darettdbman useipssa esiintyvien tilojen jouk-
ko, niininf(p)NS,.. # {} (ainakin yhdessa toistotilassa vieraillaan &arettéman
usein).
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Automaatti hyvaksyy luonnollisen malliM, joss se hyvaksyy mallint generoiman
w-sanan. Siirtymasysteemin kieli muodostuu niiden polkujen joukosta, jotka saadaan
"aukikerimalla” (unwinding siirtyméasysteemi.

Kuvan 1 Bichi-automaatti maarittelee tasmalleen saman kielendas@mannollinen

lauseke(—p1)“ + (TT; p2)¥. w-sdénndlliset lausekkeet ja Bichi-automaatit ovat il-
maisuvoimaltaan samanarvoisia.
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4 Toisen kertaluvun kielten ilmaisuvoima

Teoreema 2 (Bichi, Wolper, Sistla)w -kielten maarittelyssa seuraavilla formalismeil-
la on sama ilmaisuvoima:

e uTL
e qTL
e MSOL

Blichi-automaatit

w-saannolliset lausekkeet.

Jokaiselleu TL kaavalle voidaan muodostaa vastaava qTL kaava maaritelmaan perus-
tuen. Lemman 3.2 mukaisesti MSOL ja qTL kielten ilmaisuvoima on sama. Lem-
man 3.14 mukaan jokaista qTL ja MSOL kaavaa vastaa jokin Blchi-automaatti, joka
maarittad samanlaisen mallien joukon, kuin ko. kaavat. Lemman 3.13 sanoo; etta
saannolliset lausekkeet ja Blchi-automaatit ovat samanarvoisia, ja edelleen lemmassa
3.15 todettiin, etté&-sadnnolliset lausekkeet voidaan mutidd.-kaavoiksi.
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