‘ Esitelm an sis alto '

e Aritmeettiset rajoitteet reaaliluvuille (jatkoa viime viikolta)
e Toteutusteknisia asioita

e Liukulukuvalit

e Sekalaista asiaa

e Aritmeettiset yhtalot reaaliluvuille
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‘Kertaus: Reaaliv alien aritmetiikka .

Summa: X +Y :={z+ylr € X,y € Y}

Erotus: X — Y :={z—ylr e X,y e Y}

Tulo: X - Y :={z-ylre X,ye Y}

Jakolasku: X/Y :={u e R|Fxr € Xy € Yu- -y =z}

Jos X ja Y ovat laajennettuja valeja, nin X NY, X + Y,
X —Y, X - Y ovat lagjennettuja valeja. X /Y ei valttamatta
ole, mutta X /{y} on.

z’nt(X) on pienin laajennettu vali, joka sisaltaa
reaalilukujoukon X
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‘Arvojoukkojen kutistaminen I

o R-LINEAR EQUALITY 1
O jax; =bsxy € Dy,...,x, € Dy)

O jax; =bsxy €Dy, ... x, € D)
Missa D’ := D kuni # j, ja

b— D icit.m—{j % Ds

aj

D; .= Dj M

e DISEQUALITY 2

(x £y;x € Dyyy € D)
(;2 € Dy,y € Dy)
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e /X-MULTIPLICATION 1

<$°y:Z;$EDx,y€Dy,ZEDZ>
(x-y=z;2 € Dy,y€ Dy,z€c D, ND,-D,)

e /X-MULTIPLICATION 2
(x-y=z;2 € Dy,y € Dy,z€ D,)

(x-y=z;xe€ D, Nt(D,/Dy,),y € Dy,z€ D,)

e R-MULTIPLICATION 3
(x-y=z2;2x € Dy,y € Dy,z€ D,)

(x-y==z;2€ Dy,ye D,Nint(D./D,),z € D,)

e Kertolaskurajoitteiden saannot perustuvat yhtalon x - y = z

ratkaisemiseen kaikkien kolmen muuttujan x, y, z suhteen.
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Toteutusteknisi a asioita '

e Jos {(a, b) ja (c, d) ovat ei-tyhjia laajennettuja véleja, niin

~»

(a,b) N {c,d) = (max(a,c), min(b, d))
2. {a,b) + (c,d) = (a4 ¢, b+ d)
3. {(a,by — {¢,d) = (a — d,b— c)

e Koska (a, b) ja (c, d) ovat ei-tyhjia, a # 00, b # —00, ¢ # 00
jad # —oo, em. lausekkeisiin ei voi tulla maarittelemattomia

lausekkeita, kuten oo — <.

e Esitettyjen lausekkeiden avulla valien leikkaus, summa ja erotus

on helppo toteuttaa.
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e Valien tulon ja jakolaskun laskeminen vaatii valien luokittelemista:

luokka vah. 1 neg. | vah. 1 pos. paatepisteet

M kylla kylla a<<O0Ab>0
Z ei ei a=0ANb=0
P el kylla a>0Ab>0
P ei kylla a=0Ab>0
Py ei kylla a>0Ab>0
N kylla ei a<O0ANbZO
Ny kylla ei a<O0ANb=0
Ny kylla ei a<<O0OAb<O
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e Valien tuloille ja jakolaskuille kaytettava laskukaava riippuu valien
luokasta. Tulolle on 11 eri kaavaa ja jakolaskulle 19. Kaavat
kattavat kaikki tapaukset ja niiden avulla voidaan myos valien tulo

ja jakolasku laskea tehokkaasti.

e Esimerkiksi jos vali (a, b) kuuluu luokkaan P ja (¢, d) luokkaan

N, vélientuloon (b - ¢, a - d).
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Liukuluvut '

Tietokoneet kasittelevat aarellista liukulukujen joukkoa
reaalilukujen sijaan. Liukulukujen kaytto saattaa johtaa
pyoristyksista johtuviin laskuvirheisiin.

Maaritellaan JF on Aarellinen kiinnitetty osajoukko R :sta joka
sisaltdd —oo ja 00. Liukulukuvéli on laajennettu vali (a, b), missa

a ja b ovat liukulukuja.

['(A) := pienin sellainen liukulukuvali joka siséltaa
reaalilukujoukon A. I' on vastaava operaatio kuin nt, mutta se

palauttaa liukulukuvalin.

Muutetaan aiemmin esitetyt saannot liukuluvuille:
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e F-MULTIPLICATION 1
(x-y=z2;2 € Dy,y € Dy,z€ D,)

(x-y=z;x€Dy,ye Dy,ze D, NI'(D,-D,))

e F-MULTIPLICATION 2

(x-y=z2;2€ Dy,y€ Dy,z€ D,)
(x-y=z;x2€ D, NID,/D,),y€e D,,z€D,)

e F-MULTIPLICATION 3

(x-y=z2;2€ Dy,y € Dy,z€ D,)
(x-y=z;2€Dy,yc D,NI(D,/D,),z € D,)

e R-LINEAR EQUALITY 1 sdaannossa taytyy soveltaa I :aa

muuttuvaan arvojoukkoon D;.
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Sekalaista '

Valien jakolasku voitaisiin maaritella myos seuraavasti:
XY :={x/y|lr € X,y € Y},0 &Y. Saanté on heikompi

kuin aiemmin esitetty, koska vali Y ei voi siséltaa lukua O.

“Parannettu” versio: X/Y = {x/y|r € X,y € Y,y # 0}.
Tata jakolaskuoperaatiota kaytettaessa saannot

R-MULTIPLICATION 2 ja 3 eivat enaa sailyta ekvivalenssia, jos
Y :=(0,0).

1-79.194 Kevat 2004 10



Valeille voidaan maaritella muitakin operaatioita kuin summa,
erotus, tulo ja jakolasku. Esimerkiksi X2 := {332]x c X}
Koska laskusaannot poikkeavat reaalilukujen vastaavista,

X? C X - X. Lisaamalla uusia operaatioita saatetaan saada

tulokseksi tiukempia valeja kuin perusoperaatioilla.

CSP:lla jossa on aritmeettisia rajoitteita reaalilukuvaleilla voi olla
aarettomia johtoja vaikka kaikki saantojen soveltamiset olisivatkin
relevantteja. Liukulukuvaleilla kaikki johdot ovat aarellisia, mutta

saattavat silti olla hyvin pitkia.

e Aritmeettisten rajoitteiden ratkaiseminen on herkka sille, miten

Jukka Honkola

atomiset rajoitteet valitaan. Yleensa on hyodyllista, etta atomisia

rajoitteiden joukko on suuri.
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e Ratkaisumenetelman tehokkuuteen vaikuttaa myaos tapa, miten
rajoitteet muunnetaan atomisiksi. Esimerkiksi CSP:ssa
(x —x = 1;x € (0,100)) voidaan muuttaa x — x nollaksi,
jolloin huomataan, etta CSP on inkonsistentti. Toisaalta r — x
voidaan evaluoida valiaritmetiikalla jolloin saadaan vali

(—100, 100) eika inkonsistenssia huomata.

e Valiaritmetiikka kayttaytyy eri tavalla kuin reaalilukuaritmetiikka.

Reaaliluvuille ekvivalentit funktiot saattavat tuottaa eri tuloksen
valiaritmetiikassa. Oikean funktion esitystavan valinta ei ole

itsestaanselvaa.
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Aritmeettiset yht alot reaaliluvuille I

e Aritmeettisia yhtaloita voidaan ratkaista samankaltaisilla
saannoilla kuin lineaarisia yhtaloita. LIN-todistusjarjestelmaa (4.3)

voidaan muokata aritmeettisten yhtaloiden ratkaisuun.

e Saannot eivat perustu arvojoukon kutistamiseen, vaan yhtaloiden

muunnoksiin.

e LIN-jrjestelmaa voidaan kayttaa taydellisen ratkaisijan luomiseen
lineaarisille yhtaloille. Sovellettuna aritmeettisiin yhtaloihin se on

kuitenkin epataydellinen.
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e Oletetaan ennaltamaaratty jarjestys < muuttujille. Monomi on
kokonaisluku tai muotoa n - 7" - - - - - z,* oleva termi, missa
k > 0, xq1, ...z ovat muuttujia jotka on jarjestetty <:n suhteen,
n nollasta eroava kokonaisluku ja 11, . . . , g positiivisia

kokonaislukuja. 7! - - - - z,* on monomin potenssitulo

e Polynomi on muotoa ) _.__; m;, missa n > 0, vain yksi m,; on
kokonaisluku ja monomien m1, . . ., m,, potenssitulot ovat

erilaisia.
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e Mika tahansa aritmeettinen lauseke s voidaan saattaa
yksikasitteiseen normaalimuotoon morm(s). Miké tahansa
aritmeettinen yhtalo e voidaan sieventaa yksikasitteiseksi

polynomiyhtéloksi joka on muotoa s = b oleva rajoite, missa b on

kokonaisluku.

e Yhtalon e normaalimuoto on nyt s = b. Maaritellaan

standardisointi stand(s = t) := norm(s) = norm(t).

e Nyt on maaritelty kaikki tarvittavat kasitteet todistusjarjestelman

LIN saannoille.
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