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Aritmeettiset rajoitteet kokonaisluvuille

e Lisataan aakkostoon kertolaskusymboli “-",

e Akkosto on

— kaksi vakiota, 0 ja 1,

— yksipaikkainen miinusmerkki “-",

— kolme kaksipaikkaista funktiosymbolia “+","-","-
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Aritmeettiset rajoitteet kokonaisluvuille (2)

e Aritmeettinen lauseke: aakkostostosta muodostettu termi

e Aritmeettinen rajoite: kaava/yhtdlé muodossa s op t, missa
— s ja t ovat aritmeettisia lausekkeita,

— op € {<7§7:7#7 Za>}

e Esimerkki

z°y? 2t 43 yd - 2° <104-4xt -yl 2% —y? a0 2t
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Arvojoukkoa rajoittavat sdaannot: TAPA 1 (1/4)

e Arvojoukkoina on kokonaislukuvaleja,

e Kaytetaan samaa menetelmaa kuin lineaarisille rajoitteille:

<3x+4y—5z2<Tx € lly..hy],y €[ly..hyl,z € [l,..h,] >

\

< 7—4g+5z < 7—4ly3+5hz

X

e Ongelma: yhtaloa ei voida aina ratkaista valitulle muuttujalle
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Arvojoukkoa rajoittavat sdaannot: TAPA 1 (2/4)

e Tarkastellaan rajoitetta z°y — x < 40, x € [1..100] ja y € [1..100].

e Ratkaistaan muuttujalle x:

xﬂWJ

e Redusoidaan arvojoukkoa etsimalla ylarajaa:

4 1 3
v < Li/ O+1 O vTa0) = 5

e Sama voidaan tietysti tehdd uudestaan:

40 + 5
r<|[§ 1+ _ 15| =3
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Arvojoukkoa rajoittavat sdannot: TAPA 1 (3/4)

e \astaavasti saadaan muutujalle y

<
y_La:?’ X

e Paidytddn (optimaaliseen) arvojoukon reduktioon
xr € [1..3] jay € [1..41]

e Menetelma ei toimi kovin hyvin yleisessa tapauksessa...
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Arvojoukkoa rajoittavat sdaannot: TAPA 1 (4/4)

e Tarkastellaan rajoitetta
22° % 2 —daty® 22 +3z-y°-2° < 10, missa z,y,z € [—100..100]

e Oletetaan ettd y, z # 0 ja ratkaistaan muuttujalle x:

5 20t -yt 3
< |2 — —7 -y -
CC_L\/y2.Z4‘|‘ 5 Za:yZJ

<

e Sijoittamalla yhtdl6on arvojoukkojen ylarajat saadaan

3
x < L§/5+2-1008+§1003J > 100

e Muuttujien arvoalueiden rajoittaminen bisektio menetelmalla ei
ratkaise ongelmaa
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Arvojoukkoa rajoittavat saannét: TAPA 2 (1/7)

e Tarkastellaan vain tietynlaisia polynomisia rajoitteita

e NMonomi on kokonaisluku tai termi muotoa

a-xyt-..x, missa
- k>0,
— 1,...,T) ovat eridvid ja jarjestetty jonkin (tdydellisen)

osittaisjarjetyksen < mukaisesti,
— a on nollasta eroava kokonaisluku,
- nq,...,Nng ovat positiivisia kokonaislukuja.

e Termid x}' - ...z * kutsutaan potenssituloksi (eng. power

product)
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Arvojoukkoa rajoittavat saannét: TAPA 2 (2/7)

e Polynomi on termi muotoa

n
E m;, MIssa
i=1

- n >0,
— ainakin yksi monomi m; on kokonaisluku,
— potenssitulot mq,...,m, ovat pareittain eriavia

e Polynomirajoite on aritmeettinen rajoite muotoa s op b, missa s on
polynomi, op € {<, <, =,#,>,>} ja b on kokonaisluku
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Arvojoukkoa rajoittavat sdaannot: TAPA 2 (3/7)

e Jokainen aritmeettinen rajoite voidaan muuntaa
polynomirajoitteeksi

2o y? 2t 43y 2° <10 4+4at g8 22—y 2t

\

20° - y? 2t — 4zt b 22 4+ 37 22 <10
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Arvojoukkoa rajoittavat saannét: TAPA 2 (4/7)

e Yksinkertainen polynomirajoite on polynomirajoite s op b, missa s
on polynomi, jossa jokainen muuttuja esiintyy korkeintaan kerran.

e Sopivia muuntosidantoja kayttamalla jokainen polynomirajoite
voidaan muuntaa yksinkertaisiksi polynomirajoitteiksi:

20° - y? 2t —dat b 22 4+ 32 y7 22 <10

T —To+x3 <10, 22°-y? -2zt —2, =0

gt %22 =0, 3x-y?- 22 —a3=0
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Arvojoukkoa rajoittavat saannét: TAPA 2 (5/7)

e Tarkastellaan rajoiteongelmaa, jossa on yksi aritmeettinen rajoite
¢ ja muuttujien arvojoukot

e Muunnetaan ¢ yksinkertaisiksi polynomirajoitteiksi

e Jokaiselle apumuuttujalle z, joka esiintyy rajoitteessa t — z = 0,
maarataan arvojoukko z € {t~..tT}, missd t~ ja tT ovat

monomille ¢ lasketut yla- ja alarajat.
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Arvojoukkoa rajoittavat saannét: TAPA 2 (6/7)

o Tarkastellaan rajoitetta 22° - y? - 2* — 2, =0

e Oletetaan ettd muuttujan z; alkuperdinen arvojoukko
[—2-1001..2 - 100!!] on bisektiomenetelmill3 rajoitettu vilille
[—2-10011..2 - R®], missd h < 100

o Nyt ehdosta z < | /5,57 ] seuraa: z € [—~100..1]
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Arvojoukkoa rajoittavat saannét: TAPA 2 (7/7)

e Yleisessa tapauksessa joudutaan ratkaisemaan monta alatapausta:
20 4+3y° —42% < 1000, missd x € [l,..hs],y € [l,..hy], 2 € [l...h.]
e Ratkaistaan muutujalle x:
4 3 3 2
x* <500 — 7Y + 2z

= [lghz]

2

I%..h? 1, <0
_ 0.max(lZ,hZ) : 1. <0,h;>0
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Arvojoukkoa rajoittavat saannot: TAPA 3

e Aritmeettinen rajoite on atominen jos se on
— lineaarinen rajoite,
— tal muotoa = -y = z.

e Jokainen aritmeettinen rajoite voidaan muuntaa atomisiksi
aritmeettisiksi rajoitteiksi

e Esimerkki muuntosiannosta

2?21 m; op b

n
Zi:lv’i op b7m1 = Uly-..,Mp = Up

Y

missa v;:t ovat apumuuttujia.
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Kokonaislukuvalien tulo

e Olkoon X,Y kokonaislukujoukkoja. Maaritelldan joukkojen tulo

seuraavasti:
X Y={zylrxeXyeY}

e Tulo X -Y valttamatta ole kokonaislukuvali
0..2] - [1..2] ={0,1,2,4}
e Maaritellaan joukko-operaatio int:

nt(X) pienin kokonaislukuvali joka sisaltda joukon X, jos X on aarellinen
n =
Z, muuten

int([0..2] - [1..2]) = [0..4]
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Tulosaanto 1

e MULTIPLICATION 1

<z-y==zxve€Dy,ye Dy,ze€D, >
<x-y=zx€Dy,y€e Dy, z€ D, Nint(Dy-D,) >

e Esimerkki:
<z-y=zxecl|0.2,yell.2,zel4.6] >
int([0..2] - [1..2]) = [0..4]
[4..6] N [0..4] = [4..4]

\

<z-y==zzx€l0.2],y€ll.2],zec[4.4] >
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Kokonaislukuvalin jakolasku

e Olkoon X,Y kokonaislukujoukkoja. Maaritellaan joukkojen

jakolasku seuraavasti:
Z)Y ={xe€eZ|yeY,JzecZsex-y=2z}

e Esimerkki
3..5]/]—-1..2) ={-5,—4,-3,2,3,4,5}

e Jos0e Z/Y, ninZ)Y =2

e Jos 0 & Z, niin Z/[0..0] =0
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Tulosdaannot 2 ja 3

e MULTIPLICATION 2

<z-y==zxe€Dy,yeDy,ze€D, >
<zx-y=zz€D,Nint(D,/D,),y € Dy,z€ D, >

e MULTIPLICATION 3

<z-y=zxe€Dy,yeDy,zeD, >
<x-y=2z2€Dy,ye D,Nint(D,/Dy),z € D, >
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Konsistenssi

e bounds- ja interval-konsistenssi ovat hyvin maariteltyja myos
aritmeettisille rajoitteille

e MULTIPLICATION-s3antoja ei voida karakterisoida
Interval-konsistenssilla:

— Tarkastellaan rajoiteongelmaa:
<z-y=zxe€c|2.3],yecl2.3],z¢€5.6] >

— arvolla z = 5 ei ongelmalla ole ratkaisua = se ei ole
interval-konsistentti

— rajoiteongelma on suljettu MULTIPLICATION-sdantojoukon
suhteen
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Konsistenssi (2)

e MULTIPLICATION-saantoja ei voida karakterisoida
bounds-konsistenssilla:

— Tarkastellaan rajoiteongelmaa:
<z-y=zuxe|[-2.1],y€[-3.10],z € [8..10] >

— arvolla y = —3 ei ole sellaisia a € [—2,1] ja c € [§,10] s.e
a-(—3)=c
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Kokonaislukuvaleilta aarellisiin joukkoihin

e FD-MULTIPLICATION 1

<z-y=zzrve€DyyeDy,ze€D, >
<xz-y=zx€DyyeDy,ze€ D, N(Dy-Dy) >

e FD-MULTIPLICATION 2

<z-y=zxe€Dy,yeDy,zeD, >
<zx-y=zzeD,N(D,/D,),ye D,,z€ D, >

e FD-MULTIPLICATION 3

<z-y=zx€DyyeDy,z€D, >
<x-y=zr €Dy, ye Dy,N(D,/D;),z€ D, >
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Konsistenssi 2

Lause 6.10 (FD-MULTIPLICATION)

Rajoiteongelma <z -y =2z;2 € Dy, y € Dy,z € D, >, missa
D.,D,, D, ovat darellisia kokonaislukujoukkoja on
hyperkaarikonsistentti joss se on suljettu FD-MULTIPLICATION

-saantojoukon suhteen.
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Aritmeettiset rajoitteet reaaliluvuille

e Aakkosto on

— kaikki reaaliluvut ovat vakioita

— yksipaikkainen miinusmerkki “-",

— kolme kaksipaikkaista funktiosymbolia “+","-","-
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Aritmeettiset rajoitteet reaaliluvuille (2)

e Aritmeettinen lauseke: aakkostostosta muodostettu termi

e Aritmeettinen rajoite: kaava/yhtdlé muodossa s op t, missa
— s ja t ovat aritmeettisia lausekkeita,

— op € {<7§7:7#7 Za>}

e Esimerkki

24-2° y? 24 4+36-x2-9y°-2° <101 +4.2 2% 90 22
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Arvojoukkona taydennetty reaaliakseli

e [aydennetaan reaaliakseli seuraavasti:
RT :=RU{—00,00}
e Tarkastellaan valeja

<a,b>={r e Rla <r <b}
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Reaalivalien aritmeettiset operaatiot

Olkoon X\Y reaalivaleja. Maaritellaan joukko-operaatiot:

e yhteenlasku
X+Y ={z+ylreX,ycY}

e vahennyslasku
X-Y ={z—ylreX,yeY}

e kerolasku
X Y={z-yreX,yecY}

e jakolasku

XY ={ueRt|FreX,yeYu y=ua}
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Reaalivdlien aritmeettiset operaatiot (2)

Maaritellaan lisaksi
int(X):=n{Y e Z|X CY},

missa Z on taydennettyjen valien joukko.
Intuitiivisesti: int(A) := pienin tdydennetty reaalivali joka sisdltdd A:n
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Reaalivdlien aritmeettiset operaatiot (3)

Huomio 6.11 (Intervals) Olkoon XY tdydennettyja reaalivdleja ja r
jokin reaaliluku. Talloin

(i) XNY, X4+Y, X —Y jaX- Y ovat tdydennettyja reaalivileja.
(i) X/{r} on tdydennetty reaalivili.

(iii) X/Y ei valttamattd ole tdydennetty reaalivali
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