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Tiivistelméa

Artikkelissa [1] esitetddn algoritmi k-SAT-ongelman ratkaisuun. Algo-

ritmin suoritusaikaraja on (2 — %)” Algoritmi on tdydellinen, determi-

nistinen ja perustuu paikalliseen hakuun. Nami ominaisuudet yhdessa teke-
vit tastd erittdin hyvin algoritmin hajautettuun laskentaan. Algoritmin idea-
na on jakaa kaikki mahdolliset totuusjakelut sopivaan médrdin Hamming-
aliavaruuksia ja tutkia ndmé aliavaruudet paikallisella haulla.

1 Johdanto

Toteutuvuustarkistimia kiytetddn nykydin moniin ongelmiin, joista ehki yleisim-
pini on verifiointi (esim. piirikaavion oikeellisuuden tarkistaminen). Kaikki lause-
logiikan lauseet voidaan muuntaa konjuktiiviseen normaalimuotoon, joita nimite-
tadn k-CNF-lauseiksi, jossa k suurimman disjunktion kokoon lauseessa. Siksi mo-
net toteutuvuustarkistusalgoritmit kehitetdéinkin juuri pelkéstiin k-CNF-lauseille
ja siten puhutaan k-SAT-algoritmeista.

Ongelmana k-S AT kuuluu NP-luokkaan (kun k& > 3). Monesti kuitenkin lauseet,
joiden toteutuvuutta halutaan tutkia, nousevat insinddritydn ongelmista ja siten
lauseissa on erdinlaista redundanssia, jonka huomioimisella voidaan nopeuttaa tar-
kistusta.

Niitd k-SAT-algoritmeja voidaan luokitella eri tavoin riippuen niiden kiytok-
sestd. Osa algoritmeista (kuten tisséd esitelty) perustuu paikalliseen hakuun, jol-
loin haku kéynnistetddn uudestaan useilla eri alkuarvoilla ja se tarkistaa vain osan
mahdollisista totuusjakeluista. T#llaisissa menetelmisséd kétevdd on laskennan yk-
sinkertainen rinnakkaistaminen kdynnistamilld useampi paikallinen haku samaan
aikaan tarvittaessa vaikka hajautetussa laskentaklusterissa. Globaalit menetelmiit
sen sijaan eivit kidynnisty uudelleen vaan ne etsivit ratkaisua kidyden koko hakua-
varuuden ldpi samalla suorituskerralla.

Kaikki algoritmit eivdt kdy ldpi hakuavaruutta kokonaan, jolloin ei tutkitta-
van lauseen toteutumattomuutta (UNSAT) ei voida taata tdysin. Joskus kuitenkin



tillaiset algoritmit takaavat toteutumattomuuden tietylld todennékdisyydelld, jo-
ka voidaan valita kiytettdvissd olevan laskenta-ajan pohjalta. Téllaiset algoritmit
kuitenkin 16ytivit usein keskimidrin nopeammin yhden totuusjakelun, jolla lause
toteutuu, ja ovat siksi tietyissi tilanteissa erittdiin kitevid. Naitd kutsutaan epitiy-
dellisiksi algoritmeiksi tdydellisen vastakohtana.

Liséksi jotkut algoritmi ovat satunnaisia, jolloin algoritmi toimii satunnaisesti
joissain tilanteissa (esim. haun haarautuessa). Nykyédidn tunnetaan satunnaisia al-
goritmeja, joiden keskimédrdinen suoritusaika on parempi kuin deterministisilli.
Deterministisilli algoritmeilla voidaan kuitenkin vastaus saada tietyssi ajassa, kun
satunnaisilla algoritmeilla on sitten niiden nopeiden tapausten vastakohtana usein
erittdin hitaita tapauksia.

Tissd esiteltdvi k-SAT-algoritmi on siis paikalliseen hakuun pohjautuva, deter-
ministinen ja tdydellinen. Artikkelissa [1] on kiinnitetty huomiota pelkistdin eks-
ponentin kantaluvun pienentdmiseen, jossa onkin saatu erittdin hyvia tuloksia, mut-
ta kiytinnon toteutukseen tarvitaan sellaisten tutkimustulosten yhdistdmisti, joissa
polynomisella lauseen késittelylld saadaan suoritusajan eksponenttia pienennettyé,
jolloin kdytinnon tapauksista 10ytyvéd redundanssi saadaan hyddynnettyd lasken-
nan nopeutumisena.

2 Algoritmi

Alussa selitetddn kéytettdvit notaatiot, sen jilkeen esitellddn paikallinen haku yk-
sinkertaisessa muodossa. Paikalliselle haulle annetaan parametri, joka kertoo miltéd
Hamming-etdisyydeltd annetusta totuusjakelusta tutkitaan toteutuvuus. Jotta talla
paikallisella haulla saataisiin tutkittua lauseen toteutuvuus ylipaditdin milld tahan-
sa sijoituksella, tdytyy mahdollisten totuusjakeluiden avaruus jakaa aliavaruuksiin,
joiden séteend on aina tietty Hamming-etdisyys. Téllainen aliavaruuksiin jako se-
litetdédn paikallisen haun jdlkeen. Lopuksi muodostetaan niistd lopullinen algorit-
mi ja analysoidaan sen suoritusaika. Lopuksi tutkitaan tietyn tyyppisid lauseita ja
kuinka paikallisen haun haarautumista voidaan rajoittaa valitsemalla haarautumis-
piste oikein.

2.1 Notaatioita

Fjj— tarkoittaa literaalin / asettamista todeksi eli F:sté poistetaan sellaiset klausuu-
lit, joista 16ytyy I ja [ poistetaan kaikista muista klausuuleista.

Totuusjakeluita késitelldéin binddrilukuina. Kaikkien n-pituisten bindériluku-
jen joukko on Hamming-avaruus, jota merkitdén H, = {0, 1}". Hamming-etiisyys
kahden alkion vililld on sellaisten paikkojen mééri, joissa ndmi alkiot eroavat. Al-
kion a ympiristdssi r-siteinen pallo on niiden alkioiden joukko, joiden Hamming-
etdisyys alkiosta a on enintédén r.

Koodi, jonka pituus on n, on H, osajoukko. Koodin C peittosdde r méiritelldin

r= max mind(u,v),
ue{0,1}" veC

2



jossa d(u,v) on Hamming-etéisyys u:n ja v:n vililld. Peittosidde on siis pienin sellai-
nen side, jolla koodin alkioden ympéristdjen unioni peittdd koko avaruuden. Nor-
malisoitu peittosdde p on p = r/n.

Siispé r-séteinen peittokoodi tarkoittaa sellaista joukkoa, jossa jokainen H,:n
alkio kuuluu johonkin r-séteiseen palloon, jossa pallon keskipiste kuuluu koodiin.

2.2 Paikallinen haku

Paikallinen haku ottaa parametreiksi aloitustotuusjakelun ja tutkii sen r-séteisen
ympdriston tarkastaen 16ytyyko sieltd sellaisia malleja, joilla annettu lause toteu-
tuu. Mahdollisten tutkittavien vaihtoehtojen miéréd voidaan siis ajatella pallon tila-

vuutena
Vinr) = Z (’l’)

i=0
Jos normalisoitu peittoséide p = r/n on vililld 0 < p < 1/2, voidaan tilavuutta
V(n,r) arvioida seuraavasti [2]

1
8np(1—p)

jossa h(p) = —plogap — (1 — p)log2(1 — p) on bindirientropiafunktio. Téssd on
siis tilavuudelle sellaiset rajat, jotka eroavat ainoastaan polynomisen tekijdn verran
funktiosta 2/(P)",

Hakualgoritmin ei tarvitse tutkia kaikkia V' (n, r) totuusjakelua, vaan hakupuuta
voidaan karsia tutkimalla vain sellaiset uudet totuusjakelut, joissa muutetaan joku
tutkittavaksi otetun totuusjakelun epitodesta klausuulista poimittu literaali.

2P <y (n, r) < 2P, (3)

Lemma 1 Kun F on lause, a ei ole sen malli ja C on epdtosi F:n klausuuli til-
ld totuusjakelulla (ja tutkitaan paikallisella haulla etdisyyttd r). Tdlloin, jotta F
saataisiin todeksi a:n r-ympdiristéssd, on oltava literaali | siten, ettd Fy—, saadaan
todeksi a:n r — 1-ympdiristossd.

Ylldoleva muunnos on sama kuin toteutuvuuden tarkistus F:lle ay—:n r—1-
ympdristdssd, joka on helppo ymmartdd intuitiivisesti, koska nyt a:sta muutetaan
yhtd literaalia (Hamming-etéisyys alkuperdisen a:n ja ay—;:n vililld on yksi, jo-
ten sadettd vahennetidn yhdelld). Ainoa ero F:n ja a:n muuntamisessa on, ettd a:ta
muuttamalla voidaan sama literaali muuttaa takaisin seuraavassa rekursion tasossa
(eli informaatiota ei hévid), kun taas F:n tapauksessa 1oydetédén jotain oikeasti hyo-
dyllistd etsimélld uusi epétosi klausuuli ja valitsemalla uusi literaali sieltd, koska
F:std on poistettu kaikki toteutumattomaan totuusjakeluun viittaavat literaalit.



Search(F,a,r)
1. Jos kaikki F:n klausuulit ovat tosia a:ssa, palauta tosi.
2. Jos r <0, palauta epitosi.
3. Jos F sisdltdd tyhjan klausuulin, palauta epitosi.
4. Valitse (jollain sddnnolld) a:ssa epitosi klausuuli C:
Jokaiselle literaalille / € C:
Jos Search(Fj;—;,a,r — 1) on tosi, palauta tosi.

Muutoin palauta epitosi.
On helppo todistaa induktiolla, ettd timé& algoritmi 16ytdd lauseelle mallin jos

sellainen on olemassa. Itse asiassa lemma 1 on induktioaskel sellaisenaan.

Esimerkki 1 Olkoot F = (A1 VA2) A (A1 VA3)A(A3), a= 111 ja r = 1. Lasketaan
siis Search({{A1,A2},{A1,A3},{A3}},111,1).

Talld totuusjakelulla (A1 = Ay = A3 = T) molemmat jalkimmdiset klausuu-
lit ovat epditosia, joten kdsitellddn suoraan algoritmin kohtaa neljd. Nyt valitaan
Jjompi kumpi klausuuleista, ja tilli kertaa tutkitaan ({A1,As}. Jotta timd saadaan
todeksi, tiytyy jompi kumpi literaaleista (A tai Az) muuttaa todeksi.

Nyt algoritmi haarautuu tutkimaan Search({{As},{A3}},111,0). Myos timd
lause on annetulla totuusjakelulla epdtosi ja koska r = 0 ei tdmdn syvemmdille haa-
rauduta. Nyt mennddn toiseen haaraan eli Search({{A1,A2}},111,0), joka toteu-
tuu ja siten palautetaan tosi.

Téssd huomioitavaksi jai, ettd algoritmi ei sievennd lainkaan lauseita eli muis-
tiin jdisi todellakin sama klausuuli kahteen kertaan toisessa haarautumisessa vaik-
ka se tdllaisella joukko-notaatiolla ndyttddkin hassulta. Kédytdnnon toteutuksissa
taytyy analysoida kuinka paljon aikaa kannattaa kéyttid lauseiden sieventdmiseen
verrattuna siitd saatavaan hyotyyn.

Témi algoritmin aikavaatimus on poly(n) - k", silld rekursion syvyys on r ja
jokaisella syvyydelld algoritmilla k£ haaraa, koska klausuulissa, jonka suhteen haa-
rauduntaan on korkeintaan £ literaalia. Muistetaan, ett kasitelldin k-CNF-lauseita.

Eksponenttiosa k" voi olla huomattavasti pienempi kuin pallon tilavuus. Esi-
merkiksi r = n/2 ja k =3, V(n,r) > 2""! kun taas 3" < 3"/2 ~ 1.733". Nyt va-
litsemalla triviaali peittokoodi, eli {ap = 000..0,a; = 111..1}, jonka peittosidde on
r=n/2, ja ajamalla Search(F,ao,n/2) ja Search(F,a;,n/2) saadaan yksinkertai-
nen deterministinen k-SAT-algoritmi, jonka suoritusaikaraja on poly(n)-1.733".

2.3 Peittokoodi

Nyt tdytyy muodostaa hyvi peittokoodi, niin saadaan suoritusaikarajaa alemmas.
Selvisti r-siteiselld peittokoodilla C on raja |C|-V(n,r) > 2" (eli peittokoodin
mdidird X tilavuus on oltava vihintddn koko avaruuden kokoinen). Kayttamalla ai-
emmin (3) saatua yldrajaa, saamme

R AR (B ()
V(n,r) —

|C| >



jossa p = r/n on normalisoitu peittosidde ja 0 < p < 1/2.

Lemma 2 Kaikille n > 1 ja r, on olemassa peittokoodi C, jonka pituus on n, peit-
tosdde enintddn r ja koko enintddn

[n-2"/V(n,r)]. (5)

Todistus. Tdmé osoitetaan todennikoisyysargumentilla. Valitaan H,,:sté takai-
sinpanolla n-2" /V (n,r) satunnaista alkiota. Nyt ndytetdén, ettd namé alkiota muo-
dostavat enintdén r-siteisen peittokoodin nollasta poikkeavalla (itse asiassa suu-
rella) todennékoisyydelld. Olkoot a alkio H,:ssd. Se kuuluu satunnaisesti valitun
b:n r-ympiristoon todennikoisyydelld V (n,r) /2". Todennikdisyys, ettd a ei kuulu
mihinkddn r-ympéristéon on

(1=V(n,r)f2ry 2V < e,

kayttamalld sarjakehitelmistd tuttua 1+ x < e* kaikille x. Eli valitut alkiot muo-
dostavat r-siteisen peittokoodin véhintddn todennikoisyydelld 1 —2"-e", jonka
raja-arvo on 1, kun n — inf.

Seurauslause 1 Olkoot 0 < p < 1/2 ja B(n) = +/np(1 —p). Kaikille n on ole-
massa n-pituinen peittokoodi C, jonka sdde on korkeintaan pn ja koko enintddin

nB(n) - 20=hP)n,
Todistus. Seuraa lemmasta 2 ja rajasta (3):
n-2" IV (n,r) < n(n)-20-10)n,

Lemma 3 Olkoot n > 1, 0 < p < 1/2 ja B(n) = /np(1 —p). Télloin n-pituinen
peittokoodi, jonka siide on korkeintaan pn ja koko korkeintaan n2p(n) - 2(1=hP))n
voidaan muodostaa ajssa poly(n) - 2"

Téllainen voidaan muodostaa yksinkertaisella ahneella algoritmilla, jossa vali-
taan aina sellainen alkio lisdd joukkoon, jonka ympiristossid on eniten vield peit-
tamittomid alkioita ja paivittdmélld muille alkioille vield peittiméttomien alkioi-
den lukumisirid. Tilloin iteraatio kestid poly(n) - 22" ja iteraatioita on korkeintaan
2" [3]

Lemma 4 Olkoot n > 1 sekdii d > 2 sen jakaja ja 0 < p < 1/2. Tdilléin on polynomi
qa Siten, ettd n-pituinen peittokoodi, jonka sdde on korkeintaan pn ja koko korkein-
taan qq(n) - 200" yoidaan muodostaa ajassa qq(n) - (234 4+ 20-He)n),

Todistus. Jactaan H,,:n n-bittiset sanat d:n osaan, jolloin jokaisen pituus on n/d.
Lemman 3 mukaan muodostetaan peittokoodi C' séteeltéddn pn/d H, Ja:lle. Nyt C
muodostetaan C':n alkioiden summina eli kaikkina mahdollisina konkatenaatioina.



¢’ muodostaminen kestii O(g(n)-23/%). C:n koko on enintiiin (n>B(n)-2(1=4(P)n/dyd —
HZdB(n)d . 2(1—h(p))n‘

On helppo havaita, ettd C todella on peittokoodi, silld jokaiselle a € H,, jaetaan
a osiin ay, az, . . ., ay, jolloin on olemassa w; € (' etdisyydelld pn/d jokaiselle a;.
Konkatenaatio wiw,...wy; € C on etdisyydelld pn a:sta.

Esimerkki 2 n =4 ja p = 1/2 eli etsitddn peittokoodia, jonka side r = pn = 2.
Jaetaan timdi kahtia (d = 2) ja etsitidin C', joka on {00,11} (eli C' peittiici koko
H,-avaruuden séiteelléi ' = 1). Nyt mikii tahansa Hy alkio voidaan jakaa kahteen
kahden bitin pituiseen osaan, joista molemmat ovat korkeintaan etdisyydelld 1 jom-
masta kummasta C' alkiosta. Nyt siis timd Hy alkio on korkeintaan etdisyydellii 2
Jjostain joukon C = {0000,0011,1100,1111} alkiosta.

Lemmassa 4 jokainen koodisana muodostuu vakiomédristd d osia, joista jo-
kainen on n/d pitkd. Ndmi osat muodostetaan ahneella algoritmilla. Seuraavassa
lemmassa koodisanat muodostuvat lineaarisesti kasvavasta miéréstéd n/b osia, jois-
ta jokainen on b pituinen.

Lemma 5 Olkoot 8 > 0ja 0 < p < 1/2. On olemassa vakio b = b(3,p) siten, ettdi
Jjokaiselle n = bl, n-pituinen peittokoodi, jonka side on enintddn pn ja koko enin-
tiicin 20-1P)HO voidaan muodostaa polynomisessa tilassa kéyttiimdilld polyno-
minen aika per koodisana.

Téssd siis & on mielivaltaisen pieni vakio, josta riippuu suoritusaikaan tullut
lisdys 297,

Todistus. Kun b valitaan siten, etti bB(b) < 2%, seurauslauseen 1 nojalla on
olemassa koodi ' = (C'(3,p) pituudeltaan b = b(3,p) ja siiteeltiéin korkeintaan
pb ja jonka koko on enintizin 2(1=(P)+9> Nyt n/b tillaisen ¢’ alkion summa on
haluttu koodi.

Esimerkki 3 Olkoot 8 = 1/2 ja p = 1/3. Tdlldin valitsemalla b = 3, jolloin saa-
daan bB(b) = b+/bp(1 —p) = 3\/2 A 2.449 < 2% =215 ~ 2 828. Seurauslauseen
1 nojalla siis on olemassa koodi C', jonka pituus on b =3 ja scide korkeintaan
pb = 1. Téimdin koodin koko on enintiicin |2('="P)+3)b| x5 |3.35| =3,
Etsitidn nyt peittokoodia Hy:lle arvolla p = 1/3. Tiedetdiin, etti {000,111}
on peittokoodi Hj:lle sciteellii r = 1 eli tiimdi on ehdot téyttiivii peittokoodi C'.
Nyt Hy| voidaan peittid konkatenoimalla seitsemdn kappaletta tdmdn b-pituisen
peittokoodin alkioita perdikkdin. Néin saadaan muodostettua peittokoodi C = {000,111}7,
Jjoka peittdd avaruuden Hyy halutulla sdteelld r = pn=17.

Kun valitaan b algoritmia toteutettaessa ja esilasketaan mahdollisimman hyvi
b-pituinen peittokoodi, paéstddn polynomiseen muistinkdyttoon ja koko avaruuden
H, peittivin koodin koodisanat voidaan laskea polynomisessa ajassa b-pituisesta
peittokoodista.



2.4 Paaalgoritmi

Algoritmi ottaa syotteend k-CNF-muotoisen lauseen F, jossa on n muuttujaa. Aluk-
si peitetddn H, palloilla, joiden sidde on prn, kiyttiméilld lemmaa 4. Peittimiseen
tarvitaan B(n,p,d) = qq(n) - 207"P)" palloa ja peitteen muodostaminen kestii
Ti(n,p,d) = qq(n) - (2374 4 2(1=1(P)") ‘jossa g4 on polynomi. Jokaista palloa koh-
ti suoritetaan paikallinen haku, joka kestdd T»(n,p) = p(n) - kP" per pallo, jossa p
on polynomi. Kokonaissuoritusaika on siis

Tl(l’l,p,d)—f-B(l’l,p,d) ‘Tz(l’l, p) ®)

Eksponenttiosuus voidaan minimoida valitsemalla p = 1/(k+ 1). (Voidaan havaita
esim. laskemalla derivaatan nollakohta Mathematicalla.) Liséksi valitsemalla d riit-
tavin suureksi, saadaan kaavan (8) ensimméiinen termi pienemmaéksi kuin toinen.
On helppo havaita, etti esim. d = 6 tulee ensimmiiseksi termiksi 23/¢ = (1/2)" &~
1,414" < (2— Z27)" kun k > 3.

Yksinkertaisuuden vuoksi voidaan olettaa n olevan jaollinen d:114. Lisdamailla
vakiomiirad uusia muuttujia kasvattaa ajoaikaa korkeintaan vakiotekijalla.

Toisaalta jos d on suuri, kasvaa g, ja pyOristyksessd lisdtyistd muuttujista ai-
heutuva tekija. Kuitenkin tekija g, (polynomi) on hédvidvén pieni verrattuna eks-
ponentiaalisesti kasvavaan tekijdédn, joten d valinnalla ei ole merkitystd kun n on
suuri kunhan vain termi 23%/4 ei pidse dominoimaan suoritusaikaa.

Pidalgoritmi.

1. Asetap=1/(k+1).

2. Kéytd lemmaa 4 arvolla d = 6 muodostamaan n-pituinen peittokoodi C siteel-

tadn korkeintaan pn.

3. Jokaiselle koodisanalla a € (C suorita Search(F,a,pn). Palauta tosi jos jokin suo-

rituksista palauttaa tosi, muutoin epdtosi.
Lasketaan vield timén ajoaika. Aluksi heitetdin pois pienemmén eksponentti-

termit, jolloin saadaan jonkin poly(n) ja dominoivan eksponenttitermin tulona suo-
ritusaika. Sen jilkeen pienelld logaritmipydrittelylld saadaan haluttu lopputulos:

Tl(napad) +B(n7pad) ' TZ(nap)

= gq(n) - (23" 420Dy 4 g4 (n) - 207D p(n) - kP

= poly(n on 1+ﬁlog2 ,H%l+k+illog2 %+Wlllog2k)

)

(n)- (
_ poly(n) _zn(lfﬁlogz(k—l-l)—}—ﬁkllogzkkarLllogz(k+1)+k+Lllog2k)
(n)- (

= poly(n)-2" I+log; i)

= poly(n) - (ki—kl)n
= poly(n)- (2 _ i)

k+1

Teoreema 1 Jokaiselle € > 0 ja kokonaisluvulle k pddalgoritmia voidaan muuttaa
siten, se toimii ajassa poly(n) - (2 —2/(k+ 1) +¢€)" polynomisin tilavaatimuksin.



Ideana tissd on kiyttdd lemman 4 sijaan lemmaa 5 arvolla & = log,(e(k +
1)/(2k) + 1). Niin suoritusajaksi tulee tuo jo mainittu. Valitsemalla § ndin €:n
funktiona, voidaan € valita tekemilld kompromissi suoritusajan ja muistinkulutuk-
sen suhteen.

2.5 Paikallisen haun optimointi

Aiemmin esitellyssd paikallisessa haussa valittiin jokin epitosista klausuuleista
haarautumista varten vilittimattd tarkemmin klausuulin valinnasta. Talloin komplek-
sisuus oli poly(n) - k". Valitsemalla haarautumisklausuuli paremmin, voidaan tétd
rajaa parantaa ja siten myOs padalgoritmin kokonaissuoritusaikaa. Tédssd kappa-
leessa esitelldén, kuinka kompleksisuus saadaan rajattua poly(n)-2,848" aiemman
poly(n) - 3" sijaan. Tilloin padalgoritmille tulee 3-SAT-ajaksi poly(n)-1,481".

Olkoot F lause, C sen klausuuli ja a totuusjakelu. C luokitellaan riippuen siité,
kuinka moni sen literaaleista on tosia a:ssa. C:td kutsutaan

(1,...,1,0,...,0) — klausuuli
——

P m

jos C sisiltad tdsmilleen p literaalia, jotka ovat tosia a:ssa, ja tismilleen m literaa-
lia, jotka ovat epitosia a:ssa. Esimerkiksi (1,0,0)-klausuuli siséltdd kaksi tosi- ja
yhden epitosi-literaalin.

Nyt F:44 kutsutaan d-epdtodeksi a:ssa (d > 0) joss F:114 ei ole mallia Hamming-
etdisyydelld d totuusjakelusta a. Kun d on vakio, voidaan polynomisessa ajassa tar-
kistaa, onko F d-epétosi a:ssa.

Seuraava lemma seuraa siitd, etti F:n (1)-klausuulista /; tulee tyhji klausuuli
Fjj—1:ssd.

Lemma 6 Olkoot F lause, a ei sen malli. Jos F sisdltdd (0,0,0)-klausuulin 1, V
LV I3 ja (1)-klausuulin 1;, jossa i € {1,2,3}, tilloin saamme yhtdildisyyden: F
toteutuu Hamming-etdisyydellii < r a:sta joss on olemassa j € {1,2,3} siten, ettd
jF#ija Fjj,=; toteutun Hamming-etdisyydella < r—1 a:sta.

Seuraavat midritelmit kuvaavat lauseiden tyyppejd, joita proseduurin Search
uusi versio kdyttdd.

1. Olkoot F 0-epitosi a:ssa. F' on I-rajoitettu joss jompikumpi seuraavista pitdd
paikkansa:
e F:ssidon (0)- tai (0,0)-klausuuli a:ssa.
e F:ssi on (0,0,0)-klausuuli, jossa on literaali [ siten, ettd [ on F:n (1)-

klausuuli

Ideana téllaisissa rajoittuneissa muodoissa on, etti tarvitsee haarautua kor-
keintaan kahteen eri haaraan, ei kolmeen.



2. Olkoot F 1-epitosi a:ssa. F on Il-rajoitettu joss jompikumpi seuraavista pi-
tdd paikkansa:

e F on I-rajoitettu a:ssa.

e F:ssion (0,0,0)-klausuuli, jossa on literaali / siten, ettd lause Fj;—; on
I-rajoitettu.

Tiéllaisissa rajoittuneissa muodoissa, joissa jalkimmadinen ehdoista pétee, tar-
vitsee haarautua yhtd alemmalla tasolla kerran vihemmdn, eli tuossa haaras-
sa, joka on I-rajoitettu haaraudutaan kerran vihemmén. Jos ensimméiinen eh-
doista pitee, tarvitsee, samoin kuin I-rajoitetuissa, haarautua vain kahteen jo
tdssi vaiheessa.

3. Olkoot F 2-epitosi a:ssa. F on Ill-rajoitettu joss jompikumpi seuraavista
pitdd paikkansa:

e F on I- tai Il-rajoitettu a:ssa.

e F:ssi on (0,0,0)-klausuuli siten, ettd klausuulin jokaisen literaalin [
suhteen lause Fj;—; on Il-rajoitettu.

Néidenkin lapsien haarautumista hakupuussa rajoittaa tieto, ettd kaikki kol-
me ovat [I-rajoitettuja eli niilld on vihemmin kuin 3" haarautumista.

On huomattava, ettd lauseen rajoittuneisuus tidssd mielessé riippuu valitusta to-
tuusjakelusta eli kdytdnnossé siitd, missd pdin hakuavaruutta timé paikallinen ha-
ku etsii. Esimerkiksi {{A1,A,},{A1,A2,A3}} totuusjakelulla 000 on O-epitosi eiki
ole I-rajoitettu. Sen sijaan sijoituksella 010 se on edelleen 0O-epétosi mutta tidssd
I-rajoitettu johtuen ensimmdisest eli (0, 0)-klausuulista.

Seuraava lemma ja sen seurauslause osoittavat, ettd rekursiivisia kutsuja ei tar-
vitse tehdi muille kuin IlI-rajoitetuille lauseille, koska muut ovat toteutuvia.

Madritellddn, ettd lause F on triviaali joss F sisdltdd tyhjdn klausuulin (valttéd-
mittd epitosi) tai F on tyhjd (eli tosi). Lause F on epitriviaali tdsmélleen silloin
kun se ei ole triviaali.

Lemma 7 Olkoot F epdtriviaali ja 3-epditosi a:ssa. Olkoot [ epditosi literaali a:ssa.
Olkoot F= edelleen epditriviaali (oletuksen mukaan se on 2-epdtosi). Tdlléin jos
Fjj=1 on Il-rajoitettu a:n suhteen, silloin Fj;—; on Il-rajoitettu tai F itse on IlI-
rajoitettu.

Todistus. Ideana on saattaa F|;—; . sellaiseen muotoon, ettd se havaitaan I- tai
[I-rajoitetuksi. Kun oletetaan, etti tutkittava lause ei ole I- eikd Il-rajoitettu, lih-
detéidn liikkeelle lauseesta 16ytyvistd (0,0,0)-klausuulista. Lausehan nimittdin on
epétosi annetulla totuusjakelulla ja jollei se ole I- tai II-rajoitettu, siiné ei ole (0)-
tai (0,0)-klausuuleita eli siind on oltava tuollaisia (0,0,0)-klausuuleita vihintidéin
yksi.



Kun yksinkertaiset tapaukset on saatu tutkittua, jai jéljelle tapaus, jossa F' si-
séltdd kaksi eri (0,0,0)-klausuulia ja voidaan jittdé supistus Fj—; vilistd ja tutkia
muotoa F|_, jolloin F osoittautuu Ill-rajoitetuksi.

(Seurauslause 2.) Olkoot F epitriviaali ja 2-epdtosi a:ssa. Jos F ei ole III-
rajoitettu a:ssa, niin F on toteutuva.

Todistus. Jos F ei ole 3-epitosi, niin F on toteutuva. Koska F ei ole Ill-rajoitettu,
se ei mydskiin ole I-rajoitettu a:ssa. Tdmén vuoksi tarkastellaan (0,0, 0)-klausuulia
i V1V 13. Jos kaikilla i € {1,2,3} Fj,—; olisi Ill-rajoitettu, niin edellisen lemman
mukaan jokainen Fj,—; on Il-rajoitettu tai ' on Ill-rajoitettu. Ensimmaisestd vaih-
toehdosta kuitenkin seuraa, ettd F on Ill-rajoitettu.

Nyt siis on jokin i € {1,2,3} siten, ettid F.—1 on epitriviaali, 2-epétosi ja ei ole
II-rajoitettu. Liséksi F|;,—;:ssd on aidosti vihemmin klausuuleita, joten induktiolla
lopulta tullaan sellaiseen lauseeseen, joka ei endi ole 3-epétosi ja siten toteutuva.

Nyt saadaan siis uudeksi paikalliseksi hauksi seuraava algoritmi.

Search(F,a,r)

1. Jos F ei ole 2-epétosi a:ssa, palauta fosi.

2. Jos r <0, palauta epditosi.

3. Jos F sisdltdd tyhjid klausuuleita, palauta epditosi.

4. Jos F ei ole Ill-rajoitettu a:n suhteen, palauta fosi.

5. Jos F on I-rajoitettu a:n suhteen, haaraudu sen epitoden klausuulin

suhteen, joka osoittaa F:n I-rajoitetuksi.

6. Jos F on Il-rajoitettu a:n suhteen, haaraudu sen epétoden klausuulin

suhteen, joka osoittaa F:n II-rajoitetuksi.

7. Haaraudu sen klausuulin suhteen, joka osoittaa F:n III-rajoitetuksi.

Nyt tidssi jétetddn siis [-rajoitetuista tapauksista suorittamatta Search(F| l=l,a,r—1
sille 1;, jolle F:std 16ytyy (1)-klausuuli /;, kun verrataan aikaisempaan Search-
algoritmiin.

Téllaisen haun haarautumisista muodostetaan hakupuu ottamalla solmuiksi funk-
tion kutsut, lehdiksi sellaiset kutsut, jotka eivit endd haaraudu tutkimaan lisdi joko
havaitessaan lauseen todeksi tai siteen r ollessa nolla ja kaariksi rekursiot.

Hakupuun lehtien (Kuva 1) estimointiin kdytetién funktiota H(r), joka mééri-
telldén seuraavasti rekursiivisesti: H(0) =1, H(1) =3, H(2) =9jar>3

H(r)=6-(H(r—2)+H(r-3)).

Hakupuun lehtien lukuméérd L(F,a,r) < H(r) kaikille r.

Funktiolla H onrajat 2-H(r—1) <H(r) r > 1 ja2-(H(r—1)+H(r—2)) <
H(r) (r > 2) induktiolla.

Nyt yksinkertaisissa (F triviaali tai toteutuva) tapauksissa (algoritmin alkupuo-
li) ollaan hakupuussa lehtisolmussa, joten ehto pitee. Muutoin F on joko I-, II- tai
[-rajoitettu. I-rajoitetussa kiytetddn ensimmaistd epédyhtiloisti, Il-rajoitetussa jil-
kimmdistd epdyhtdlod ja jos F on Ill-rajoitettu, niin lehtien mééri on suoraan H:n
méidritelméstd. Niin induktiolla todistuu tdiménkin lemma.
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H(r) (lll-rajoitettu) = 3*H(r-1, ll-rajoitettu)
= 6*H(r-2) + 6*H(r-3)

H(r-1) (ll-rajoitettu)  H(r-1) (ll-rajoitettu)  H(r-1) (ll-rajoitettu)

= 2°H(r-2)
+ 2°H(r-3)

H(r-2) (?-rajoitettu)  H(r-2) (?-rajoitettu) H(r-2) (I-rajoitettu)

A 2*H(r-3)

H(r-3) (?-rajoitettu) H(r-3) (?-rajoitettu)

Kuva 1: Eri tavoin rajoitetut lauseet ja Search-funktion haarautuminen niissa.

Eksplisiittiset rajat saadaan akateemisella arvauksella H(r) = 9-a/, jossa o
ratkeaa yhtilostd o® = 6- o+ 6. Laskemalla saadaan o = v/4 + v/2, joka on 2, 847
ja 2,848 vililld. Arvaus voidaan todistaa oikeaksi induktiolla.

Nyt lasketaan yhtélolle (8) uusi p = 0,26, joka minimoi eksponenttiosan tulos-
ta. Ndin saadaan 3-SAT-algoritmi, jonka suoritusaika on

poly(n) - (2,848%20 . 21=M020\n < poly(n) - 1,481"

Témi 3-CNF-optimointi voidaan soveltaa myos k-CNF-algoritmiksi. Talloin
ideana on I-rajoitteeseen muuttaa ehtoja vastaamaan k:ta ja aina saadaan haarau-
tumisia yksi vihemmaén kuin aluksi esitellysséd paikallisessa haussa. Lemma 7 to-
distus oli jo 3-CNF-tapauksessa laajoja yksityiskohtia siséltavd ja monia erikois-
tapauksia huomioonottava, joten kasvattamalla k:ta, tulee nditd kisiteltdvid vaih-
toehtoisia tapauksia paljon. Télld optimoinnilla saadaan aina k" laskettua k', ajassa,
jossa k— 1 < k4 < k paikallisen haun osalta.

3 Yhteenveto ja pohdinnat

Tdmén algoritmin laskennallisesti vaativin osa onkin kaikki mahdolliset totuusja-
kelut peittidvin koodin generointi ja sithen menee suhteessa eniten aikaa. Tidma vie
myos eksponentiaalisesti kasvavan mddrdn muistia. Toisaalta muistetaan esitetty
variaatio, jossa siis oli € liséiné, vie vihemmin muistia ja soveltuu siksi kiytinnossi
toteutettavaksi.

Toteutuvuustarkistimen kéyttotarkoitusta ajatellen pitdisi toteutuvan lauseen
tapauksessa varmasti palauttaa se (vasta)esimerkki, jolla lause osoitetaan toteu-
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tuvaksi. Paperissa esitetyissi algoritmeissa tdmi on (yksinkertaisuuden vuoksi) ji-
tetty pois, mutta paikallisen haun algoritmia hiukan muokkaamalla saataisiin tuo
joskus varmasti tarpeellinen totuusjakelu palautettua helposti sen l6ydyttya.

Paikalliseen hakuun perustuvia algoritmeja kehitetidiin, koska tilloin laskenta
saadaan helposti hajautettua. Globaaleilla algoritmeilla hajauttaminen ei ole kovin
helppoa, jos ylipdatdin mahdollista. Toisaalta tdssd esitetty algoritmi on samalla
my0s tdydellinen ja deterministinen, joten ratkaisu ongelmaan saadaan varmasti
tietyssd ajassa, joka on laskentaa suunniteltaessa hyodyllinen ominaisuus. Paikal-
liseen hakuun perustuvilla satunnaisilla algoritmi voidaan toki saada milléd tahansa
halutulla varmuudella (< 100 %), mutta tdlloin yleensd suoritusaika alkaa paisu-
maan, koska hakua tdytyy uudelleenkdynnistid monen monta kertaa. Deterministi-
selld algoritmilla tdtd ongelmaa ei ole. Koska esitelty algoritmi on lisdksi tdydelli-
nen, soveltuu se my0s verifiointiin, joissa tdytyy saada varma vastaus.

Paperissa esitetyn analyysin konkreettista kdyttod ajatellen heikentdi se, ettd
ainoastaan huonoimman tapauksen suoritusaikaa on analysoitu. Kéytdnnossi al-
goritmeilla on keskiméérdinen suoritusaika jossain méadrin pienempi kuin huonoin
tapaus. Siksi timén algoritmin kéyttoonotto ei ole kovin mielenkiintoista ennen
tarkempaa analyysid todellisesta kéyttdytymisestd. Lisiksi tdhin esitettyyn algorit-
miin voidaan yhdistdd monia kdytdnnossd hyodyllisid sievennyskeinoja lauseille,
joilla saadaan lauseen rakenteisuutta kdyttimélld suoritusaikaa alaspéin. Téllaise-
naan algoritmi ei analysoi lainkaan lauseiden rakennetta, vaan toimii yksinkertai-
sen suoraviivaisesti.
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