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Tiivistelma. Stalmarckin menetelmélld voidaan ratkaista, onko mielivaltai-
nen lauselogiikan lause pateva vai ei. Menetelméa on kaupallisessa kiytossa. Tés-
sé esitellidn Stalmarckin menetelmén periaatteet ja tirkeimmét ominaisuudet.
Samalla pohditaan, miten menetelma poikkeaa DPLL-pohjaisista toteutuvuus-
tarkistusmenetelmista.
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1 Johdanto

Stalmarckin menetelmélld [1] voidaan ratkaista lauselogiikan patevyysongelma:
onko annettu lause F tosi kaikilla F':ssi esiintyvien muuttujien totuusarvoilla?
Menetelmé on toteutettu kaupalliseen tyokaluun, jota on kiytetty jarjestelmien
verifiointiin teollisuudessa.

Kurssin atheena on lauselogiikan toteutuvuustarkistimet konjunktiivisessa nor-
maalimuodossa oleville lauseille. Toteutuvuus voidaan ratkaista myos yleiskéyt-
toiselld patevyystarkistimella, sillda F' on toteutuva jos ja vain jos —F ei ole
pateva.

Menetelméssé yritetdan 16ytad F:lle todistus eli osoittaa lause pateviksi teke-
mélld vastaoletus “F on epétosi jollakin muuttujien arvonjakelulla” ja kaytté-
mallad paittelysdantéja, kunnes paddytdan ristiriitaan. Kun kiytettavissi ole-
vien padttelysddntéjen joukko on riittavé, tdssd voidaan kiyttdd hyvaksi ali-
lauseperiaatetta. Periaatteen mukaan mille tahansa pateville lauseelle F on ole-
massa todistus, jossa paittelysddntdji sovelletaan ainoastaan F:n alilauseisiin
(myos T lasketaan alilauseeksi) tai niiden negaatioihin.

Padttelysdantoind kiaytetdan yksinkertaisia sddntdjd ja Dilemma-sddntod. Yk-
sinkertaisilla sdanno6illd saadaan tietoa muuttujista ilman haarautumista. Jos
esimerkiksi tiedetddn, ettd x A -y on tosi, voidaan paitelld, ettd z:n on oltava
tosi ja y:n epitosi.

Yksinkertaiset sdannot eivit muodosta taydellistd todistusmenetelmai. Tarvi-
taan lisiksi jonkinlainen haarautumissdinté eli mahdollisuus spekuloida erilai-
silla muuttujien totuusjakeluilla. Kokeillaan esimerkiksi mitéd seuraa oletuksesta
z = T, tal mité jos olisikin z = 1. Monissa todistusmenetelmissd (mm. DPLL-
menetelmét [3]) yritettiisiin johtaa ristiriita erikseen kummastakin oletuksesta.
Tamai saattaa aiheuttaa sen, etta todistuspuun koko rdjahtid uusien haarautu-
misien myota, tai todistus sisiltda redundantteja osia (kuva 1).

Stalmarckin kdyttdm&a Dilemma-sddnté on tavallaan hienostuneempi tapa to-
teuttaa haarautuminen. Haaroja ei yritetd ajaa loppuun saakka, vaan kummas-
sakin haarassa tehddin vain ennalta maaratty madrd paittelyja. Haarat kuro-
taan takaisin yhteen ja sen jélkeen voidaan mahdollisesti haarautua uudestaan
jonkin toisen muuttujan suhteen. Dilemma-sdantod kdyttivd todistus saattaa
olla kuvan 2 muotoinen.

Menetelmissa kiytetyt tietorakenteet seki yksinkertaiset sddnndt esitellddn lu-
vussa 2. Luvussa 3 perehdytédn tarkemmin Dilemma-s&dnté6n ja sithen perus-
tuviin Dilemma-todistuksiin. Luvussa 4 esitetdin algoritmi, joka etsii Dilemma-
todistuksia, ja tutkitaan sen ominaisuuksia. Luvussa 5 katsotaan lyhyesti, mihin
menetelmii on tdhdn mennessi sovellettu.



Kuva 1: Normaali todistuspuun muoto.

Kuva 2: Dilemma-sdént66n perustuva todistusgraafi.

2 Tietorakenteet ja yksinkertaiset saannot

2.1 Kolmikot

Alkuperéinen todistettava lause on esitetty mielivaltaisena Boolen lausekkeena.
Kasittelyn helpottamiseksi lause muutetaan kanoniseen muotoon, joka esitetdin
kolmikoiden avulla. Samalla saadaan tehokkaasti hyodynnettyi alilauseperiaa-
tetta, joka esiteltiin luvussa 1.

Muunnostaulukkoa 1 kdyttdméalla annettu lause voidaan helposti muuttaa muo-
toon, joka ei sisélld muita konnektiiveja kuin A ja —. Témén jilkeen kaikki F::n
alilauseet ovat toisten alilauseiden konjunktioita tai niiden negaatioita. Vara-
taan jokaista alilausetta kohti uusi muuttuja. Talléin koko lauseen voi esittaé
konjunktiona kolmikoista, jotka ovat muotoa

T=yYAz.

Téssd z, y ja z ovat joko todellisia muuttujia, alilauseita kuvaavia muuttujia,
muuttujien negaatioita tai vakioita T tai L.

Jatkossa el ole tarpeen erotella alkuperiisia F:ssd esiintyvid muuttujia ja kolmi-

Py — (2PN (Y )
= > PV
dVY — a(=h Ap)

—|—|¢ — ¢

Taulukko 1: Muunnokset, joilla pddstddn eroon turhista konnektiiveista.



koita varten keksittyja uusia muuttujia. Molempia kutsutaan lyhyesti muuttu-
jiksi. Literaali tarkoittaa muuttujaa tai muuttujan negaatiota ja vakio symbolia

T tal L.

Myés “alilauseelle” F varataan uusi muuttuja. Tdmé kuvaa siis koko lauseen
totuusarvoa.

Esimerkki. Lause

d e f g h i
F=(aA(BVc) = (=(naV-b)V (aAc))

voidaan muuntaa kolmikkomuotoon suoraankin muuntamatta muita konnektii-
veja konjunktioiksi. Kutakin alilausetta edustava muuttuja on kirjoitettu vas-
taavan konnektiivin ylapuolelle. Koko lausetta edustaa muuttuja f. Lause kol-
mikkomuodossas:

d=aNlNe, -e
ag=aAb, —h

g A 1, 7

d A\ —h,
alc.

Jos nyt haluaisimme osoittaa lauseen F patevéksi, riittéisi osoittaa, ettd ei ole
olemassa sellaista muuttujien a,b,...,7 arvonjakelua, joka toteuttaisi ylla olevat
kuusi ekvivalenssia ja lisiksi vastaoletuksen f = L.

2.2 Yksinkertaiset sainnot

Yksinkertaiset paattelysdannot kuljettavat tietoa kolmikkojoukossa ilman haa-
rautumista. Ne vastaavat DPLL-menetelmien [3] yksikkoresoluutio- ym. saan-
t6ja. Kaikki yksinkertaiset sddnnot on listattu alla. Symbolien z, y ja z paikalle
voidaan kirjoittaa miki tahansa literaali tai vakio.

=-rzAz T=yANx T=yYyANy T=yAN—y T=yAz

z/Ll z/Ll z/y z/L y/T

z/1 y/L z/T
cr=TAz r=1Az z=yAT r=yAL

z/z z/L z/y z/L

Niahdién, ettd sddnnén premissinid on aina yksittdinen kolmikko, jota kutsutaan
saannén laukaisevaksi kolmikoksi. Muotoa z/y olevaa johtopddtdstd kutsutaan
assostaatioksi. Merkinta tarkoittaa, ettd z:114 ja y:114 on oltava sama totuusarvo.
Johtopddtds voi olla ristiriitainen, esimerkiksi (-a/a) tai (b/L, -b/L). Tallsin
voidaan todeta, ettd laukaiseva kolmikko on jo itsessdén ristiriitainen.

Voi myos kiiyda niin ettd johtopaitos ei sisalld mitaan informaatiota, kuten L/ 1.

Talléin kolmikko, johon sddntéd sovellettiin, on tosi kaikilla siinéd esiintyvien
muuttujien arvoilla, eikd kolmikon avulla saada mitddn uutta tietoa.



Muussa tapauksessa assosiaatio z/y tarkoittaa, ettd jaljelld olevissa kolmikoissa
voidaan samaistaa literaali (tai vakio) z literaalin (tai vakion) y kanssa. Kaytan-
nossa tama tehddin joko korvaamalla kaikki z:n instanssit y:114 ja —z:n instans-
sit —y:114 tai pdinvastoin. Joka tapauksessa sddnnon laukaissut kolmikko voidaan
poistaa, koska sddnnén soveltamisen jilkeen kolmikko toteutuu triviaalisti.

Huomattakoon, etta vaikka sddnnoét vaikuttavat itsestidnselvilté, saattavat x ja
y edustaa mitd tahansa alilauseita tai niiden negaatioita. Néin ollen yksinker-
taisten sddntéjen avulla voidaan 16ytda hyvinkin epétriviaaleja yhteyksid ali-
lauseiden valille.

Edelld olevat saannst on lainattu Harrisonin implementaatiosta [2]. Harrison
kayttdd konjunktiivisten kolmikkojen z = y A z lisdksi kolmikkoja, jotka ovat
muotoa = = y <> z. Tastd on se etu, ettd alkuperdisessi lauseessa olevia ekvi-
valensseja ei tarvitse muuntaa kolmeksi konjunktioksi, vaan ne voidaan suoraan
kirjoittaa yhtena kolmikkona. Téllaiset kolmikot olen yksinkertaisuuden vuoksi
jattanyt pois. Stalmarckin omassa esityksessd [1] on tuotu esille muitakin mah-
dollisuuksia, tosin Stalmarck ei eksplisiittisesti kerro millaisia sd&nt6ja hin itse
kiayttaa. Tama liittynee sithen, ettd kyseessd on kaupallinen ohjelmisto.

2.3 Lauserelaatiot

Kaikki informaatio, jota todistuksen aikana kerdtdin, on muotoa z/y, eli kah-
della literaalilla tai literaalilla ja vakiolla on sama totuusarvo. Jos kiytossa oli-
si vain yksinkertaiset siinnot, voitaisiin assosiaatio z/y lukea korvaussaantond
“vaihda kaikkialla symboli z symboliksi y” ja unohtaa jatkossa kokonaan lite-
raali z. Tata tulkintaa kiytettidessd tulee kuitenkin ongelmia siind tilanteessa,
kun Dilemma-sddnnon haarat pitéisi yhdistaa.

Siksi maéritellddn literaalien ja vakioiden vilinen ekvivalenssirelaatio R. Kaksi
alkiota on samassa ekvivalenssiluokassa tdsmaélleen silloin, kun tiedetidin, etti
niilld on sama totuusarvo. Téllaista relaatiota kutsutaan lauserelaatioksi. Jos
R on lauserelaatio, niin ilmeisesti (z,y) € R jos ja vain jos (—z,—y) € R.
Lauserelaatio on ristiriitainen, jos jokin muuttuja ja sen negaatio (tai T ja L)
ovat samassa ekvivalenssiluokassa.

Jos muuttujien totuusarvoista ei ole mitdin tietoa, kukin literaali ja vakio muo-
dostaa lauserelaatiossa oman ekvivalenssiluokkansa, jossa on vain yksi alkio. Jos
saadaan selville, ettd x:ll4 ja y:1l4 on sama totuusarvo, yhdistetddn ekvivalens-
siluokat joihin z ja y kuuluvat. Samalla yhdistetddn —z:n ja —y:mn edustamat
luokat. Yhdistdminen voidaan méaéaritelld lauserelaatioiden unionin avulla.

Kaytetaan merkintdd {z/y} pienimmaisti lauserelaatiosta R, jolle (z,y) € R.
Siis relaatiossa {z/y} on ekvivalenssiluokat {z,y} ja {-z,-y}. Loput luokat
ovat jilleen yksialkioisia.

Lauserelaatioiden R; ja R unioni R; UR5 on pienin ekvivalenssirelaatio R, jolle
patee

(z,y) € Ry tai (z,y) € Ra = (z,y) € R.



Naiilld merkinnéilld RU{z/y} tarkoittaa lauserelaatiota, joka saadaan R:std su-
lauttamalla toisiinsa z:n ja y:m ekvivalenssiluokat ja toisaalta —z:n ja —y:m ekvi-
valenssiluokat. Voitaisiin sanoa, ettd R U {z/y} saadaan yhdistimailla relaatio
R ja assosiaatio z/y.

Miki tahansa lauserelaatio saadaan unionina muotoa {z/y} olevista relaatioista.
Toisaalta lauserelaation R voidaan ajatella koostuvan kaikista niistd assosiaa-
tioista z/y, joille pitee (z,y) € R.

Maiéritellddn vield Dilemma-sdint6a varten lauserelaatioiden R, ja Rs leikkaus.
Se saadaan tavallisena joukkojen leikkauksena

(m,y) E-Rl nRZ — (‘/an)ERl ja (Iay)ERZ-

2.4 Yksinkertaisten sidintjen soveltaminen lauserelaati-
oihin

Yksinkertaisilla sddnnéilla tunnetuista kolmikoista ja assosiaatioista voidaan
johtaa uusia assosiaatioita. Kun assosiaatiojoukot esitetddn lauserelaatioiden
avulla, voidaan ajatella, ettd yksinkertaisilla sddnnoéilld johdetaan lauserelaa-
tioista uusia lauserelaatioita.

Olkoot l&dhtokohtana ristiriidaton lauserelaatio R, kolmikko ¢ ja yksinkertainen
sddnté r. Ajatuksena on soveltaa sddntod r kolmikkoon ¢, kun tiedetdan, etta
relaation R; mukaiset ekvivalenssit ovat voimassa, eli jos (z,y) € Ry, niin z:1la
ja y:lld on sama totuusarvo. Johtopditoksend on uusi lauserelaatio Rs.

Valitaan kustakin R;:n ekvivalenssiluokasta yksi edustaja. Tehdddn td4mé niin,
ettd jos z:n ekvivalenssiluokan edustaja on y, niin —z:n ekvivalenssiluokan edus-
tajaksi otetaan —y. Lisdksi vakiot T ja L valitaan aina omien luokkiensa edus-
tajiksi.

Muodostetaan uusi kolmikko ¢’ niin, etti otetaan kolmikko ¢ ja korvataan kukin
literaali sen ekvivalenssiluokan edustajalla, johon literaali kuuluu. Lopputulos
on, ettd ¢ muuten sama kuin ¢, mutta joitakin literaaleja on mahdollisesti muu-
tettu toisiksi ekvivalenteksi literaaleiksi tai vakioiksi niin, etti ¢’ sisiltdd enin-
tddn yhden edustajan kustakin R;:n ekvivalenssiluokasta. Taman sievennyksen
jalkeen voidaan tutkia, soveltuuko sidénté r kolmikkoon ¢'.

Jos sddnto6a el voida soveltaa kolmikkoon, asetetaan Ry = R;. Muussa tapauk-
sessa merkitdan sdannon r johtopadtoksend olevia assosiaatioita a:lla ja b:lla (tai
pelkiistdin a:lla jos assosiaatioita on vain yksi). Asetetaan Ry = R; U {a} tai
R; = R; U {a} U {b} sen mukaan, montako assosiaatiota johtopadtoksessi on.

Sanotaan, ettd ndin saatu relaatio Ry johdetaan relaatiosta R; ja kolmikosta ¢
sdannolla r. Nahdaan, etta jos t' on sisdisesti ristiriitainen kolmikko, relaatiosta
R5 tulee ristiriitainen.



RU{z/y} RU{z/~y}
(johto) (johto)
R, R>

R M Ry

Taulukko 2: Dilemma-saanto.

3 Dilemma-todistusjarjestelma

3.1 Dilemma-siinto

Dilemma-sdanté perustuu logiikan kaksiarvoisuuteen. Jos z ja y ovat kaksi lite-
raalia tai vakiota, niin x:114 ja y:114 on joko sama totuusarvo tai vastakkainen to-
tuusarvo. Néaihin oletuksiin perustuvia paételmiéd ajetaan rinnakkain ja lopuksi
tulokset yhdistetddn. Tutkitaan sdantéd taulukon 2 avulla.

Sdannén premissind on lauserelaatio R. Relaatio Ry saadaan liittdmalla R:44n
assosiaatio z/y ja kiyttamalld joitakin paattelysdantoji. Vastaavasti oletuksesta
z /-y saadaan sddntoja kdyttaméalld johdettua lauserelaatio Ro. NAmé sadnnot
saattavat kiyttid premisseinddn paitsi lauserelaatioita, myo6s kolmikkoja, joita
ei ole merkitty taulukossa niakyviin.

Johtopaitoksend on lauserelaatio R; N Ry, joka méiritellddn seuraavasti.

Ry, jos vain R» on ristiriitainen,

Rs, jos vain R; on ristiriitainen,
{T/L}, jos Ri ja Ry ovat ristiriitaisia,

R N Ry, jos kumpikaan ei ole ristiriitainen.

R1[—|R2=

Relaation {T/L} paikalla voisi olla miki tahansa muukin ristiriitainen relaatio,
silld ristiriitaisia lauserelaatioita ei ole koskaan tarpeen erotella toisistaan.

Sddnnon idea on se, ettd johtopditos sisdltdd kaiken informaation, joka pitdd
paikkansa riippumatta siitd, oletetaanko z/y vai z/—y. Jos yksi oletus johtaa
ristiriitaan, toisen oletuksen on pidettdva paikkansa. Jos molemmissa haaroissa
paadytdan ristiriitaan, paatellddn ettd alkuperdinen relaatio R on ristiriitainen
(tai ristiriidassa kolmikkojen kanssa, joita kiytetaan haarojen johdoissa).
Esimerkki. Olkoon vasemmassa haarassa oletuksena a/T ja oikeassa haarassa
a/ 1. Vasemmassa haarassa johtopaitokset ovat b/—c ja ¢/ T, ja oikeassa haaras-
sa b/T. Oletetaan vield, ettd premissind oleva relaatio R el sisilld mitddn tietoa
muuttujista. Merkitdin lauserelaatioita ekvivalenssiluokkien joukkoina. Téllgin
lauserelaatiot olisivat taulukon 2 symbolein

R= {{T}, {a}, {b}7 {c}, {J-}v {_'a‘}a {_'b}a {_'C}}a
RU {a/T} = {{T7 a}v {b}a {C}v {J—v ﬁa}v {_'b}v {_'C}}v



Ry = RU{a/TYU{b/~c}U{c/T} ={{T,a,=b,c},{L,-a,b,—c}};
RU{a/L}={{T,na},{b},{c},{L,a},{-b},{~c}},

Ry = RU{a/L}YU{b/T} = {{T,a,b},{c}. {L,a.mb},{~c}};

Ry MRy = Ry N Ry = {{T},{a,-b}, {c},{L},{-a,b},{~c}}.

Kuten relaatiosta R; M Ry ndhddan, Dilemma-sdannolld voidaan téssd tapauk-
sessa padtelld, ettd a:lla ja b:114 on vastakkaiset totuusarvot.

3.2 Dilemma-todistukset

Dilemma-johto on paittelyketju, jossa on kiytetty yksinkertaisia sdintéja ja
Dilemma-sdantod. Se voidaan madritelld seuraavasti. Oletetaan, ettd kolmikko-
joukko T on kiinnitetty.

1. Triviaali johto. Jos R on lauserelaatio, niin
R

on Dilemma-johto R:std R:&an.

2. Yksinkertaiset sddnnét. Olkoon II Dilemma-johto Rj:std Ra:een. Jos on
olemassa kolmikko ¢ € T ja yksinkertainen sddnto r siten, ettd sddnndlla
r voidaan johtaa relaatiosta R ja kolmikosta ¢ relaatio R3, niin

11
Rs

on Dilemma-johto R;:std Rg:een.

3. Dilemma-séddnté. Olkoon II, Dilemma-johto Ry:sta R:ddn ja olkoot z ja
y literaaleja tai vakioita. Jos II; on Dilemma-johto R U {z/y}:std Ri:een
ja IIs on Dilemma-johto R U {z/-y}:std Ra:een, ja R3 = Ry Rz, niin

I,
II, 11,
R3

on Dilemma-johto Ry:sta Rg:een.
4. Muita Dilemma-johtoja ei ole.
Dilemma-johdon syvyys on siind kiytettyjen sisdkkiisten Dilemma-sddntdjen

maksimilukumé&ira. Johdossa, jonka syvyys on 0, on kiytetty ainoastaan yksin-
kertaisia sddnt6ja. Jos johdon syvyys on 1, siind on kiytetty Dilemma-s&antoé,



Kuva 3: Dilemma-todistus, jonka syvyys on 2.

mutta kaikki Dilemma-sdéntojen haarat siséltdvat vain yksinkertaisia sdantojé,
jne.

Miaritellddn, mikd on péitevdn lauseen Dilemma-todistus. Olkoon F péateva
lause ja T sitd vastaava kolmikkojoukko. Merkitddn f:l114 muuttujaa, joka edus-
taa koko lausetta F. Jos IT on Dilemma-johto R;:std Ra:een, missd Ry = {f/ L}
ja R2 on miki tahansa ristiriitainen lauserelaatio, niin II on F:n Dilemma-
todistus.

Jos lause F on patevi, sen vaikeusaste on pienin luku £ siten, ettd F':lle on ole-
massa Dilemma-todistus, jonka syvyys on k. Kaikilla patevilld lauseilla on 44-
rellinen vaikeusaste: jos F':ssd esiintyvien muuttujien lukuméérd on m, voidaan
periaatteessa helposti rakentaa m:n syvyinen todistus, jossa kokeillaan kaikki
mahdolliset muuttujien arvonjakelut. Tama vastaa F:n taydellisen totuustau-
lun rakentamista. Toisaalta kaikille m on olemassa pétevia lauseita, joiden vai-
keusaste on vahintddn m [1].

Vaikeusaste on kiytdnnossi keskeinen kisite, kun etsitdin todistusta F:lle. Jot-
ta valtyttéisiin turhalta ty6lta, kiytanndssa k:m syvyistd todistusta aletaan etsid
vasta, kun kaikki mahdollinen on tehty k — 1:n syvyisen todistuksen 16ytami-
seksi. Tdman perusteella tyypillisen todistuksen graafiesitys voisi olla kuvan 3
nékoinen.

4 Saturaatioalgoritmi

Stalmarckin menetelméin toteuttaminen perustuu saturaatioalgoritmiin, joka te-
kee taydellisen haun l6ytadkseen Dilemma-todistuksen, jonka syvyys on enin-
tddn k. Luku k on algoritmille annettava argumentti. Muut argumentit ovat al-
kuperdinen kolmikkojoukko seki lauserelaatio, joka sisiltdd ladhtSoletukset seki
mahdollisesti aikaisemmin hankitun tietdmyksen.

Maigéritellddn ensin, mita saturaatiolla tarkoitetaan. Oletetaan edelleen, etté kol-
mikkojoukko T" on kiinnitetty. Ristiriidaton lauserelaatio R on k-saturoitu, jos
ei ole olemassa Dilemma-johtoa R:sta R':uun siten, ettd johdon syvyys on enin-



taan k ja R # R'. Toisin sanoen R ei ole k-saturoitu, jos R:std voidaan johtaa
uusia assosiaatioita Dilemma-johdolla, jonka syvyys on k. Téméan perusteella on
helppo arvata, miten saturaatioalgoritmi toimii.

0-saturaatioalgoritmi soveltaa yksinkertaisia sdént6ji, kunnes niitd el endi voi
soveltaa, ja palauttaa niin saadun lauserelaation.

1-saturaatioalgoritmi valitsee muuttujan z ja soveltaa Dilemma-sdantéa siten,
ettd haaroissa oletetaan z/T ja z/L1, ja kummassakin haarassa kiytetddn vain
yksinkertaisia sddntoji. Tatd jatketaan, kunnes uusia assosiaatioita ei saada
johdettua télla tavoin. Algoritmi kokeilee siis kaikkia muuttujia uudestaan ja
uudestaan, kunnes huomaa ettd kokonainen kierros on menty lapi ilman ettd on
saatu uutta informaatiota.

2-saturaatio toimii muuten samoin, mutta haarautumisen jilkeen kummassakin
haarassa suoritetaan 1-saturaatio, jonka jilkeen haarat yhdistetdan. Vastaavasti
k + 1 -saturaatio voidaan mééritelld k-saturaation avulla.

Saturaatioalgoritmi valitsee haarautumisehdossa (z/y vs. z/-y) aina y = T,
vaikka Dilemma-sdinnoéssi voisi periaatteessa ottaa y:n paikalle minki tahansa
literaalin. TAm4 tapa on kiytannossi koettu tehokkaaksi [1].

4.1 O0-saturaatio

Nyt voimme koota yhteen aiemmin esitetyt ideat. 0-saturaatioalgoritmin pseu-
dokoodi on esitetty alla.

saturate (triplets T, relation R, depth 0) :=

1 Q := apply substitutions R on T

2 while (Q not empty)

3 q := some triplet from the set

4 Q :=Q - {q}

5 if (a simple rule applicable to q)

6 R’ := conclusions of the simple rule
7 if (R’ == "contradiction")

8 return("contradiction")

9 end if

10 Q := Q union {triplets in T affected by R’}
11 Q := apply substitutions R’ on Q

12 R := R union R’

13 end if

14 end while

16 if (R is a full truth assignment)

16 exit ("countermodel found")

17 end if

18 return(R)

Funktio etsii melko suoraviivaisesti kaikki kolmikot, joihin voidaan soveltaa jo-
takin yksinkertaista sddntod, ja kasvattaa lauserelaatiota R vastaavasti. Rivilld
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1 kopioidaan kolmikot joukkoon () ja samalla korvataan literaaleja ekvivalens-
siluokkien edustajilla niin, ettd ():ssa esiintyy enintddn yhté edustajaa kustakin
R:n ekvivalenssiluokasta. Samoin rivilld 11 varmistetaan, ettd Q:ssa ei ole useita
edustajia samasta ekvivalenssiluokasta. Rivilla 6 asetetaan R':uun relaatio, joka
saadaan yksinkertaisen sdinnon johtopditoksend olevista assosiaatioista. Ehto
R’ == "contradiction" rivilld 7 on tosi, jos R’ on miki tahansa ristiriitainen
lauserelaatio.

Aina kun yksinkertaista sdant6a on sovellettu, rivilld 10 laitetaan Q:hun takai-
sin ne kolmikot, joihin s&&nnén soveltaminen vaikuttaa. Jos relaatio R antaa
totuusarvon T tai L jokaiselle muuttujalle eiké ole ristiriitainen, rivilla 16 kes-
keytetdan todistuksen etsiminen, koska vastamalli on 16ytynyt.

4.2 k + 1 -saturaatio

k41 -saturaatioalgoritmi soveltaa Dilemma-sdant6a vuorotellen kaikkiin muut-
tujiin siten, ettd kummassakin haarassa suoritetaan k-saturaatio.

saturate (triplets T, relation R, depth k+1) :=

1 repeat

2 V := set of variables in T

3 V := apply substitutions R on V

4 R’> := R

5 for (each v in V)

6 R1 := saturate(T, R union {v/TRUE}, k)

7 R2 := saturate(T, R union {v/FALSE}, k)

8 if (R1 == "contradiction" && R2 == "contradiction")
9 return("contradiction'")

10 else if (R1 == "contradiction")
11 R := R2

12 else if (R2 == "contradiction")
13 R := R1

14 else

15 R := R1 intersect R2

16 end if

17 end for

18 until (R’ == R)

19 return(R)

Riveilld 2 ja 3 asetetaan joukkoon V kaikki kolmikoissa esiintyvit muuttujat
niin, ettd kustakin ekvivalenssiluokasta otetaan mukaan yksi edustaja. Rivilld
6 lauseke R union {v/TRUE} tarkoittaa, kuten aiemminkin mééariteltiin, etta
lauserelaatiossa R yhdistetdidn ekvivalenssiluokat, joihin v ja T kuuluvat. N&in
saatu lauserelaatio annetaan argumentiksi k-saturaatioalgoritmille. Rivilld 15
yhdistetddn haarat ottamalla R:44n mukaan ne assosiaatiot, jotka ovat mukana
sekd Ry:ssé ettd Ro:ssa. Huomattakoon, ettid relaatio R el voi pienentya tassi
operaatiossa.
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4.3 Todistusalgoritmi
Varsinainen todistusalgoritmi tekee oletuksen, ettd F’ evaluoituu epdtodeksi jol-

lakin muuttujien arvonjakelulla, ja kutsuu saturaatioalgoritmia kasvavilla k:n
arvoilla aloittaen 0-saturaatiosta.

prove (formula F) :=

1 T := convert F to triplets
2 f := the triplet variable representing entire F
3 R := {f/FALSE}

4 k :=0

5 while (true)

6 R := saturate(T, R, k)

7 if (R == "contradiction")
8 exit ("tautology")

9 end if

10 k : =k +1

11 end while

Funktio ei jad pydérimdidn ikuiseen silmukkaan, silld viimeistddn kun £ on sa-
ma kuin muuttujien lukumééra, kaikki haarat pdatyvat ristiriitaan ja todistus
padttyy rivilla 8, tai sitten 0-saturaatio on 18ytinyt vastamallin ja keskeyttényt
algoritmin exit-komennolla.

Algoritmi ajaa k-saturaation loppuun ennen kuin yrittda k + 1 -saturaatiota.
Tamaé on viisasta kahdesta syystd. Ensinndkin on vaikea sanoa etukiteen, mika
on annetun lauseen vaikeusaste. Siksi kannattaa etsié ensin lyhyttéd todistusta,
jos sellainen sattuisi olemaan olemassa. Toiseksi k-saturaatiolla voidaan saada
kerdttyd huomattavasti lisdd informaatiota relaatioon R, vaikka todistusta ei
16ytyisikdan. Tama helpottaa k + 1 -saturaation ajamista. Sama informaatio
l6ydettaisiin toki k& + 1 -saturaatiollakin, mutta talloin samaa paattelyd pitaisi
suorittaa useassa haarassa ja todistukseen tulisi paljon redundantteja osia.

Algoritmin aikakompleksisuus on O(|F|?**1) [1], missi |F| on F:n muuttujae-
siintymien méaérd plus konnektiivien méairi ja k& on vaikeusaste. Ndhdaédn, etti
Jjos vaikeusaste on 0, ajoaika on suoraan verrannollinen lauseen pituuteen. Kiin-
tedlla k:lla ajoaika on polynominen.

Ajoaika riippuu paljon voimakkaammin ongelman vaikeusasteesta kuin lauseen
pituudesta. Pitkéin lauseen, jonka vaikeusaste on vdhintddn 2, todistaminen on
usein kiytdnndssi liian vaikeaa [2]. Vaikeusastetta ei voida triviaalisti paatelld
lauseen rakenteesta. Esimerkiksi patevin lauseen

(aAN(BVe)— ((aAb)V(aAc))
vaikeusaste on 0, mutta jos implikaation kididntdé oikealta vasemmalle, vaikeus-
aste kasvaakin 1:een. Yleisesti voidaan sanoa, ettd vaikeusaste on maksimilu-

kumaéiri toisistaan riippumattomia oletuksia, jotka on tehtdvi todistusta etsit-
taessa.
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Kun algoritmia on sovellettu verifikaatio-ongelmiin teollisuudessa, on havaittu,
ettd mitd selkedmpi struktuuri verifioitavalla jirjestelmélld on, sitd alempi on
verifioinnin vaikeusaste. Tamé&n perusteella voisi kuvitella, ettd Stalmarckin me-
netelmé ei ole parhaimmillaan satunnaisesti generoitujen lauseiden tarkastuk-
sessa, silld satunnaisuus voi aiheuttaa paljon omituisia riippuvuuksia muuttu-
jien vilille. Algoritmi onkin pérjinnyt paremmin kiytannon sovelluksissa kuin
menetelmien vilisissd kilpailuissa [1].

Harrisonin implementaation [2] perusteella algoritmin tilavaativuus nayttéisi
olevan O(|F|). Ilmeisesti ajoaika muodostuu ongelmaksi ennemmin kuin tarvit-
tava muistin méaira.

4.4 Todistuksen redundanssista

Alkeellisissa todistusmenetelmissi kiy helposti niin, ettd hakuavaruus sisaltié
useita osia, joissa oleellisesti todistetaan samaa asiaa. Saturaatioalgoritmin kiyt-
tdminen rajoittaa paitsi turhaa haarautumista, myos téllaista redundanssia.
Tutkitaan tdsti esimerkkinéd konjunktiivisessa normaalimuodossa olevan lauseen

F=(aVb)A(maV -b)A(cVd)A(cV-d)A(~cVd)A(~cV —d)

toteutumattomuuden tarkastamista naiivilla DPLL-tyyppiselld algoritmilla ja
toisaalta Stalmarckin menetelmalla.

Olkoon DPLL-menetelméassimme kiytossd ainoastaan yksikkoresoluutiosdanto,
komplementti puuttuu -sddntd ja haarautumissdinto. Naistd voidaan aluksi so-
veltaa ainoastaan haarautumissdintod. Valitaan (lyhytnakoisesti) haarautumis-
muuttujaksi a.

Tutkitaan haaraa, jonka oletuksena on @ = T. Kahdesta ensimmaisesta klausuu-
lista ji& jaljelle ainoastaan klausuuli (=b), joten yksikkéresoluution mukaan b:n
on oltava epéitosi. Neljd viimeistd klausuulia sdilyvat muuttumattomina.

Haaraudutaan uudestaan muuttujan ¢ suhteen. Oletus ¢ = T tuottaa klausuulit
(d) ja (=d), miki havaitaan ristiriidaksi yksikkoresoluutiolla. Oletuksella ¢ = L
paddytdidn samaan. Siis alkuperdinen oletus @ = T oli vaara.

Seuraavaksi kokeillaan haaraa a = L. Taalld b:n on oltava tosi (yksikkéresoluu-
tio), mutta cn suhteen tehddin tdsmélleen samanlainen péittely kuin viimek-
sikin.

Todistuksen ongelma on se, ettid a:n arvo el mitenkdan vaikuta paattelyyn, jolla
neljid viimeistd klausuulia saadaan ristiriitaisiksi. Todellinen DPLL-algoritmin
toteutus havaitsisi tdmén ja kiyttiisi jonkinlaista peruutustekniikkaa karsiak-
seen turhan haaran pois hakuavaruudesta. Toinen vaihtoehto olisi kdyttid pa-
rempaa hakuheuristiikkaa ja haarautua ensisijaisesti ¢:n tai d:n suhteen.

Tutkitaan, miten toteutumattomuus todistettaisiin Stalmarckin menetelmaéll,
johon ei my6skddn ole implementoitu peruutusta tai hakuheuristiikkaa. Hajote-
taan F ensin alilauseiksi

e »f g _ h 4 _ 7 k N l m.on o
((((aVbB)yA(maV=b))A(cVd)A(cV-d) A (mcVd)A (=cV ~d)
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ja muodostetaan kolmikot

—e=-aA-b, f=eAg, —g=alb, h=fAq,
Mt=-cA-d, j=hAk, —-k=-cAd, [=j3Am,
-m = ¢ A —d, n=IlANo, —o0o=cAd.

Tehdddn vastaoletus “F on toteutuva” (tai “—F el ole patevd”) asettamalla n/T
ja aloitetaan O-saturaatio. Soveltamalla toistuvasti sddnt6d, jonka premissi on
T=yAzsaadaan /T, 0/T, j/T,m/T,h/T, k[T, f/T,i/T,e/T, g/T. Kun
tehdéén sijoitukset, jéljelle jadvat kolmikot ovat

l==aA-b, L=aAb, L=-cA-d L =-cAd,
1 =cA-d, 1l =cAd.

Néihin ei endd voi soveltaa yksinkertaisia sddnt6jd, joten O-saturaatio on val-
mis. Aloitetaan 1-saturaatio haarautumalla muuttujan a suhteen. Haarassa a/T
kaksi ensimmaéistd kolmikkoa saavat muodon 1L = L A -b, L = T A b. Néista
ensimméinen ei sisélld informaatiota, mutta toiseen voi soveltaa z = T A z -
saantod, jonka mukaan z/z eli tassd tapauksessa saadaan assosiaatio L /b.

Haarassa a/ L saadaan vastaavasti 1 /—b. Kun haarat yhdistetd4n, ndhddin et-
td molemmissa tapauksissa a:lla on vastakkainen totuusarvo kuin b:114, joten
saadaan assosiaatio a/—b. Tam4 tekee kaksi ensimméisti kolmikkoa ja samalla
muuttujat a ja b tarpeettomiksi.

Tehdadn toinen haarautuminen muuttujan c¢ subteen. Valinnalla ¢/T kaksi vii-
meistd kolmikkoa tulevat muotoon 1L = T A —d, L = T A d. Ensimméisesti
saadaan | /-d ja jalkimmaéisesta L /d, eli paadytadn ristiriitaan. Vastaavasti jos
otetaan ¢/ L, joudutaan ristiriitaan kahden keskimmaéisen kolmikon nojalla.

Niin 1-saturaatiolla saatiin todistettua alkuperdinen lause toteutumattomak-
si, joten ongelman vaikeusaste oli 1. Todistuksessa ei tarvinnut tehdd samoja
padtelmid useita kertoja. Itse asiassa jokaiseen kolmikkoon sovellettiin yksinker-
taista sddntod tdsmailleen yhden kerran, jos mukaan ei lasketa niita kertoja, kun
kolmikko heitetdén tarpeettomana pois.

5 Sovelluksia

Stalmarckin menetelmé on patentoitu ja se on kiytéssd mm. Prover Technology
AB:n verifiointityékalussa [1]. Kyseessd on itse asiassa menetelmin laajennettu
versio, jossa voi hyédyntda rajoitettua kokonaislukuaritmetiikkaa. Menetelmé&a
on laajennettu muillakin tavoilla, esimerkiksi LTL-logiikkaan.

Menetelméi on kiytetty seki laitteiston ettd ohjelmiston verifiointiin mm. Saab
Military Aircraftilla (havittdjien laskutelinejirjestelmiat) ja Adtranzilla (junien
ohjausohjelmistot). Lupaavia kokeita on tehty myos logiikkapiirien verifioinnin
parissa. Téalld alueella ongelmat on perinteisesti ratkaistu bindéristen paatosdia-
grammien (BDD) avulla.

14



Kiaytdnnon sovelluksissa ongelman vaikeusaste on usein 0 tai 1. T&lléin on
onnistuttu todistamaan lauseita, joissa on jopa puoli miljoonaa konnektiivia.
Adtranzilla on paddytty jopa sithen, ettd ohjelmoijien on noudatettava tiettyja
periaatteita, jotta ohjelmiston verifioinnin vaikeusaste ei nousisi suuremmaksi
kuin 1.

6 Yhteenveto

Stalmarckin todistusmenetelmé on teoreettisesti mielenkiintoinen ja kiytannos-
sd tehokkaaksi havaittu tapa ratkaista lauselogiikan pétevyysongelma. Sen toi-
mivuus perustuu kahteen asiaan:

e Yksinkertaisten sddntojen avulla saadaan selville merkittdvid totuuksia
vahéalla vaivalla.

e Dilemma-sdannon ansiosta todistus sisdltdd sekd rinnakkaisia ettd perak-
kiisid osia. Niin voidaan valttad turhaa toistoa ja ylim&daraistd haarautu-
mista.

Todistuksen 16ytymisen kannalta olennaista on, miké on lauseen vaikeusaste.

DPLL-menetelmiin verrattuna menetelmén vahvuus on siiné, ettd pdattelysidan-
noilld ei saada ainoastaan tietoa siité, onko jokin muuttuja tosi vai epitosi, vaan
myo6s eri muuttujien vilisid assosiaatioita, kuten ettd kahdella muuttujalla on
sama totuusarvo.
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