TEKNILLINEN KORKEAKOULU
Tietotekniikan osasto
Tietojenkdsittelyteorian laboratorio

T-79.194 Tietojenkasittelyteorian seminaari

KNM:ien toteutumattomuuden todistaminen paikallisesti

Pauli Aho
TiIll, 51023K
10.4.2003



Tiivistelma

Nykyisissd resoluutiota hyOddyntdvissd tarkistimissa on heikkous. Ne kéyttavit
paikallista operaatiota globaaliin tavoitteeseen eli resoluutiota tyhjdn klausuulin
paittelemiseen, miki ei ole tehokasta. Joko resoluutio pitdisi globalisoida tai globaali
tavoite tehdd paikalliseksi. Artikkelissa, johon tdma raportti pohjautuu, sovelletaan
jalkimmadistd vaihtoehtoa. Tutkimalla konjunktiivisen normaalimuodon (KNM)
klausuulien 1-ympéristod 16ydetéén toteuttava totuusjakelu eli malli, jos sellainen on
olemassa. Klausuulin 1-ympériston muodostavat ne totuusjakelut, jotka asettavat
todeksi tasan yhden klausuulin literaaleista ja muut epétodeksi. Jos halutaan todistaa
KNM:n toteutumattomuus, niin riittdd tutkia sen kaikkien klausuulien 1-ympéristot.
l-ympdériston tutkimiseen perustuvia todistusmenetelmid esitellddn kaksi, joista
jalkimmaéinen hyddyntdd ensimmaéisen ominaisuuksien lisdksi resoluutiota. Nami
molemmat ovat tiydellisid ja virheettomid sekd tietyin rajoituksin ratkeavia

menetelmia.
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1. Johdanto

Tamd raportti pohjautuu Eugene Goldbergin artikkeliin  konjunktiivisten
normaalimuotojen toteutumattomuuden todistamisesta paikallisesti [2]. Goldberg
toimii tutkijana Cadence Berkeley Labs:11d Kaliforniassa, ja kehittdd yhdessd Yakov
Novikovin kanssa BerkMin-nimistd SAT-ratkaisijaa [3], joka otti osaa SAT-2002-
kisaan. Tarve paikalliselle menetelmédlle toteutuvuuden tutkimisessa syntyy
Goldbergin mielestd siitd, ettd nykyiset resoluutiota hyddyntivdt menetelmét
pyrkivit tuottamaan tyhjan klausuulin. Resoluutio on paikallinen operaatio, kun taas
tyhjan klausuulin pédtteleminen on globaali tavoite, joten niitd ei voida yhdistda
tehokkaasti. Goldbergin ratkaisu paikallisen menetelméan pohjaksi on konjunktiivisen
normaalimuodon (KNM) klausuulien 1-ympériston tutkiminen. Goldberg osoittaa,
ettd jos KNM on toteutuva, niin toteuttava totuusjakelu eli malli 16ytyy jonkin
KNM:n klausuulin 1-ymparistostd. Muutoin klausuuli on toteutumaton. Klausuulin
1-ympérist6 on kaikkien niiden totuusjakeluiden joukko, jotka asettavat todeksi tasan
yhden klausuulien literaaleista ja muut epédtodeksi. Goldberg esittelee artikkelissaan
kaksi 1-ympdiriston tutkimiseen pohjautuvaa menetelmédd. Ensimmdinen niistd
kayttad todistamisessa sddntdjd, jotka pohjautuvat tiettyihin, 1-ympéristdd koskeviin
lainalaisuuksiin. Toinen menetelmd laajentaa ensimmdistd resoluutiolla, jolloin
sdantoihin joudutaan tekeméén lisdyksid. Molemmat menetelmét ovat tidydellisid ja

virheettomid seka tietyin rajoituksin ratkeavia.

Kappaleessa 2 kéydddn lapi perusmédritelmid, joita kéytetddn 1-ympériston
tutkimisessa. Mallin 16ytyminen klausuulin 1-ympéristostd ja 1-ympériston
periytymismekanismi todistetaan kappaleessa 3. Kappaleet 4 ja 5 esittelevit
Goldbergin luomat paikalliset toteutuvuusmenetelmét, ja kappale 6 sisdltdd
yhteenvedon. Kaikki timén raportin madritelmét, véitteet, menetelmien sdédnndt ja
sdantdjen tulkinta ovat esitysmuotoa vaille Goldbergin kédsialaa. Esimerkit ja
kappaleiden 3, 4, 5 ja 6 lopussa esitetyt ajatukset ovat raportin kirjoittajan omaa

pohdintaa.



2. Miaritelmia

Ennen varsinaisen aiheen esittelyd on hyva selventéd joitakin méaaritelmid. Olkoot K;
ja K> klausuuleja siten, ettd K;:114 ja K»:1la on muuttujan x vastakkaiset literaalit, ja
x:n lisdksi muita téllaisia muuttujia ei ole. Klausuuleista saadaan resoluutiolla uusi
klausuuli K nimeltddn yhdistelmd, jossa on kaikki K;:n ja K> literaalit paitsi x:n
literaalit. Lisdksi jokainen literaali esiintyy K:ssa vain kerran.

Esimerkki 1. Olkoot K; = {—|A,C,—|D} ja K> = {B,C,D,—E}. Resoluutiolla

muuttujassa D saadaan yhdistelmi K = {—lA, B,C,—E } )

Klausuulin K niiden totuusjakeluiden joukkoa, jotka asettavat kaikki K:n literaalit
epatodeksi,  kutsutaan  K:n  toteutumattomuuskuutioksi.  Klausuulin K
toteutumattomuuskuutiota merkitdédn formaalisti Unsat(K). Klausuuli K peittdd
totuusjakelun s, jos s € Unsat(K) . Edelleen K peittidd klausuulin K, jos Unsat(K) o
Unsat(K’). Kaytannossd K peittdd K :n, jos K n sisdltdmien literaalien joukossa on
kaikki K:n literaalit.

Esimerkki 2. Olkoon klausuwuli K = {-4,C,~D}. Tilléin K:n

toteutumattomuuskuutioon kuuluvat totuusjakelut s; = {A, D} LS = {A, D,F.H }, §3=

{A,D, G} jne. Olkoon lisdksi klausuuli K’ = {—|A, C,—D,—-F } Talloin K peittdd K .

Totuusjakelun s I1-ympdristo on niiden totuusjakeluiden joukko, jotka saadaan
muuttamalla s:std tasan yhden muuttujan arvo vastakkaiseksi, ja merkitddn tita
joukkoa Nbhd(s). Totuusjakeluita sisdltdvin joukon S I1-ympdristé on joukko
totuusjakeluita p, joille pitee p € Nbhd(s), s € S, p ¢ S. Totuusjakelu p on siis
joukon S 1-ympéristdssi, jos ja vain jos se ei sisélly joukkoon S ja on jonkin S:n
totuusjakelun 1-ymparistossa.

Esimerkki 3. Olkoon totuusjakelu s = {B} Muuttuja 4 on epétosi ja B on tosi, kun
muuttujia on kaksi. Télldin Nbhd(s):ksi saadaan kaksi totuusjakelua p; = {A, B} jap:

= { } Jos valitaan joukkoon S vain totuusjakelu s, niin p; ja p; eivit sisdlly S:4én,



vaan siséltyvdt s:n 1-ympéristoon. Téssd tapauksessa ne muodostavat koko S:in 1-

ympériston.

Klausuulin K toteutumattomuuskuution 1-ympéristd on klausuulin K 1-ympdristo eli
Nbhd(Unsat(K)) = Nbhd(K). Nbhd(K):n jokainen totuusjakelu asettaa todeksi
tdsmélleen yhden K:n literaaleista. Niitd Nbhd(K):n totuusjakeluita, jotka asettavat
todeksi vain muuttujan x literaalin, sanotaan K:n [-ympdristoksi suuntaan x ja
merkitddn Nbhd(K,x).

Esimerkki 4. Olkoon klausuuli K = {—IA, C,—|D}. Talloin K:n 1-ymparistdon kuuluvat
totuusjakelut s; = {D}, s, = {4,C,D}, s3 = {4}, s, = {4,C,D,F} jne. Klausuulin K

1-ympéristoon suuntaan C kuuluvat edellisista s ja s4.

Klausuulia K’ sanotaan symmetriseksi klausuulin K kanssa muuttujan x suhteen, jos
K:ssa on x:n literaali, K:ssa on x:n vastakkainen literaali ja klausuulien muut
literaalit ovat identtiset.

Esimerkki 5. Klausuuli K’ = {A,—|B,—|C } on symmetrinen klausuulin K = {A,B,—|C }

kanssa muuttujan B suhteen.

3. Klausuulin 1-ympériston tutkiminen

Klausuulin 1-ympéristd muodostuu siis niistd totuusjakeluista, jotka asettavat todeksi
tasan yhden klausuulin literaaleista ja muut literaalit epatodeksi. Konjunktiivisen
normaalimuodon F klausuulien 1-ympéristdjd tutkimalla voidaan osoittaa, onko F
toteutuva vai toteutumaton. Seuraavassa esitetddn 1-ympériston tutkimiseen
motivoiva viite todistuksineen ja edelleen periytymismekanismi todistuksineen

tutkimisen tehostamiseksi.



3.1 Mallin loytyminen ja periytyminen

Viite 1. Jos konjunktiivinen normaalimuoto (KNM) F on toteutuva, sen jonkin
klausuulin 1-ympéristostd [0ytyy malli.

Todistus. Olkoon s KNM F:n toteuttava totuusjakelu eli malli. Jos s ei kuulu minkdén
klausuulin 1-ympdristoon, sen on asetettava kustakin klausuulista vdhintddn kaksi
literaalia todeksi. Ndin on oltava, koska malli toteuttaa F:n klausuulit ja klausuulien
1-ympiristoon siséltyvit kaikki tarkalleen yhden literaalin toteuttavat totuusjakelut.
Vaikka s:n yhdelle muuttujalle asettama totuusarvo vaihdettaisiin, s olisi siis edelleen
malli. Olkoon M klausuulin K niiden muuttujien joukko, joiden literaalit s asettaa
todeksi. Valitaan joukosta M muuttuja y, ja vaihdetaan y:n totuusarvo s:ssé, jolloin
saadaan malli s’. Jos s’ ei sisilly minkddn klausuulin 1-ympéristoon, valitaan

edelleen vaihdettavaksi joukon M \ {y} muuttujan totuusarvo. Kun m:n muuttujan

totuusarvo, missd 1< m < |M |—1, on vaihdettu, saadaan malli s* Télloin s*:n on

joko sijaittava klausuulin K tai jonkun muun F:n klausuulin 1-ympéristossd. B

Esimerkki 6. Olkoon F = {{4,-B,C,D},{~C,D,E}}, jolla on malli s = {4,D,E}.
Malli s ei ole kummankaan klausuulin 1-ympéristossd. Luodaan ensimmadisestd
klausuulista joukko M = {A,B,D}. Malli s asettaa siis muuttujien 4, B ja D literaalit
todeksi ensimmadisessd klausuulissa. Vaihdetaan muuttujan 4 totuusarvo, jolloin
saadaan malli s’ = {D,E}. Malli s’ ei ole kummankaan klausuulin 1-ympiristossa,
joten vaihdetaan seuraavaksi muuttujan B totuusarvo. Télldin saadaan malli s =

{B, D,E } , joka on ensimmadisen klausuulin 1-ympéristossa.

Viite 1 luo perustan klausuulien 1-ympériston tutkimiselle toteutuvuustarkasteluissa.
Sen pohjalta voidaan myds sanoa, ettdi KNM:n toteutumattomuuden todistamiseksi
riittdd tutkia kaikkien sen klausuulien 1-ympaéristot. Kaikkien KNM:n klausuulien 1-
ympéristdjen ldpikdyminen on tehotonta, joten lisdksi tarvitaan 1-ympériston
periytymismekanismi. Goldbergin artikkelin véitteen 1 todistuksessa oli pieni virhe,
jonka mukaan joukkoon M tulisi sisdllyttdd kaikki mallin epdtodeksi asettamien

literaalien muuttujat.



Viite 2. Olkoot S; ja S, totuusjakeluita sisdltivid joukkoja. Jos S; < S, niin
Nbhd(S;)\'S> = Nbhd(S)).

Todistus. Olkoon s joukon S; totuusjakelu, jolloin se sisdltyy my0s joukkoon S..
Maiiritelmidn mukaan joukon S, 1-ympéristd muodostuu totuusjakeluista p, joille
patee p € Nbhd(s), s € S:>jap ¢S>. Minka tahansa Nbhd(s):n totuusjakelun, joka ei
kuulu S>:en, on siis kuuluttava Nbhd(S,):en. R

Esimerkki 7. Kuvataan totuusjakeluita bittivektoreina siten, ettd epétosi vastaa nollaa

ja tosi ykkostd. Olkoot S; = {<O,1>} ja S, = {<0,1>,<1,1>}. Joukossa S; on siis yksi
totuusjakelu s, jolle Nbhd(s) = {(1,1),(0,0)} ja edelleen Nbhd(S) = {(11),(0,0)}.
Joukolle S, saadaan vastaavasti Nbdh(S,) = {<0,0>,<1,0>}. Totuusjakelut (0,1) ja (1,1)

eivit sisdlly tdhan, koska ne ovat jo S>:ssa. Voidaan huomata, ettd Nbhd(S;) \ S> <

Nbhd(S5).

Viitteen 2 avulla klausuulia pystytiddn laajentamaan johonkin suuntaan siten, ettd 1-
ympaéristd ja samalla mahdollinen malli periytyy. Tarkastellaan klausuulia K ja siitd
muuttujan x suuntaan laajentamalla saatuja klausuuleja K; = Kvx jaK, = K v —x.
On ilmeistd, ettd Unsat(K) < Unsat(K;)) v Unsat(K;). Tami taas puolestaan
voidaan johtaa vditteen 2 perusteella muotoon Nbhd(Unsat(K)) \ (Unsat(K;)
Unsat(K;)) < Nbhd(Unsat(K;)) © Nbhd(Unsat(K;)), mikd on klausuulin 1-
ympdariston madrittelyn perusteella sama kuin Nbhd(K) \ (Unsat(K;) © Unsat(K3))
c Nbhd(K;) U Nbhd(K;). Klausuulin K 1-ympdristd siis periytyy klausuuleille K; ja
K>. Tétd ominaisuutta pystytddn hyodyntdmddn etsittdessd klausuuleja, joiden 1-
ympdristot ovat helpommin tutkittavissa kuin alkuperédisen klausuulin 1-ympéristo.
Jiljempdnd esitettdvit menetelmdt hyodyntdvat 1-ympériston tutkimista ja

periytymismekanismin kéyttod toteutuvuustarkasteluissa.

3.2 Omaa pohdintaa

Kéytdnndssd konjunktiivisen normaalimuodon mallin etsiminen 1-ymparistod

tutkimalla voi osoittautua aikaa vieviksi prosessiksi, koska kaikkien klausuulien 1-



ympaéristot on kdytidva ldpi. Periytymismekanismi taas tuottaa aina yhden klausuulin
tilalle kaksi uutta tutkittavaa klausuulia. Kédytdnnon toteutuksen on siis osattava
valita dlykkailla tavalla yksi klausuuli laajennettavaksi jonkin muuttujan suuntaan,
jotta 1-ympdriston tutkiminen helpottuisi. Vééran klausuulin tai muuttujan valinnan

voisi olettaa vain kasvattavan tyomaaraa.

4. System NE

System NE (System for 1-Neighborhood Exploration) on kokoelma sdintdja 1-
ympdriston tutkimiseen, joita sovelletaan etsittdessd mallia konjunktiiviselle
normaalimuodolle F. Ennen tutustumista varsinaisiin sddntdihin on syytd selventda

joitakin késitteitd ja esittdd kaksi tarkedd vaitetta.

4.1 Miiritelmii System NE:lle

System NE:n suorittamassa toteutuvuustarkastelussa kédytetddn literaalien merkinta.
Jos klausuulin K muuttujan x literaali on merkitty, klausuulin K 1-ympéristo6 suuntaan
x eli Nbhd(K,x) on vield tutkimatta. Jos taas K:ssa muuttujan x literaalista on poistettu
merkintd eli literaali on merkitsemdton, joko Nbhd(K,x) ei sisélld mallia tai jokin
muu klausuuli on perinyt Nbhd(K,x)mn. Nbhd(K,x):hin muodostuu sellaisista
totuusjakeluista, jotka asettavat x:n literaalin todeksi ja muut literaalit epédtodeksi
K:ssa. Klausuulin K 1-ympdriston tutkimisen kannalta olennaisia ovat ne muuttujat,
joiden literaalit ovat merkittyja K:ssa. Kaikkien ndiden muuttujien suuntaan
muodostettujen 1-ympéristojen yhdistettd kutsutaan klausuulin K merkityksi 1-
ympaéristoksi eli Mrkd Nbhd(K):ksi. KNM F:n klausuuli K on hajottamaton
suuntaan x, jos kaksi seuraavaa ehtoa patevit: (i) F'n kaikissa x:n vastakkaisen
literaalin siséltdvissa klausuuleissa on oltava my0s jokin toinen vastakkainen literaali

kuin K:ssa ja (ii) F'n kaikissa klausuuleissa, jotka eivét sisdlld muuttujan x literaalia,



on oltava jokin vastakkainen literaali kuin K:ssa. Tdmédn vastakkaisen literaalin, joka
on muu kuin x:std muodostettu literaali, ei tarvitse olla sama eri klausuuleissa.
Klausuuli K on tdydellinen, jos se siséltdd kaikkien KNM F:ssd esiintyvien

muuttujien literaalin.

Viite 3. Jos KNM F:n klausuuli K on hajottamaton suuntaan x, mikd tahansa
Nbhd(K,x):n totuusjakelu on F:n malli.

Todistus. Olkoon s Nbhd(K,x):n totuusjakelu, jolloin se asettaa todeksi muuttujan x
literaalin ja muut literaalit epitodeksi klausuulissa K. Muuttujan x literaali K:ssa
jakaa F:n kolmeen ryhméén: saman literaalin sisdltdviin klausuuleihin, vastakkaisen
literaalin siséltdviin klausuuleihin ja klausuuleihin ilman muuttujan x literaalia.
Kaikki ensimmadisen ryhmén klausuulit toteutuvat, koska s asettaa x:n literaalin
todeksi. Toisen ryhmidn klausuulit toteutuvat, koska niissdé on jokin toinen
vastakkainen literaali x:n literaalin lisdksi kuin K:ssa. Totuusjakelu s asettaa
epétodeksi kaikki K:n muut literaalit kuin x:n literaalin, jolloin se samalla asettaa
vastakkaiset literaalit todeksi ryhmén muissa klausuuleissa. Kolmannen ryhmén
klausuulit toteutuvat, koska niissi on jokin vastakkainen literaali kuin K:ssa, ja tima
el ole x:n literaali. Ryhmén kaksi kohdalla esitetyn todistuksen perusteella
totuusjakelu s asettaa vastakkaiset literaalit todeksi. Totuusjakelu s on siis F:n malli.
|

Esimerkki 8. Olkoon F = {{~4,B,—~C},{4,C,—D},{~B, E,F},{~4, E,G}}. Nimetiin
klausuulit jarjestyksessd K;:sti Kydn. Voidaan havaita, ettd klausuuli K; on
hajottamaton muuttujan 4 suuntaan. K, sisdltdd 4:n ja C:n vastakkaisen literaalin
kuin K;. K; ei sisdlld muuttujan A literaalia ja siséltdd muuttujan B vastakkaisen
literaalin. K, sisdltdd saman literaalin 4:sta kuin K;, joten se ei aseta vaatimuksia
hajottamattomuuden maiérittelyn kannalta. Viitteen 3 perusteella Nbhd(K,A) siséltda

F:n toteuttavan totuusjakelun, joten malliksi saadaan s = {C } On helposti

huomattavissa, ettd s toteuttaa kaikki klausuulit.

Viite 4. Jos Nbhd(K,x) siséltid KNM F:n mallin, niin on olemassa hajottamaton

klausuuli suuntaan x, jonka F:n klausuuli K peittda.



Todistus. Olkoot s Nbhd(K,x):n sisdltimd malli. Merkitddn totuusjakelua, joka
saadaan s:std vaihtamalla x:n literaalin totuusarvoa, s’:lla. Merkitddn edelleen
klausuulia, jonka toteutumattomuuskuutio muodostuu pelkdstdén totuusjakelusta
s’sta, K™lla. Totuusjakelu s han siséltyy alkuperdisen klausuulin K
toteutumattomuuskuutioon, joten K peittdd K :n. Kaikissa F:n klausuuleissa, jotka
sisdltdvdt x:n vastakkaisen literaalin kuin klausuulissa K’, on oltava myds jonkin
muun muuttujan vastakkainen literaali kuin K’:ssa. Jos ndin ei olisi, malli s ei
toteuttaisi kyseisid klausuuleja. Tdmé pitee yhtd lailla :n klausuuleihin, joissa ei ole
muuttujan x literaalia lainkaan. Naissé klausuuleissa on siis oltava jonkin muuttujan
vastakkainen literaali kuin K:ssa. Aiemmin esitetyn mééritelmén perusteella K’ on
hajottamaton klausuuli suuntaan x. H

Esimerkki 9. Olkoon F = {{4,—B,C,D},{~C,—D,E},{4, B}}. Nimetiin klausuulit
jarjestyksessd K;:std Kzien. Nyt Nbhd(K;D) sisdltid mallin, joten saadaan s =

{B,D}. Merkitddn kaikkia totuusjakeluja bittivektorimuodossa, jolloin malli s saa
muodon (0,1,0,1,0) eli muuttujat 4,C ja E ovat epitosia sekd B ja D tosia. Luodaan
klausuuli K;’ siten, ettd sen toteutumattomuuskuutio siséltdd vain totuusjakelun
<0,1,0,0,0>. Tdmé totuusjakelu saatiin vaihtamalla muuttujan D totuusarvoa.
Unsat(K;’)n perusteella voidaan muodostaa klausuuli K;” = {A,—|B,C,D,E}.
Klausuulin K; toteutumattomuuskuutio on joukko {<O,1,0,0,0>,<0,1,0,0,1>}, silld

klausuuli K; ei toteudu néilld totuusjakeluilla. Taméin perusteella K; peittdd K; :n.
Liséksi K;’ on hajottamaton suuntaan D. Klausuuli K; siséltdd saman D:n literaalin
kuin K;’, joten se ei aseta vaatimuksia hajottamattomuuden méérittelyn kannalta.
Klausuuli K siséltid vastakkaiset literaalit muuttujista C ja D kuin K;’. Klausuuli K;

el sisdlld muuttujan D literaalia ja sisdltdd muuttujan B vastakkaisen literaalin.
4.2 System NE:n sididnnot
System NE on todistusjirjestelmé, joka tuottaa todistuksia konjunktiivisille

normaalimuodoille. Jarjestelmi muodostuu sédénndistd, joilla muutetaan alkuperdistad

KNM:4. Tdmidn jérjestelmédn toiminnan voi ndhdd puuna, jossa on kolmenlaisia



solmuja: (i) alkuperdinen syotteend annettu KNM on juurisolmu, (ii) jarjestelmin
saannoilld alkuperdisesta KMN:std muokataan uusia KNM:ié, jotka ovat sisdsolmuja,
ja (iii) todistukset pdittyvit jérjestelmédn lopetussddnndilld tiettyd muotoa oleviin
KMN:iin eli lehtisolmuihin. Kutakin jirjestelmén tilaa tai toisin sanoen solmua
vastaa siis yksi KNM, ja yhtd jarjestelmin todistusta vastaa yksi polku juurisolmusta
johonkin lehtisolmuun. System NE:n tapauksessa kyseessé on siis puu eli todistuksia
on useampia, koska sddnnén 2 mukaan sddnt6jda 3-6 voidaan soveltaa
epadeterministisesti satunnaisessa jarjestyksessd KNM:n klausuuleihin. Seuraavassa

esitetddn System NE:n sdidnnot, ja esimerkkejd sddntojen kaytostd 10ytyy liitteestd 1.

1. Aluksi kaikki KNM F'n literaalit merkitéén.

2. Joka kierroksella F:std valitaan yksi klausuuli K, johon sovelletaan yhtd
sddannoistd 3-6. Sd4nt6ja voidaan soveltaa satunnaisessa jarjestyksessa.

3. Klausuulia K, jossa ei ennestdin ole muuttujan x literaalia, laajennetaan suuntaan
x. K:n merkityt literaalit pysyvit luoduissa klausuuleissa K; ja K, merkittyind ja
merkitsemattomat merkitseméttomind. Lisdksi muuttujan x literaalit ovat K;:ssd
ja Kj:ssa merkitsemattomid. Tdmén jilkeen klausuulin K kaikista merkityista
literaaleista poistetaan merkinté.

4. Jos F:ssé on klausuuli K, joka peittdd klausuulin K kanssa muuttujan x suhteen
symmetrisen klausuulin, x:n literaalista poistetaan merkintd K:ssa.

5. Jos klausuulin K 1-ymparistd suuntaan x sisdltyy jonkin toisen F:n klausuulin K’
merkittyyn 1-ymparistoon eli formaalisti Nbhd(K,x) < Mrkd Nbdh(K’), niin x:n
literaalista poistetaan merkintd K:ssa.

6. Klausuuli K poistetaan F:std, jos K:n kaikki literaalit ovat merkitsemittomid ja
jokin toinen F:n klausuuli peittdd K:n.

7. Jos F'n jokaisen klausuulin kaikki literaalit ovat merkitseméttomid, alkuperdinen
F on toteutumaton.

8. Jos F:ssd on tdydellinen klausuuli K, joka sisdltdd muuttujan x merkityn literaalin,
ja x:n literaalista ei voida poistaa merkintdd sdannoéilli 4 ja 5, niin K on
hajottamaton suuntaan x. Tailloin alkuperdinen KNM F on toteutuva, ja

Nbhd(K,x) sisdltdd mallin.



Edelld esitetyt sdédnnot kaipaavat tulkintaa. Sdannolld 3 pyritddn lisddméédn
alkuperdiseen F:din klausuuleja, joiden I-ympéristd olisi helposti tutkittavissa.
Samalla laajennetun klausuulin literaaleista voidaan poistaa merkintd, koska 1-
ympéristd periytyy véitteen 2 mukaisesti. Jos sdénnon 4 kriteerit tayttyvit, Nbhd(K,x)
ei voi siséltdd mallia, ja x:n literaalista voidaan poistaa merkintd K:ssa. Talloin
Nbhd(K,x) siséltdd tarkalleen ne totuusjakelut, jotka muodostavat K:n kanssa x:n
suhteen symmetrisen klausuulin toteutumattomuuskuution. Edelleen K’ peittdé tdmén
symmetrisen klausuulin, joten kyseiset totuusjakelut eivédt voi toteuttaa K :a, ja
Nbhd(K,x) ei siten voi siséltdd kaikkia klausuuleja toteuttavaa mallia. Sdannossa 5
kaytetddn taas hyvidksi 1-ympdariston periytymistd, ja véltetddn ylimédarédistd tyota.
Sddnnolld 6 KNM:std pystytddn poistamaan klausuuleja, joiden 1-ympéristot eivét
siséltineet mallia tai ne periytyivdt. Sddnnon peittymisehdolla taataan, ettd
toteutuvan KNM:n tapauksessa 16ytyva malli toteuttaa myos poistettavan klausuulin.
Ensimmadisen lopetussddnto eli sddntd 7 pohjautuu todistettuun viitteeseen 1. Jos Fin
1-ympéristostd ei 10ydy mallia, niin sellaista ei ole olemassakaan. Toisessa
lopetussdédnndssi eli sddnnossd 8 kiytetddn hyviksi Goldbergin artikkelissa esitettyd
ja todistettua véitettd. Lyhykadisyydessddn se sanoo, etti jos System NE:1l4 tuotetun,
tdydellisen klausuulin literaalista ei voida poistaa merkintdd saannolléd 4, kyseessd on
hajottamaton klausuuli. Jo aiemminhan tuli todistettua viite 3, jonka mukaan jonkin

muuttujan suuntaan hajottamattoman klausuulin 1-ympéristosta 16ytyy etsitty malli.

System NE on virheeton menetelmd. Toisin sanoen jos se antaa
toteutumattomuustodistuksen, niin alkuperdinen KNM on taatusti toteutumaton.
Lisdksi System NE on tdydellinen menetelmd. Jos alkuperdinen KNM on
toteutumaton, niin sille on olemassa toteutumattomuustodistus. Kéytdnnossd tdma
tarkoittaa sitd, ettd jarjestelmén sddnnoilld toteutumattomasta KNM:std muodostetun
puun jokin polku juuresta lehtisolmuun on toteutumattomuustodistus. Néaiden
véitteiden todistaminen sivuutetaan, mutta ne 16ytyvit Goldbergin artikkelin lopusta.
System NE:1ld néyttdisi olevan vield kolmaskin vahva ominaisuus: menetelmé on
ratkeava. Ratkeavuuden maédritelmdn mukaan todistuksien on oltava jokaiselle
klausuulijoukolle dérellisen mittaisia. Todellakin, System NE:ssd poistetaan joka

kierroksella yhden literaalin merkintd sdénnéilld 4 ja 5 tai sitten laajennetaan
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klausuulia johonkin suuntaan. Viimeistddn kun kaikki klausuulit on laajennettu
tidydellisiksi eivétkd sddnnot 4 ja 5 pade, niin voidaan kéyttdd lopetussdantod 7 tai 8.
Ratkeavuuden ehdoksi on kuitenkin méériteltdva, ettd sddnnoilld 3 ja 6 ei muodosteta
silmukkaa. Jos sddannolld 6 pystytddn poistamaan jonkin muuttujan suuntaan
sdannolld 3 tuotetut klausuulit, niin sddnndlld 3 ei saa endd tuottaa samoja

klausuuleja uudelleen silmukan valttadmiseksi.

4.3 Kaytannon testeja System NE:114

Testasin kynélld ja paperilla System NE:td soveltamalla sdint6jd yksinkertaisiin
syotteisiin, ja todistukset 10ytyvét kokonaisuudessaan liitteestd 2. Ensimmadiseksi
syotteeksi  valitsin toteutuvan KNM:in F = {{~4,C,D},{B,C},{~C,~D}}.
Vertailukohtana 16ysin kyseiselle F:1le mallin s = {B} resoluutioon perustuvalla DP-

menetelmilld [1], kun olin soveltanut komplementti puuttuu —sdént6d kolmesti.
System NE:n sddntdjen kéyttd satunnaisesti osoittautui varsin tyoladksi tehtavéksi:
mallin I0ytymiseen sddntdjd 3-6 piti soveltaa 13 kertaa. Merkittyjen literaalien
maidrdd vahentdvien eli kdytdnndssd sddntdjen 4 ja 5 suosiminen ennen sddntoji 3 ja
6 tuotti aivan saman tuloksen kuin satunnainen kéyttd. Toteutumattomalla syotteelld

F = {{—A}, {A,—|B}, {B,—C}, {C}} jouduin soveltamaan sddnt6jd 3-6 satunnaisessa

jarjestyksessd 29 kertaa. Erityisesti sddantod 3 eli klausuulin laajentamista johonkin
suuntaan minun piti kayttdd kuudesti, mikd tuotti siis kaksitoista uutta klausuulia.
Toisin sanoen kahta vaille kaikki mukaan lukien lisdtyt klausuulit piti laajentaa
taydellisiksi klausuuleiksi. DP-menetelmé vaati samalla syd6tteelld yhden literaalin
sddannon soveltamista kolmesti ennen padtymistd tyhjaan klausuuliin. TAma viittaisi
System NE:n todelliseen tehottomuuteen. Voi tietysti olla, ettd System NE soveltuu
paremmin luonteeltaan erilaisiin KNM-luokkiin. Olen kuitenkin hyvin epdilevdinen

tdmin menetelmin tulevaisuudesta, silld antamieni syotteiden piti olla yksinkertaisia.
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5. System NER

System NER (System for 1-Neighborhood Exploration enhanced by Resolution)
hy6dyntdi resoluutiota System NE:n toiminnallisuuden liséksi. System NER soveltaa

uusia késitteitd ja véitteitd, joihin tutustutaan téssi ensin.

5.1 Maiiritelmii System NER:lle

Merkinnin poistamista klausuulin K muuttujan x literaalista sanotaan ehdottomaksi,
jos se tehdddn System NE:n sddnnolld 4. Kéytdnndssd tdmi tarkoittaa sitd, ettd
Nbhd(K,x) sisdltyy jonkin toisen klausuulin toteutumattomuuskuutioon eiké
Nbhd(K,x) voi siséltdd mallia. Merkinndn poistamista sanotaan ehdolliseksi, jos se
tehdddn sadnnolld 5. Talloin Nbhd(K,x) sisdltyy jonkin toisen klausuulin merkittyyn
1-ympéristoon. Koko klausuulista K on poistettu merkintd ehdottomasti tai toisin
ilmaistuna K on ehdottomasti merkitsemiton, jos sen kaikista literaaleista on
poistettu merkintd ehdottomasti, ja Nbdh(K) ei sisdlld mallia. Kun KNM F:n kaksi
klausuulia K; ja K, yhdistetddn resoluutiolla muuttujan x suhteen, saadaan
yhdistelmd K. Jos sekd Kj:std ettd Kj:sta on poistettu merkintd ehdottomasti,
klausuuli K on tdlloin muodostettu merkitsemdttomdlld resoluutiolla eiki se sisilld
merkittyjd literaaleja. Jos taas ainakin klausuulissa K; on merkitty;jd literaaleja yksi
tai useampi, klausuulia K sanotaan muodostetuksi merkitylld resoluutiolla klausuulin
K, suhteen. Merkitsemitontd resoluutiota havainnollistaa jaljempané esimerkki 10 ja
merkittyd resoluutiota esimerkki 11. Merkityn resoluution lisdehtona on, ettd saadun
yhdistelméin K tulee peittdad K;. Kaikki K;:n merkityt literaalit pois lukien x:n literaali
merkitddn my0s K:ssa, ja resoluution seurauksena kaikista K;:n literaaleista voidaan
poistaa merkintd ehdollisesti, eli K;:std tulee ehdollisesti merkitseméton. Merkitty
resoluutio tarvitsee edelld esitettyjd rajoituksia, koska yleisessd tapauksessa

periytymismekanismi ei toimi.
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Viite 5. Jos klausuuleista K; ja K, tuotetaan merkitsemittoméalld resoluutiolla
yhdistelma K, niin Nbhd(K) ei sisdlld mallia.

Todistus. On ilmeistd, ettd resoluutiolla tuotetun K:n toteutumattomuuskuutio
sisdltyy K;n ja Kn toteutumattomuuskuutioiden yhdisteeseen eli formaalisti
Unsat(K) < Unsat(K;) © Unsat(K;). Téstid saadaan edelleen viitteen 2 mukaisesti
Nbhd(K) \ (Unsat(K;) © Unsat(K;)) < Nbhd(K;) v Nbhd(K;). Klausuulien K; ja K,
1-ympéristot eivit sisdltdneet mallia, joten Nbhd(K):kaan ei voi siséltdid mallia. W
Esimerkki 10. Olkoot klausuulit K; = {A,B,—|D,—|E} ja K> = {A,C,D}, joista on
poistettu merkintd ehdottomasti. Resoluutiolla muuttujassa D saadaan yhdistelmi K

= {A,B, C,—E } Yhdistelmé K on ehdottomasti merkitsematon, ja Nbhd(K) ei sisédlla

mallia.

Viite 6. Jos klausuuleista K; ja K, tuotetaan merkitylld resoluutiolla K;:n suhteen
yhdistelmad K, niin K;:n merkitty 1-ympéristo periytyy K:n merkittyyn 1-ympéristoon
eli Mrkd Nbhd(K ;) \ Unsat(K) < Mrkd Nbhd(K).

Todistus. Suoritetaan resoluutio muuttujassa x, ja valitaan klausuulista K; muuttujan
y merkitty literaali. Jos y ei ole x, y:n literaalista tulee resoluution jilkeen merkitty
K:ssa. Merkityn resoluution ehtona oli, ettd K peittdd K;:n. Tdmédn perusteella
saadaan vditteen 2 mukaisesti Nbhd(K;y) \ Unsat(K) < Nbhd(K,y). Lisdksi y:n
literaali on merkitty K:ssa, joten Nbhd(K,,y) \ Unsat(K) < Mrkd Nbhd(K). Jos y on
muuttuja x, patee Nbhd(K,y) < Unsat(K), silld totuusjakelu Nbhd(K,,y):std asettaa
kaikki muut paitsi y:n literaalin epitodeksi. Taten kyseinen totuusjakelu kuuluu K:n
toteutumattomuuskuutioon. Edelleen siis péitee Nbhd(K;y) \ Unsat(K) <
Mrkd Nbhd(K) ja samalla Mrkd Nbhd(K;) \ Unsat(K) < Mrkd Nbhd(K). R
Esimerkki 11. Kéytetddn literaalien merkinndssd kertomerkkid *. Oletetaan lisdksi,
ettd klausuulien kaikista merkitseméttomistd literaaleista on poistettu merkinti
ehdollisesti. Téalloin ei tarvita lisdmerkintojd erottelemaan ehdollisesti ja

ehdottomasti merkitseméttomid literaaleja. Olkoot klausuulit K; = {A,B*,—|D,—|E } ja
K> = {A*,D*}. K;:ssd muuttujan B ja Kr:ssa muuttujien 4 ja D literaalit ovat siis

merkittyjd. Merkitylld resoluutiolla muuttujassa D klausuulin K;:n suhteen saadaan
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K = {A,B*,—|E } Ehto merkityn resoluution kdyttoon toteutuu, eli K peittdd K;:mn.

Lisdksi K;:n literaaleista voidaan poistaa merkintd ehdollisesti: K; = {A,B,—.D,—|E }

5.2 System NER:n sidintomuutokset ja lisisainnot

System NER on System NE:n tavoin todistusjdrjestelma, joka tuottaa todistuksia
konjunktiivisille normaalimuodoille. System NE:lle kohdassa 4.2 esitetty
puukonstruktio pdtee yhtd lailla System NER:lle. System NER kiyttda
merkitsemdtontd resoluutiota tuottaakseen klausuuleja, joiden 1-ympiristossa ei ole
mallia, ja merkittyd resoluutiota vdhentddkseen merkittyjen klausuulien méaaraa.
System NE:ssd nditd mekanismeja ei ole, joten sen sddntdjd joudutaan muokkaamaan
hieman ja neljd uutta sdéntdd joudutaan ottamaan kdyttoon System NER:d varten.
Jiljempédna lueteltuja uusia sédnt6jd A-D voidaan kéyttdd mielivaltaisen
satunnaisessa jarjestyksessd yhdessd sdantojen 3-6 kanssa. System NE:n sddnnét 1 ja
2 pysyvit entisellddn ja sdidnnoistd 3-8 esitetddn tissd vain muutokset. Esimerkkeja

ndiden sddntdjen kiytostd 10ytyy liitteestd 1.

Klausuulista K poistetaan merkintd ehdollisesti.

Klausuulin K muuttujan x literaalista poistetaan merkinti ehdottomasti.
Klausuulin K muuttujan x literaalista poistetaan merkinté ehdollisesti.
Klausuulin K kaikkien literaalien tulee olla ehdollisesti merkitseméttomié.

KNM F:n klausuulit saavat olla ehdollisesti tai ehdottomasti merkitsemattomia.

® N kW

Téydellisen klausuulin K muuttujasta x ei voida poistaa merkintdd ehdollisesti

eikd ehdottomasti.

A. Jos F:n ehdottomasti merkitsemdton klausuuli K’ peittdd toisen F:n klausuulin K,
jossa on merkittyja literaaleja, niin K:n kaikista literaaleista poistetaan merkinta
ehdottomasti.

B. Jos F:n ehdottomasti merkitsemiton klausuuli K’ peittdd toisen F:n ehdottomasti

merkitsemattomén klausuulin K, niin K poistetaan F:sti.
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C. Jos F:n ehdottomasti merkitsemattomét klausuulit K; ja K, voidaan yhdistdd
muuttujassa x, niin tuotetaan yhdistelmd K merkitsemattomailld resoluutiolla.
K:sta tulee ehdottomasti merkitsemiton klausuuli. Tétd sddnt6d saa kayttdad vain,
jos mikdén nykyinen F:n klausuuli ei peitd K:ta.

D. Jos F:n klausuulit K; ja K voidaan yhdistdd muuttujassa x klausuulin K; suhteen
merkityn resoluution ehtojen mukaisesti, niin tuotetaan yhdistelmd K. K:n
literaaleista merkitddn kaikki K;:n merkityt literaalit pois lukien x:n literaali, ja
K;:n merkityistd literaaleista poistetaan merkintd ehdollisesti. Tétd sdént6d saa

kéayttad vain, jos mikddn nykyinen F:n klausuuli ei peitd K:ta.

Kaytinngssa esitellyt sddnnot tarkoittavat seuraavia asioita. Sédantdjen 3 ja 5 kohdalla
literaalista tai klausuulista poistetaan merkintd ehdollisesti, koska 1-ympéristot
periytyvit, ja sddnnon 6 mukaan ehdollisesti merkitseméttoméin klausuulin voi
poistaa samasta syystd. Sddnndissd 4 ja A literaalista tai literaaleista voidaan poistaa
merkintd ehdottomasti, koska niiden 1-ympaéristohin ei sisdlly mallia. Sddnndssd B
mallia ei 16ydy koko klausuulin 1-ympéristdstd, ja se voidaan poistaa F:std. Sd4nnot
7 ja 8 ovat pysyneet olennaisesti samana, silld vain kdytetyt termit ovat hieman
muuttuneet. Viimeisind uusina sddntéind ovat C ja D, joita kaytetddn
merkitsemdttoméssd ja merkityssd resoluutiossa. Niiden molempien lopussa on
lisdehto, joka kieltdd uuden yhdistelmén K peittymisen. Nédin estetdén jarjestelmén
ajautuminen silmukkaan. System NER on System NE:n tavoin virheetdon ja
tdydellinen menetelmé, ja todistukset ndihin véittdmiin 10ytyvdt Goldbergin
artikkelin lopusta. Tarkemmin sanottuna System NER:n virheettdmyys voidaan
johtaa System NE:n vastaavasta todistuksesta, kun taas System NER:n
taydellisyystodistus on Kkirjoitettu erikseen. Virheettomyyden ja tdydellisyyden
madritelmat eivit poikkea System NE:n kohdalla esitetyisté, ja System NER séilyttda
myo0s ratkeavuuden. System NER:ssd merkitseméttomid ja peittyvid klausuuleja
voidaan poistaa sddnnoéilld 6 ja B, joten ratkeavuuden lisdehtona on silmukoinnin
estiminen sddntdjen 3 ja 6 sekd 3 ja B vililld. Resoluutiosddnnoissd on jo itsessddn

madritelty lisdehto peittymittomyydelle silmukkojen vélttamiseksi.
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5.3 Omaa pohdintaa

System NER:d ei ilmeisesti ole testattu syotteilld kovinkaan paljon, silld sdédnndissé
on pienid puutteita. S@dnndstd 3 puuttuu maddrittely, miten merkitddn laajentavan
muuttujan x literaalit. System NE:n mukaan literaalit ovat merkitsemdttomis, mutta
System NER:ssd on méariteltdvi erikseen ehdottomasti ja ehdollisesti merkitseméton
literaali. Koska System NE:ssd x:n literaaleista tehdddn suoraan merkitsemittomia,
niin 1-ympéristd x:n suuntaan ei sisélld mallia uusissa klausuuleissa. Témén loogisen
paittelyn perusteella voidaan olettaa, etti System NER:n sddnnossd 3 laajentavan
muuttujan x literaalit ovat ehdottomasti merkitseméttomid. Toinen puutteellisuus
koskee my0s ehdottoman ja ehdollisen merkinndn poistamisen luokittelua. Jos
sdantdéd 4 ei pysty soveltamaan F:n jonkin klausuulin kaikkiin muuttujiin, niin
sdaannoille A, B ja C ei ole mitddn kiyttod, ja merkitsemdtontd resoluutiota ei voi
hyodyntdd. Télloin F:44n tuotetaan sddnnolld 4 ehdottomasti ja sddnnolld 5
ehdollisesti merkitseméttomid literaaleja. Jos klausuulin literaaleissa ei ole merkintda
ja literaalien merkinndt on poistettu sekd ehdottomasti ettd ehdollisesti, niin System
NER:ssé ei ole sddntdd tdimén klausuulin poistamiseen F:std. Téllaisten klausuulien
osuus kaikista klausuuleista voi olla huomattava, ja silti System NER méérittdd vain
poistamisehdot eli sddnnét 6 ja B klausuuleille, joiden kaikista klausuuleista on

poistettu merkinti joko ehdottomasti tai ehdollisesti.

System NE:n laajentamista resoluutiolla ei pidd ottaa itsestddn selvyytend, vaan
sithen on 16ydyttivi jokin syy. Goldberg perustelee resoluution kéyttod tilanteessa,
jossa KNM Fissi on ehdottomasti merkitsemdton klausuuli K’ ja merkittyja
literaaleja siséltdva klausuuli K. Jos K’ peittdd K:n, niin K:n kaikista literaaleista
voidaan poistaa merkintd ehdottomasti, ja tdhidn kykenevéi sdéntod ei 16ydy System
NE:std. Merkinnén poistaminen kaikista klausuulin literaaleista vaikuttaa tehokkaalta
toimenpiteeltd, mutta sen kédyton asettama rajoitus on myds huomattava.
Ehdottomasti merkitsemdttomid klausuuleja voi olla vaikeata tuottaa, kuten jo
aikaisemmin mainittiin. Koska System NE ja System NER kehitettiin vaihtoehdoksi
resoluutioon perustuville menetelmille, niin on hyva kysyé, miksi jalkimmaisté sitten

tehostetaan resoluutiolla.  Goldbergin sanojen mukaan tyhjdn klausuulin
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paédtteleminen on globaali ongelma ja resoluutio on paikallinen operaatio, joten niitd
el pysty yhdistiméén deterministisessé algoritmissa tehokkaalla tavalla. System NER
taas pyrkii resoluution avulla merkintjen poistamiseen klausuulien literaaleista,
jolloin resoluutiolla tuotetut yhdistelmét ovat riippumattomia ja operaatio on

paikallinen.

5.4 Kéytinnon testejd System NER:11a

Testasin System NER:4 samoilla sydétteilld kuin System NE:tdkin, ja todistukset
16ytyvit kokonaisuudessaan liitteestd 2. Saatuja tuloksia ei voi pitdd tdysin
vertailukelpoisina, silld minun oli téssd tapauksessa pyrittiva hyddyntiméaan System
NER:n resoluutiosddntdjd. Satunnaisesti valittavana oli siis joka vélivaiheen
askeleella System NE:n sddntojen 3-6 lisdksi System NER:n sddnnot A-D, mistd
atheutui  melkoista  pddnvaivaa.  Ensimmadiselld  testisyotteelld F =
{{—|A, C ,D}, {B,C }, {—|C ,—|D}} pystyin kdyttdimédn resoluutiosddnndistd D:td kerran.
En oletetusti voinut soveltaa sddntdjd A, B ja C misséén vaiheessa, koska merkinnan
poistaminen jonkin klausuulin kaikista literaaleista sdédnnolld 4 oli mahdotonta.
Sééntoja 3-6 piti kdyttdd 11 kertaa, miké oli kaksi kertaa vihemmén kuin System
NE:ssd. Toisaalta sddnnoilla 6 ja B ei pystynyt poistamaan F:std kahta
merkitsematontd ja peittyvdd klausuulia, koska osa ndiden klausuulien literaalien
merkinndistd oli poistettu ehdottomasti ja loput ehdollisesti. Loppujen lopuksi
resoluutiosddnnon kayttd ei siis auttanut vihentdméain askeleita. Toteutumattomalla
syotteella F = {{~4},{4,—B},{B,—~C},{C}} System NER suoriutui System NE:ti
huomattavasti paremmin. Kéytin resoluutiosddntéd D kolme kertaa ja lisdksi muita
vélivaiheen sddntdjd 3-6 myos kolme kertaa. Tdma ei ole kovinkaan suuri yllétys,
silld kyseinen sydte on itse asiassa ldhes triviaali tapaus juuri resoluutiota
kaytettdessd. Testissd System NER ei pysdhtynyt tyhjédn klausuulin 16ytymiseen,
vaan sddnt6d 4 piti vield soveltaa klausuulien merkittyihin literaaleihin ennen
padtymistd lopetussddntoon. Tamén takia System NER vaati kaksinkertaisen madrin
todistusaskeleita verrattuna DP-menetelmdidn. Oletettavasti kullakin askeleella

kaytettdvdn sddnnon valinnalla on vaikutusta tarvittavien todistusaskelten
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kokonaismadrddn, silli soveltamalla muita sddntdjd D:n sijaan System NER olisi

vaatinut yhtd monta askelta kuin System NE:kin toteutumattomalla testisydtteella.

6. Yhteenveto

Artikkelin kirjoittajan Eugene Goldbergin mukaan paikallisella operaatiolla ei ole
mahdollista pddstd tehokkaasti globaaliin tavoitteeseen. Toisin  sanoen,
deterministisen algoritmin ei kannata kiayttdd resoluutiota tyhjin klausuulin
padttelemiseen. Sen sijaan toteutuvuusongelmaa kannattaa katsoa toisesta
nidkokulmasta. Voidaan todistaa, ettd jos konjunktiivisella normaalimuodolla (KNM)
F on malli, niin se 10ytyy jonkin F:n klausuulin 1-ympéristostd. Klausuulin 1-
ympdrist0 on niiden totuusjakeluiden joukko, jotka asettavat todeksi tarkalleen yhden
klausuulin literaaleista ja muut epdtodeksi. F:n toteutumattomuuden tarkistamiseksi
riittdd siis tutkia kaikkien klausuulien 1-ympdristdt. Taméin tyon helpottamiseksi
Goldberg esitti kaksi determinististd menetelmdd: System NE ja System NER.

System NER hyodyntéd System NE:n toiminnallisuuden liséksi resoluutiota.

Vaikka Goldbergilli on tarjota menetelmilleen vankka teoreettinen pohja,
ongelmaksi muodostuu konkreettisen nédyton puute. Kyseisid menetelmid
hy6dyntdvié ratkaisualgoritmeja ei vield ole, joten tehovertailua muihin algoritmeihin
ei voi tehdd. Lisdksi Goldberg pitdd satunnaisten KNM:ien luokkaa hyvani
ehdokkaana menetelmiensd tehokkuuden todistamiseen. Hian otaksuu tdmén luokan
instanssien ratkeavan polynomisessa ajassa System NE:11d ja System NER:114, kun ne
vievidt tyhjin klausuulin  péittelemiseen pyrkiviltd resoluutiototeutuksilta
eksponentiaalisen ajan. Omien kokemusteni perusteella System NE:sti ja System
NER:std olen sitd mieltd, ettd menetelmissd kidytettdvien sddntdjen valintaan
jokaisella askeleella tarvitaan hyvin &dlykés algoritmi. Kutakin sddntdd voi kiyttdd
vain tiettyjen ehtojen tdyttyessd, ja ndiden ehtojen tdyttymisen tarkistaminen on

merkittdvd osuus koko prosessista. Lisdksi kéytettdvin sddnnon valinnalla voidaan
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oletettavasti vaikuttaa tarvittavien todistusaskelten kokonaisméédrdan. Siis jotta
menetelmdt olisivat optimaalisia, tarvittaisiin  epddeterministinen algoritmi
valitsemaan joka kerralla oikea sddntd sovellettavaksi. Tekeméssdni vertailussa
System NE:n sdéntojé joutui kidyttdméain huomattavan monta kertaa seka toteutuvalla
ettd toteutumattomalla sydtteelld, ja System NER vihensi néiti askeleita selvésti vain
toteutumattomassa tapauksessa. Nididen menetelmien tehokkuuden kannalta
olennaista on askelmairén lisdksi askeleiden suorittamiseen vaadittava tyd. Jos ndmé
yhdessd muodostaisivat polynomisen laskenta-ajan menetelmén, niin tulos olisi
erittdin merkityksellinen. Nykyiset menetelméthin vaativat eksponentiaalisen
laskenta-ajan. System NE:n ja System NER:n pohjalta ei kuitenkaan todenndkoisesti
pystytd muodostamaan haluttua polynomista algoritmia. Vaikka 1-ympéristdjen
periytyminen ja peittyminen pystyttdisiinkin toteuttamaan tehokkaasti, niin
pahimmassa tapauksessa klausuulijoukon kaikki klausuulit joudutaan laajentamaan

tidydellisiksi. TAm4 taas vaatii eksponentiaalisen laskenta-ajan.
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LITE 1(1).

Tassd liitteessd havainnollistetaan lyhyin esimerkein System NE:n ja System NER:n

sdantojen kayttoa.

System NE:n saintojen kaytto

Alla on esitelty vain System NE:n sdénnot 3-8, koska sddnnot 1 ja 2 ovat itsestdén

selvid. Esimerkeissé kédytetddn tdhtimerkkid literaalien merkintdan.

Séicinté 3. Olkoon klausuuli K = {~4*, B,C *}. Laajennetaan klausuuli K suuntaan D,
jolloin saadaan K; = {—A*,B,C*,D} ja K, = {—IA*,B,C*,—D}. Klausuulin K

literaaleista poistetaan merkinti eli K = {4, B, C}.

Sécinté 4. Olkoot KNM Fssi klausuulit K; = {4*,—C} ja K,= {4,—B,C*,—~D*}.
Klausuuli K; peittdd K>:n kanssa C:n suhteen symmetrisen klausuulin, silld tdma
symmetrinen klausuuli on K, = {A,—|B,—|C,—|D} ja K>:n sisdltdmien literaalien

joukossa on kaikki K;:n literaalit. Tdten muuttujan C literaalista poistetaan merkinti

Kyssaeli K> = {A,—|B,C,—|D *}

Sécnté 5. Olkoot KNM Fissi klausuulit K, = {4*,—C} ja K, = {~4,—B,C*}.
Klausuulin K, 1-ympdristd suuntaan C sisdltyy K;:n merkittyyn 1-ympéristoon eli
Nbhd(K,,C) = Mrkd Nbhd(K,), silld totuusjakelu s = {4, B,C} muodostaa Kyn 1-
ympaériston suuntaan C ja totuusjakelut s; = {A,B,C} jas; = {A,C} muodostavat

K;:n merkityn 1-ympdriston. Taten muuttujan C literaalista poistetaan merkinté

Kyssaeli K> = {—IA,—|B,C}.

Sicnts 6. Olkoot KNM F:ssi klausuulit K, = {4*,—~C*} ja K, = {4,B,—~C}.
Klausuuli K; peittdd klausuulin K, silld K,:n sisdltdmien literaalien joukossa on
kaikki K;:n literaalit. Klausuulin K, kaikista literaaleista on poistettu merkinté, joten

K> poistetaan F:sta.



LITE 1(2).

Sédnté 7. Olkoon KNM F = {{-4},{4,—B},{B,~C},{C},{=4,—B,C}}. Jokaisen

klausuulin kaikki literaalit ovat merkitseméttomid, ja F' on toteutumaton.

Sédnté 8. Olkoon KNM F = {{—4,—-B* C},{B,~C},{4}}, ja nimetiin F:n klausuulit
jarjestyksessd K;:std Kz:en. Klausuuli K; on tdydellinen ja hajottamaton suuntaan B,
silld sddntdjd 4 ja S ei voida soveltaa sithen. Muut klausuulit eivit peitd K;:n kanssa
B:n suhteen symmetristd klausuulia K;’ = {—.A,B,C}, joten sdanto 4 ei pdde. Muita
merkittyjd 1-ympdristojd ei ole, joten sddntd 5 ei pdde. Tdten K;:n 1-ympéristd

suuntaan B eli Nbhd(K,B) sisiltid mallin s = {4].

System NER:n siéintojen kiytto

System NER poikkeaa System NE:std olennaisesti vain uusien sdintdjensd A-D
myotd, joten pienet muutokset sddntoihin 3-6 on esitelty tissd ldhes vastaavin
esimerkein kuin System NE:n kohdalla ja vain kirjoitusasua muuttaneet siannét 7 ja
8 on jétetty esittelemittd kokonaan. Sdantomuutosten jdlkeen esitellddn sdannot A-D
omilla esimerkeilldéin. Merkittyjd literaaleja merkitdén edelleen tdhdelld. Jos
literaalin perdssd on plusmerkki, niin siitd on poistettu merkinté ehdottomasti. [lman

merkintii olevista literaaleista on poistettu merkinti ehdollisesti.

Sddnto 3. Olkoon klausuuli K = {—A*,B,C *} Laajennetaan klausuuli K suuntaan D,
jolloin saadaan K; = {—.A*,B,C*,D—i—} ja K> = {—A*,B,C*,—.D—i—}. Laajentavan
muuttujan D literaalien perdssd on plusmerkki eli niistd on poistettu merkintad

ehdottomasti. Klausuulin K literaaleista poistetaan merkintd ehdollisesti eli K =

{—4,B,C}.

Sicinté 4. Olkoot KNM F:ssi klausuulit K; = {4*,—C} ja K> = {4+,—B,C*,—~D*}.
Klausuuli K; peittdd K,:n kanssa C:n suhteen symmetrisen klausuulin. Téten
muuttujan C literaalista poistetaan merkintd ehdottomasti Kjissa eli K, =

{A+, —|B, C+, —D *} .
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Sécnté 5. Olkoot KNM F:ssi klausuulit K; = {4*,—~C +} ja K, = {=4,—B+,C*}.
Klausuulin K, 1-ympéristd suuntaan C sisdltyy K;:n merkittyyn 1-ympéristoon eli

Nbhd(K,,C) < Mrkd Nbhd(K;). Téaten muuttujan C literaalista poistetaan merkinté
ehdollisesti K>:ssa eli K> = {—lA,—|B+, C}.

Sicnts 6. Olkoot KNM F:ssi klausuulit K, = {4*,—~C*} ja K, = {4,B,—~C}.
Klausuuli K; peittdd klausuulin K ja K>:n kaikista literaaleista on poistettu merkinta

ehdollisesti, joten K poistetaan F'sti.

Sécnté A. Olkoot KNM F:ssi klausuulit K; = {4+,—C +} ja K,= {4*,~C* ,D*}.
Klausuuli K; on ehdottomasti merkitseméton, ja se peittdd klausuulin K, silld K>:n
sisdltimien literaalien joukossa on kaikki K;:n literaalit. Taten K,:n kaikista

literaaleista poistetaan merkinti ehdottomasti eli K, = {4+, —C+, D +}.

Sicnt B. Olkoot KNM F:ssi klausuulit K; = {4+,—C +} ja K; = {4+,—~C+,D+}.

Klausuuli K; peittdé klausuulin K ja molemmat ovat ehdottomasti merkitsemattomia

klausuuleja, joten K, poistetaan F':sti.

Sddnté C. Olkoot KNM F:ssd klausuulit K; = {A+,B+,—|C+,—.D +} ja K> =
{A+,—|C+,D +}. Yhdistetddn K; ja K, merkitsemittomalld resoluutiolla muuttujassa
D, jolloin saadaan yhdistelmd K = {A+, B+,-C +}. Klausuulit K; ja K, eivit peitéd

yhdistelmda K, ja tdssd oletetaan, ettei /:n muutkaan klausuulit peitd sitd (silmukan

valttdminen).

Sicnto D. Olkoot KNM F:ssi klausuulit K; = {4, B¥,—~C*,—D} ja K> = {~B,—D*}.
Yhdistetddn klausuulit K; ja K> merkitylld resoluutiolla K;:n suhteen muuttujassa B,
jolloin saadaan yhdistelmd K = {A,—|C *,—|D}. Merkityn resoluution lisdehto tayttyy
eli K peittdd K;:n. Klausuulin K literaaleista poistetaan merkintd ehdollisesti eli K; =
{A,B,—C, —|D}. Klausuulit K; ja K, eivédt peitd yhdistelmdd K, ja tdssd oletetaan,

ettei /:n muutkaan klausuulit peitd sitd (silmukan vilttiminen).



LIITE 2(1).

Tami liite sisdltdd kokonaisuudessaan viisi todistusta System NE:1ld ja System
NER:1I4. Kaksi ensimmadistd todistusta on tehty System NE:lld hyddyntden samaa
SAT-sydtettd, ja niissd on kéytetty sddntdja eri periaatteilla. Kolmas on System NE:n
UNSAT-todistus. Kaksi viimeistd todistusta on tuotettu System NER:lld samoilla
SAT- ja UNSAT-sydétteilld kuin System NE:Ildkin.

System NE —todistukset SAT- ja UNSAT-syotteilli

Ensimmaisessd todistuksessa sddntdja 3-6 on kiytetty satunnaisesti SAT-syobtteeseen,
ja toisessa todistuksessa samalla syotteelld on pyritty suosimaan sdantdjd 4 ja 5, jotka
poistavat klausuulijoukon literaalien merkintdjd. Rivin alussa oleva numero kertoo,

mitd sddntdd kulloinkin kaytetiin.

System NE:n 1. SAT-todistus. Olkoon F = {{—A,C,D}, {B,C }, {—|C, —|D}}, ja nimetddn
klausuulit K;:std K3:en.

(1) Kaikki F:n literaalit merkitddn (*): F = {{-4* C* D*}{B* C*},{~C*,~D*}}.
(2) Yhté sdannoistd 3-6 sovelletaan joka kierroksella yhteen klausuuliin.

(5) Klausuulin K; 1-ympéristd suuntaan C sisdltyy K;:n merkittyyn 1-ymparistoon eli
Nbhd(K;,C) < Mrkd Nbhd(K;). Taten muuttujan C literaalista poistetaan merkinta
K;ssaeliK;= {—.A*,C,D*}.

(5) Klausuulin K; 1-ymparistd suuntaan D sisdltyy K3:n merkittyyn 1-ympéristoon eli
Nbhd(K,;,D) < Mrkd Nbhd(K;). Taten muuttujan D literaalista poistetaan merkinté
K;ssaeliK; = {—.A*,C,D}.

(3) Klausuuli K, laajennetaan suuntaan D, jolloin saadaan K, = {B*,C*,D} ja Ks =
{B*, C*, —|D}. Klausuulin K literaaleista poistetaan merkinté eli K, = {B, C }

(4) Klausuuli K; peittdd Ks:n kanssa C:n suhteen symmetrisen klausuulin. Téten

muuttujan C literaalista poistetaan merkintd Ks:ssé eli K5 = {B*, C, —|D}.

Tissd vaiheessa F = {{—4* C,D},{B,C},{~C*,—D*},{B*,C*,D},{B*,C,—D}}, ja

klausuulit ovat jarjestyksessd K;, K>, K3, K4 ja K.
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(3) Klausuuli K; laajennetaan suuntaan B, jolloin saadaan K4 = {B,—|C*,—|D *} ja K7
= {—|B,—|C * =D *} Klausuulin Kj; literaaleista poistetaan merkintd eli K; =
{~C,—D}.

(5) Klausuulin K4 1-ymparistd suuntaan D sisdltyy Ky:n merkittyyn 1-ympéristoon eli
Nbhd(Ks,D) < Mrkd Nbhd(K,). Taten muuttujan D literaalista poistetaan merkinté
Kgssaeli K= {B,—C*,—.D}.

(4) Klausuuli K, peittdd Ksn kanssa C:n suhteen symmetrisen klausuulin. Téten
muuttujan C literaalista poistetaan merkinti Kg:ssa eli K5 = {B,—C,—D}.

(6) Klausuuli K; peittdd klausuulin Ky, joten K4 poistetaan F:sti.

Tissié  vaiheessa  F = {{—4*,C,D},{B,C},{~C,—D},{B*,C*,D},{B*,C,—D},

{—|B,—|C*,—|D *}} , ja klausuulit ovat jarjestyksessd K;, K>, K3, Ky, K5 ja K.

(5) Klausuulin K5 1-ympéristd suuntaan B sisdltyy K7:n merkittyyn 1-ympéristoon eli
Nbhd(Ks,B) < Mrkd Nbhd(K;). Tiaten muuttujan B literaalista poistetaan merkinté
Ks:ssi eli K5 = {B,C,—D}.

(6) Klausuuli K peittdd klausuulin K, joten K5 poistetaan F:sti.

(3) Klausuuli K, laajennetaan suuntaan A4, jolloin saadaan Kz = {A, B* C *,D} jaKy=
{—4, B*,C*, D}. Klausuulin K literaaleista poistetaan merkinti eli K, = {B,C,D}.
(6) Klausuuli K peittdéd klausuulin Ky, joten Ky poistetaan F:sta.

(5) Klausuulin Ky 1-ympéristo suuntaan B sisdltyy K;:n merkittyyn 1-ympéristoon eli
Nbhd(Ks,B) < Mrkd Nbhd(K;). Tiaten muuttujan B literaalista poistetaan merkinté
Kg:ssaeli Kg= {A,B, C*,D}.

Tassi vaiheessa F = {{-4* C,D},{B,C},{~C,—~D},{~B,—~C*,~D*},{4,B,C*,D},

{—.A, B*, C*,D}}, ja klausuulit ovat jarjestyksessa K, K», K3, K7, Ks ja K.

(8) Klausuuli K5 on tdydellinen ja hajottamaton suuntaan C, silld sdént6jd 4 ja 5 ei
voida soveltaa sithen. Titen Kg:n 1-ympdéristd suuntaan C eli Nbhd(Ks C) sisdltdd

mallin s = {C }
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System NE:n 2. SAT-todistus. Olkoon F ={{~4,C,D},{B,C},{~C,—D}}, ja nimetisn
klausuulit K;:std K3:en.

(1) Kaikki F'n literaalit merkitédn (*): F = {{—4*,C*, D *},{B*,C *},{~C*,—D *}}.
(2) Yhté sdadnnoistd 3-6 sovelletaan joka kierroksella yhteen klausuuliin.

(3) Klausuuli K; laajennetaan suuntaan B, jolloin saadaan K, = {—lA*,B,C * D *} ja
K5 = {—|A*,—|B, C*,D*}. Klausuulin K; literaaleista poistetaan merkintd eli K; =
{~4,C,D}.

(4) Klausuuli K, peittdd Ky.n kanssa 4:n suhteen symmetrisen klausuulin. Téten
muuttujan 4 literaalista poistetaan merkintd Ky:ssd eli K, = {—.A, B,C*, D *}

(5) Klausuulin K, 1-ympéristo suuntaan C sisdltyy K>:n merkittyyn 1-ymparistoon eli
Nbhd(K4,C) < Mrkd Nbhd(K,). Taten muuttujan C literaalista poistetaan merkinta
Kyssieli Ky= {—4,B,C,D*}.

(4) Klausuuli K, peittdd K.n kanssa D:n suhteen symmetrisen klausuulin. Téten
muuttujan D literaalista poistetaan merkintd K:ssé eli Ky = {—|A, B,C, D}.

(6) Klausuuli K; peittdd klausuulin Ky, joten K, poistetaan F:sti.

Tédssd vaiheessa F = {{—.A,C,D}, {B*,C*}, {—|C*,—|D *}, {—|A*,—|B, C*,D*}}, ja

klausuulit ovat jérjestyksessd K;, K>, K3 ja K.

(5) Klausuulin K5 1-ympéristd suuntaan 4 siséltyy K>:n merkittyyn 1-ympéristoon eli
Nbhd(Ks5,A) < Mrkd Nbhd(K;). Tiaten muuttujan A4 literaalista poistetaan merkinté
Ks:ssaeli Ks = {—IA,—|B, C*,D *}

(5) Klausuulin K5 1-ympaéristo suuntaan C siséltyy Kz:n merkittyyn 1-ympéristdon eli
Nbhd(Ks5,C) < Mrkd Nbhd(K3). Taten muuttujan C literaalista poistetaan merkinté
Ks:ssaeli Ks = {—lA,—|B, C,.D *}

(5) Klausuulin K5 1-ympéristd suuntaan D siséltyy K>:n merkittyyn 1-ympéristoon eli
Nbhd(Ks5,D) < Mrkd Nbhd(K;). Téaten muuttujan D literaalista poistetaan merkinta
Ks:ssi eli K5 = {—4,—B,C, D}.

(6) Klausuuli K; peittdd klausuulin K, joten K5 poistetaan F:sti.
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(3) Klausuuli K, laajennetaan suuntaan D, jolloin saadaan K4 = {B*,C*,D} ja K7 =
{B*,C *,—|D}. Klausuulin K literaaleista poistetaan merkinté eli K, = {B, C }

(5) Klausuulin K4 1-ympéristo suuntaan C sisdltyy K;:n merkittyyn 1-ymparistoon eli
Nbhd(Ks,C) < Mrkd Nbhd(K;). Taten muuttujan C literaalista poistetaan merkinta
Kg:ssaeli K= {B*,C,D}.

(3) Klausuuli K4 laajennetaan suuntaan 4, jolloin saadaan Ky = {A,B*,C,D} ja Kg=
{—|A, B*,C ,D}. Klausuulin Ky literaaleista poistetaan merkinté eli K5 = {B, C ,D} .

(6) Klausuuli K, peittdd klausuulin K, joten K4 poistetaan F:sté.

Tissi vaiheessa F = {{=4,C,D},{B,C},{~C*,~D*},{B*,C*,~D},{4,B*,C, D},

{—|A, B*, C,D}}, ja klausuulit ovat jirjestyksessd K, K», K3, K7, Ks ja K.

(8) Klausuuli Kg on tdydellinen ja hajottamaton suuntaan B, silld sdént6jd 4 ja 5 ei
voida soveltaa sithen. Téiten Kgn 1-ympéristd suuntaan B eli Nbhd(Ks B) sisdltid

mallin s = {B }

System NE:n UNSAT-todistus. Olkoon F = {{—A}, {A, —.B}, {B,—|C }, {C }}, ja nimetdin
klausuulit K;:std K :én.

(1) Kaikki F:n literaalit merkitddn (*): F' = {{—.A *}, {A*,—.B *}, {B*,—|C *}, {C *}}

(2) Yhtd sdéannoistd 3-6 sovelletaan joka kierroksella yhteen klausuuliin.

(4) Klausuuli K; peittdd K,:n kanssa 4:n suhteen symmetrisen klausuulin. Téten
muuttujan 4 literaalista poistetaan merkintd K»:ssa eli K, = {A, —B *}

(4) Klausuuli K, peittdd K;:n kanssa C:n suhteen symmetrisen klausuulin. Téten
muuttujan C literaalista poistetaan merkintd K;:ssa eli K; = {B*,—|C }

(3) Klausuuli K laajennetaan suuntaan C, jolloin saadaan K5 = {A,—|B*,C} ja Ks =
{A, —B* -C } . Klausuulin K literaaleista poistetaan merkinté eli K, = {A, —|B} .

(4) Klausuuli K, peittdd Ks:n kanssa B:n suhteen symmetrisen klausuulin. Téten
muuttujan B literaalista poistetaan merkintd Ks:ssd eli K5 = {A, —-B,C }

(6) Klausuuli K peittdd klausuulin K, joten K5 poistetaan F:sta.
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(5) Klausuulin K4 1-ympéristd suuntaan B sisdltyy K;:n merkittyyn 1-ymparistoon eli
Nbhd(Ks,B) < Mrkd Nbhd(K;). Titen muuttujan B literaalista poistetaan merkinté
Kgssaeli Kg= {A,—|B,—|C}.

(6) Klausuuli K peittdd klausuulin Ky, joten K4 poistetaan F:sta.

Tissd  vaiheessa  F = {{~4*},{4,—B},{B*,—~C},{C*}}, ja Klausuulit ovat

jarjestyksessd K, K>, K3 ja Ky.

(3) Klausuuli K3 laajennetaan suuntaan A, jolloin saadaan K; = {A, B*,—C } ja K=
{4, B*,~C}. Klausuulin K; literaaleista poistetaan merkinti eli K3 = {B,—~C}.

(4) Klausuuli K, peittdd K;n kanssa B:n suhteen symmetrisen klausuulin. Téten
muuttujan B literaalista poistetaan merkinti K:ssi eli K7 = {4, B,—C}.

(6) Klausuuli K; peittdd klausuulin K7, joten K7 poistetaan F:sti.
(4) Klausuuli K; peittdd Kgn kanssa B:n suhteen symmetrisen klausuulin. Téten

muuttujan B literaalista poistetaan merkinti Ky:ssa eli Ky = {—4, B,—C}.

(6) Klausuuli K peittdéd klausuulin K, joten Kg poistetaan Fsta.

Tissd vaiheessa F = {{—4*},{4,—B},{B,—~C},{C *}}, ja klausuulit ovat jarjestyksessi
K], Kg, nga K4.

(3) Klausuuli K; laajennetaan suuntaan B, jolloin saadaan Ky = {—A*,B} ja Kjp =
{—|A*,—|B}. Klausuulin K; literaaleista poistetaan merkinté eli K; = {—lA}

(3) Klausuuli Ky laajennetaan suuntaan C, jolloin saadaan K;; = {—|A*,B, C} jaKp;=
{—=4*, B,—C}. Klausuulin Ky literaaleista poistetaan merkinti eli Ko = {—4, B}.

(6) Klausuuli K peittdd klausuulin Ky, joten Ky poistetaan F:sti.

(4) Klausuuli Ky peittdd K;;:n kanssa A:n suhteen symmetrisen klausuulin. Téten
muuttujan 4 literaalista poistetaan merkinti K;,:ssi eli K;; = {—4,B,C}.

(6) Klausuuli K; peittdd klausuulin K, joten K;; poistetaan Fst.

(4) Klausuuli K; peittdd K;»:n kanssa A:n suhteen symmetrisen klausuulin. Téten

muuttujan 4 literaalista poistetaan merkintd K;>:ssa eli K;, = {—.A, B,—-C } .
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(6) Klausuuli K; peittdd klausuulin K, joten K;, poistetaan F':sta.
(4) Klausuuli K, peittdd K;p:n kanssa 4:n suhteen symmetrisen klausuulin. Téten

muuttujan A literaalista poistetaan merkintd K;y:ssé eli K;p = {—|A, —|B}.

(6) Klausuuli K; peittdd klausuulin K, joten K,y poistetaan F':sta.

Tissd vaiheessa F = {{—4},{4,—B},{B,—C},{C*}}, ja klausuulit ovat jirjestyksessi
K, K>, Ksja Ky.

(3) Klausuuli K, laajennetaan suuntaan B, jolloin saadaan K;; = {B,C *} ja Ky =
{=B, C *}. Klausuulin K literaaleista poistetaan merkinti eli K, = {C}.

(4) Klausuuli K; peittdd K;3n kanssa C:n suhteen symmetrisen klausuulin. Téten
muuttujan C literaalista poistetaan merkinti K;3:ssa eli K;; = {B, C }

(6) Klausuuli Ky peittdé klausuulin K3, joten K3 poistetaan F:std.

(3) Klausuuli K;, laajennetaan suuntaan A4, jolloin saadaan K;5 = {A,—|B,C *} ja K¢
= {—|A,—|B, C *} Klausuulin K, literaaleista poistetaan merkinté eli K;, = {—|B, C }

(6) Klausuuli Ky peittdd klausuulin K4, joten K, poistetaan F':sta.
(4) Klausuuli K, peittdd K;s:n kanssa C:n suhteen symmetrisen klausuulin. Téten

muuttujan C literaalista poistetaan merkintd K;s5:sséd eli K;5 = {A,—|B, C }

(6) Klausuuli K peittdd klausuulin K5, joten K5 poistetaan F':sta.
(4) Klausuuli K; peittdd K;s:n kanssa C:n suhteen symmetrisen klausuulin. Téten

muuttujan C literaalista poistetaan merkintd K;4:ssa eli K;6 = {—|A,—|B, C }

Téssd vaiheessa F ={{—|A},{A,—|B},{B,—.C},{C},{—‘A,—'B,C}}, ja klausuulit ovat

jarjestyksessd K;, K>, K3, Ky ja K.

(7) Jokaisen klausuulin kaikki literaalit ovat merkitsemédttomid, ja F’ on toteutumaton.
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System NER —todistukset SAT- ja UNSAT-syotteilld

System NER:n SAT-todistus. Olkoon F = {{~4,C,D},{B,C},{~C,—D}}, ja nimetiin
klausuulit K;:std K;:en. Lisdtddn aina plusmerkki (+) niiden literaalien peréén, joista
poistetaan merkintd ehdottomasti. Jos literaalin peréssid ei ole téhti- tai plusmerkkia,
niin siitd on poistettu merkintd ehdollisesti.

(1) Kaikki F'n literaalit merkitédn (*): F = {{—4*,C*, D *},{B*,C *},{~C*,—D *}}.
(2) Yhté sdaannoistd 3-6 ja A-D sovelletaan joka kierroksella yhteen klausuuliin.

(3) Klausuuli K laajennetaan suuntaan D, jolloin saadaan K, = {B*,C *D +} jaKs=
{B*,C*,—.D +}. Klausuulin K, literaaleista poistetaan merkintd ehdollisesti eli K, =
{B.C}.

(D) Klausuulit K3 ja K5 yhdistetddn merkitylld resoluutiolla Ks:n suhteen muuttujassa
C, jolloin saadaan yhdistelmé Ky = {B*,—|D}. Klausuulin K literaaleista poistetaan
merkinti ehdollisesti eli K5 = {B,C,—D}.

(6) Klausuuli K peittdd klausuulin K, joten K5 poistetaan F:sta.

(3) Klausuuli K; laajennetaan suuntaan B, jolloin saadaan K7 = {—.A*,B—i—, C*,D *} ja
Kg= {—|A*,—.B+, C*,D *} Klausuulin K; literaaleista poistetaan merkinti ehdollisesti
eli K, = {~4,C,D}.

(4) Klausuuli Ky peittdd K7:n kanssa D:n suhteen symmetrisen klausuulin. Téten
muuttujan D literaalista poistetaan merkintd ehdottomasti K:ssd eli K; =
{=4*, B+,C*,D +}.

(4) Klausuuli K, peittdd K;n kanssa 4:n suhteen symmetrisen klausuulin. Téten
muuttujan A literaalista poistetaan merkintd ehdottomasti K7:ssi eli K; =
{=4+,B+,C*,D +}.

(5) Klausuulin K 1-ympéristé suuntaan C siséltyy K;:n merkittyyn 1-ympéristoon eli
Nbhd(K;,C) < Mrkd Nbhd(K;). Téaten muuttujan C literaalista poistetaan merkinté
ehdollisesti K7:ssd eli K7 = {—.A+,B+, C,D +}.
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Tissdé  vaiheessa  F = {{—=4,C,D},{B,C},{~C* —D*},{B*,C* D +},{B*,—D},
{—|A+,B+, C,D +}, {—.A*,—|B+, C*,D *}}, ja klausuulit ovat jarjestyksessd K;, K, K3,
K4, Ks, K7 ja K.

(5) Klausuulin Ky 1-ympéristd suuntaan 4 siséltyy K,:n merkittyyn 1-ympéristoon eli
Nbhd(Ks,A) < Mrkd Nbhd(K,). Titen muuttujan A4 literaalista poistetaan merkinté
ehdollisesti Kg:ssa eli Kg = {—IA,—|B+, C*,D *}

(5) Klausuulin Ky 1-ympadristo suuntaan C siséltyy Kz:n merkittyyn 1-ympéristoon eli
Nbhd(Ks,C) < Mrkd Nbhd(K;). Téten muuttujan C literaalista poistetaan merkinté
ehdollisesti Kg:ssa eli Kg = {—lA,—|B+, C,D *}

(5) Klausuulin Kg 1-ympéristd suuntaan D siséltyy K3:n merkittyyn 1-ympéristoon eli
Nbhd(Ks,D) < Mrkd Nbhd(K3). Téaten muuttujan D literaalista poistetaan merkinté
ehdollisesti Kg:ssa eli Kg = {—lA,—|B+, C,D}.

(3) Klausuuli K, laajennetaan suuntaan A4, jolloin saadaan Ky = {A+, B*,C*,D +} ja
K= {—1A+, B*,C*,D +} . Klausuulin Ky literaaleista poistetaan merkintd ehdollisesti

eli K,= {B,C,D}.

Tissd vaiheessa F ={{-4,C,D},{B,C},{~C*,—~D*},{B,C, D},{B*,—~D},
{~4+,B+,C,D +},{~4,-B+,C,D},{ A+, B*,C* D +},{—4+,B*,C*,D +}}, ja
klausuulit ovat jarjestyksessd K;, K>, K3, Ky, K, K7, Ks, K9 ja K.

(8) Klausuuli K¢ on tdydellinen ja hajottamaton suuntaan B, silldi muuttujan B
literaalista ei voida poistaa merkintdd Ko:ssd ehdottomasti eikd ehdollisesti. Téten

Ko:n 1-ympaéristd suuntaan B eli Nbhd(Kg, B) siséltdd mallin s = {B }

System NER:n UNSAT-todistus. Olkoon F ={—4},{4,—-B},{B,—~C},{C}}, ja
nimetddn klausuulit K;:std K, :dn. Lisdtddn aina plusmerkki (+) niiden literaalien
perddn, joista poistetaan merkintd ehdottomasti. Jos literaalin peréssi ei ole tihti- tai

plusmerkkid, niin siitd on poistettu merkinté ehdollisesti.
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(1) Kaikki F:n literaalit merkitddn (*): F = {{=d4 *}, {4*, B *},{B*,~C *},{C *}}.

(2) Yhté sdaannoistd 3-6 ja A-D sovelletaan joka kierroksella yhteen klausuuliin.

(D) Klausuulit K; ja K> yhdistetddn merkitylld resoluutiolla K>:n suhteen muuttujassa
A, jolloin saadaan yhdistelmid K5 = {—.B *} Klausuulin K, literaaleista poistetaan
merkinti ehdollisesti eli K, = {A,—.B}.

(D) Klausuulit K; ja K5 yhdistetddn merkitylld resoluutiolla K;:n suhteen muuttujassa
B, jolloin saadaan yhdistelmd Ks = {—|C *} Klausuulin Kj; literaaleista poistetaan
merkinti ehdollisesti eli K3 = {B,—C}.

(D) Klausuulit K4 ja K4 yhdistetddn merkitylld resoluutiolla K,:n suhteen muuttujassa
C, jolloin saadaan yhdistelmd K, = {Ll}. Klausuulin K, literaaleista poistetaan
merkinti ehdollisesti eli K, = {C}.

(4) Klausuuli K7 peittdd K;:n kanssa 4:n suhteen symmetrisen klausuulin. Téten
muuttujan 4 literaalista poistetaan merkinti ehdottomasti K;:ssd eli K; = {—|A +}.

(4) Klausuuli K7 peittdd Ks:n kanssa B:n suhteen symmetrisen klausuulin. Téten
muuttujan B literaalista poistetaan merkintd ehdottomasti Ks:ssé eli K5 = {—|B +}.

(4) Klausuuli K7 peittdd Kgsn kanssa C:n suhteen symmetrisen klausuulin. Téten

muuttujan C literaalista poistetaan merkintd ehdottomasti K4:ssa eli Kg = {—|C +}.

Téssd vaiheessa F = {{—A+},{4, =B},{B, —~C},{C},{—=B+},{=C+},{L}}, ja
klausuulit ovat jarjestyksessd K;, K>, K3, Ky, K5, K ja K.

(7) Jokaisen klausuulin kaikki literaalit ovat merkitsemédttomid, ja F’ on toteutumaton.
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