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Mihin tarvitaan stokastista analyysia?

Saavutettavuusanalyysissa ja mallintarkastuksessa jatetdan usein ajan tarkka etenemi-
nen mallintamatta. Huomio kiinnittyy siihen, voivatko asiat tapahtua sellaisessa jarjestyk-
sessa, ettei jarjestelma toimi oikein.

Kaytannossa tapahtumat kuluttavat myos aikaa, ja esimerkiksi reaktiiviselle ohjausjarjes-
telmalle voi olla kohtalokasta, jos se ei toimi odotetulla nopeudella.

Arkipaivaisemmaltakin jarjestelmaltd voidaan edellyttad, etta esimerkiksi odottavia toita
tai asiakkaita on keskimaarin jarkeva méaara tai ettei keskimaarainen odotusaika veny
kohtuuttoman pitkaksi.

Stokastisen analyysin voidaan ajatella perustuvan tilakoneisiin tai saavutettavuusgraafei-
hin, joiden siirtymiin on liitetty tieto siirtyman suoritusajasta tai valintatodennékoisyydesta.
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Stokastiset jarjestelmat ja Markovin ketjut

Stokastinen prosessi  on joukko tila-avaruuden Ssatunnaisia tiloja {G(t) cSteT} jol-
lekin (ajanhetkia esittavalle) indeksijoukolle T.

Markovin ketju on sellainen stokastinen prosessi, jossa uusi tila p(n+1) riippuu vain
edellisest tilasta 8(").

Jatkossa tarkastellaan stationaarisia ja jatkuva-aikaisia Markovin ketjuja, joiden siirtyma-
todennakoisyys ei riipu ajasta ja jotka voivat siirtya tilasta toiseen mielivaltaisina ajanhet-
kind. Niitd voidaan kuvata siirtymanopeusmatriisilla, joka maarittelee eri tilojen valisten
siirtymien todennakdisyydet aikayksikkda kohden.

Markovin ketjua voidaan ajatella polkuna jossakin sellaisessa saavutettavuusgraafissa,
jonka siirtymiin liittyy laukeamistodennakaoisyys tai satunnaisesti jakautunut kesto.
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Stokastiset Petri-verkot (1/2)

Stokastiset Petri-verkot (Stochastic Petri Nets, SPN) ovat paikka—siirtyma-jarjestelmien
laajennus, jonka siirtyméat ovat ajastettuja.

Vireessa olevat siirtymat eivat voi mielivaltaisesti laueta tai olla laukeamatta. Viive siirty-
man virittymisesta laukeamiseen noudattaa negatiivista eksponentiaalijakaumaa eli siirty-
ma laukeaa aikavalilla 0 < X < x todennakaisyydella P{X < x} = [gAe AMdt=1-e"?X
missa A on keskimaarainen laukeamisnopeus.

Koska eksponentiaalijakauma on muistiton eli P{X >t +h|X >t} = P{X > h}, jarjes-
telmassa mahdollisesti esiintyvista kilpatilanteista ei tarvitse valittaa.

Tavalliset stokastiset Petri-verkot vastaavat jatkuva-aikaisia Markovin ketjuja.
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Stokastiset Petri-verkot (2/2)

Yleistetyissa stokastisissa Petri-verkoissa (Generalised Stochastic Petri Nets, GSPN) on
myQds ajastamattomia eli valittomasti laukeavia siirtymia, joihin liittyy painokerroin.

Jos merkinndssa on vireessa yksi ajastamaton siirtyma, se laukeaa valittomasti tuottaen
uuden merkinnan. Jos vireessa on monta ajastamatonta siirtymaa, niiden laukeamisto-
dennakdisyydet maaraytyvat painokertoimista. Ajastetut siirtyméat voivat laueta vain, jos
ajastamattomia siirtymia ei ole vireessa. GSPN:t vastaavat semi-Markov-prosesseja. Niil-
|& on sama stationaarinen jakauma kuin vastaavilla Markov-prosesseilla.

Deterministisissa ja stokastisissa Petri-verkoissa (Deterministic and Stochastic Petri Nets,
DSPN) on lisaksi vakioajassa laukeavia siirtymid. Jos vireessa voi olla monta tallaista
siirtymaa samanaikaisesti, analyyttiset keinot ovat kovilla ja on turvauduttava simulointiin.
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Stokastisten jarjestelmien analysointi

Stokastisten jarjestelmien mallintamiseen ja analysointiin on tyokaluja, kuten GreatSPN,
DSPNEXxpress, TimeNET ja SMART. Valitettavasti emme tunne yhtaan vapaata tydkalua.

Yksinkertaisten jarjestelmien analysointiin riittda saavutettavuusanalysaattori ja matriisi-
laskin, esimerkiksi Matlab tai GNU Octave. Analyysi tapahtuu kolmessa vaiheessa:

1. Muodostetaan jarjestelman saavutettavuusgraafi. GSPN:n tapauksessa yhdistetaan
valittomasti laukeavat siirtymat ajastettujen siirtymien kaariin.

2. Merkitdan saavutettavuusgraafiin kunkin siirtyman laukeamisfrekvenssi ja muodos-
tetaan siita siirtymanopeusmatriisi Q.

3. Ratkaistaan tasapainoyhtalo ja lasketaan prosessin tunnusluvut.
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Esimerkkijarjestelma ja saavutettavuusgraafi

Saavutettavia tiloja on 38 ja kaaria 62. Kun Mg(p1) = 1, tila-avaruus kutistuu:

check
faij,,}
p

~—=-
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Valittbmien siirtymien poistaminen

Saavutettavuusgraafia voi pienentaa yhdistamalla valittomasti laukeavat siirtymat niita
edeltaviin ajastettuihin siirtymiin. Tuloksena on tavallinen Markovin ketju:

Emme viela liittAneet siirtymiin painoja emmeka kes-

. 0ar2 parl fai

St PSR v toja. Oletetaan siirtymien "fail” ja "ok” laukeamissuh-
parl,ok . . . . . .

g teeksi 5 : 95eli asetetaan niille painot 5 ja 95. Siirty-

mien "sync” ja "start” painoilla ei tassa ole merkitys-

ta, silla ne eivat esiinny missaan kilpatilanteessa.

Asetetaan nopeudet Aneywdata = 37,Apar1 = 40,Apar2 = 60,A),0 = 15, Acheck = 2.

Selvasti Agtart parl = Apar1 i@ Astart,par2 = Apar2: koska "start” on yksinaan vireessa.
Vastaavasti voidaan unohtaa "sync”.

Kilpatilanteessa olevat valittomat siirtymat "fail” ja "ok” on otettava huomioon: )‘parl,ok =

95 5 _
955 parl = 38 Apar1 fail = 955 part = 2 Apar2,0k = 9712 Apar2,fail = 3
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Siirtymanopeusmatriisi

Numeroidaan kutistetun saavutettavuusgraafin tilat ja esitetdan se siirtymanopeusmatrii-
sina Q, jonka alkiot qi,j,i # | ilmoittavat todennakdisyyden aikayksikkéa kohden siirtya

tilasta 1 tilaan | eli siirtyméanopeuden:
{p1}  {ps,p7} {pa,pr} {P3,pe; {Pe} {Ppo}
(37 37 0 0 0 0}
0

0 -100 40 60 O (Pa.pr)
Q 0 0 —60 0 o/ 3 {pa, pr}
0 0 0 -40 38 2 | {ospo)

5 0 0 0 -15 0 | (m
\ 0o 2 0o 0o 0 -2/ m

Jos tilojen valilla ei ole siirtymaa, siirtymanopeus on 0. Lavistajaalkiot asetetaan siten,
etta rivisummat ovat nollia: ¢fj j = — Zj;ﬁi dij.
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Tasapainojakauman laskenta (1/2)

Voidaan maaritella todennékoisyysvektori Ti(t), joka ilmoittaa jarjestelméan kunkin tilan to-
dennakaisyyden ajan funktiona. Raja-arvoa Tt= lim{_,» T((t) sanotaan stationaariseksi
ratkaisuksi, silla se toteuttaa yhtalon 11- Q = 0. Lisaksi sen on toteutettava todennakoi-
syyden normiehto TT- el =1eli Ty +Th+ - - - + T, = 1. Normiehto voidaan kirjoittaa mat-
riisimuotoon Kkirjoittamalla sama yhtéldé moneen kertaan: Ti- E = e. (Tassa e on pelkkia
ykkosia sisaltava vaakavektori ja E ykkdsneliomatriisi.)

Laskemalla saadut matriisiyhtalot
mQ = 0
m-E = e

yhteen saadaan T1- (Q + E) = e, josta voidaan ratkaista = e- (Q +E) L.
Marko Makela



T-79.179: Stokastinen analyysi 8-10

Tasapainojakauman laskenta (2/2)
Lasketaan kutistetun saavutettavuusgraafin tilojen todennakoisyydet GNU Octavella:

octave:l> Q=[-37, 37, 0, 0, 0, 0
0, -100, 40, 60, 0, O0;

0, 0, -60, 0, 57, 3

0, 0, 0, -40, 38, 2

15, 00 0, 0 -15 0

01 21 01 01 O’ -2]
octave:2>  pi=ones(1,6)*inverse(Q+ones(6)) *

pI =
0.176252 0.068646 0.045764 0.102968 0.434756 0.171614

Kasin laskemalla olisi saatu tarkempi tulos, mutta kaytannéssa likiarvot riittavat hyvin ku-
vaajien piirtamiseen (tasapainojakauma esimerkiksi Apawdatg:n funktiona).

*Lauseke pi=((Q'+ones(6))\ones(6,1))’ olisi hieman tehokkaampi.
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Tasapainojakauman sovelluksia (1/2)

Askeisen perusteella tiedamme muun muassa, etta jarjestelma viettda suurimman osan
ajastaan tilassa {pg} (se on siella 43 4 %:n todennakaisyydelld) eli siita lahteva siirtyma
"I/O” on mahdollinen pullonkaula.

Stokastisissa Petri-verkoissa voidaan tarkastella paikkojen keskimaaraista merkkimaa-
rad. Askeisen jarjestelméan paikan p1 merkinta on 1 tilassa {pj } ja muualla 0. Niinpa sen
keskimaarainen merkinta on suoraan kyseisen tilan todennakoisyys, 0,176252

Yleisemmin paikan keskim&arainen merkintd on tilojen todennakoisyyksilla painotettu
summa paikan merkinnasta kussakin tilassa. Esimerkiksi paikan p3 merkinta saavutetta-
vissa tiloissa voidaan esittaé pystyvektorillamp, = (01010 ()T. GNU Octaven mukaan
paikan p3 keskimaarainen merkinta pi*[0,1,0,1,0,0] on 0,17161
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Tasapainojakauman sovelluksia (2/2)

Vastaavasti voidaan laskea mutkikkaampienkin ehtojen todennakaoisyyksia. Maaritellaan
pystyvektori ', joka saa arvon 1 niissa tiloissa, joissa haluttu ominaisuus patee, ja muu-
alla arvon 0. Esimerkki: "paikassa p7 tai pg on merkki” elir = (01110 QT toteutuu
mielivaltaisella ajanhetkella todennakoisyydella 0, 21738

Voidaan tarkastella myos siirtyman odotusarvoista laukeamistiheytta. Maaritelladn r si-
ten, etta se on siirtyman laukeamisnopeus niisséa tiloissa, joissa kyseinen siirtyma on
vireessa, ja muualla 0. Keskimaarainen laukeamistiheys on 1t- 1.

Esimerkkimme siirtymalle "parl” saadaan pi*[0,40,0,40,0,0] eli 6,8646 Koska ta-
man siirtyman ainoa esipaikka on p3, jossa voi olla enintaan yksi merkki, sama tulos olisi
tdssa tapauksessa saatu myos kertomalla p3:n merkinnan todennakoisyys siirtymano-
peudella eli laskemalla 40-0,17161
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Yhteenveto

Suorituskykyanalyysi perustuu saavutettavuusgraafeihin. Jos jarjestelmassa on n saa-
vutettavaa tilaa, on kasiteltava n x n-neliomatriiseja. Koska se voi olla hyvin raskasta,
mallia on usein yksinkertaistettava tilojen vahentamiseksi. Esitimme yhden tavan, valitto-
masti laukeavien siirtymien poistamisen. Muut tavat vaativat mallinnettavan jarjestelman
tarkempaa tuntemusta.

Tama luento on vain pintaraapaisu stokastisten jarjestelmien analyysiin. Emme esitelleet
erilaisia jonotus- ja palvelukaytantdja (montako asiakasta voidaan palvella kerrallaan, al-
kaako odotusaika alusta siirtyman vireessaolon poistuttua jne.) emmeka muunlaisia ajas-
tettuja siirtymia kuin negatiivista eksponentiaalijakaumaa noudattavia.

Tunnuslukuja voidaan saada simuloimalla jarjestelmaa riittavan kauan vaikkapa MCMC-
menetelmallda (Monte Carlo Markov Chain). Simulointi on monesti ainoa vaihtoehto, jos
jarjestelmassa on monenlaisia jakaumia noudattavia siirtymia tai silla on hyvin monia saa-
vutettavia tiloja.
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Lisatietoja

1. Gianfranco Balbo: An Introduction to Generalized Stochastic Petri Nets, pages 217—
266 in Petri Nets 2000: Introductory Tutorial (http://www.daimi.au.dk/PetriNets/
introductions/pn2000 _introtut.pdf )

2. Mat-2.111 Stokastiset prosessit (3 ov)

3. S-38.143 Jonoteoria (3 ov) L
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