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Rakenteellinen analyysi ja saavutettavuusanalyysi: vertailua

Saavutettavuusanalyysi on melko helppo toteuttaa mille tahansa laskentajarjestelmalle.
Kaytanndssa sen sovellettavuutta rajoittaa saavutettavien tilojen suuri maara. Saavutet-
tavuusanalyysi tehdaan jostakin ennalta maaratysta alkutilasta.

Rakenteellinen analyysi mahdollistaa joidenkin asioiden todistamisen suoraan mallin ra-
kenteen perusteella. Analyysin tulokset voivat patea usealle eri alkutilalle eli saman mallin
eri ilmentymille. Jos ohjelmointikielen kdantdja valittaa kayttamattomasta muuttujasta tai
aliohjelmasta, ne ovat turhia, syoétettiinpa ohjelmalle mita tahansa.

Tama luento keskittyy paikka—siirtyma-jarjestelmiin, joiden rakenteellinen analyysi perus-
tuu verkon matriisimuotoiseen esitykseen.
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Insidenssimatriisi

Paikka—siirtyma-verkko (S T,F,W) voidaan muuntaa sita esittavéksi insidenssimatriisik-

si A: T x S— Z. Matriisin rivit € T kuvaa siirtyman t laukeamisen vaikutusta verkon
merkintaan: A(s,t) =W((t,s)) —W((s,1)).

PL P2 P3s P4 Pp Py P Py

Ph -1 1 0 0 1 -1 0 0\ &

P1 P3 _ 1 -1 O O 0 O -1 1 t2

@ A 0 o -1 1 -1 1 0 0 ts

t Pp t 0O 0 1 -1 0 0 1 -1/ ¢t
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. Ohessa on eras verkko ja sitd vastaava insi-

nssimatriisi. Koska minkaan siirtyman I-

P2 (o) P4 denss .at s oska aan siirtyman ja pa

o, kan valilla ei ole seka syotto- etta lahtbkaarta,

to O) ts kaaripainot eivat kumoa toisiaan vaan nakyvat
/ N sellaisenaan matriisin alkioina.
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| aukeamissaantd® matriiseilla

/-3

Lasketaanpa nyt matriiseilla, mita tapahtuu, kun siirtymat tq, {4 ja t5 laukeavat kerran

esimerkkijarjestelmamme alkumerkinnasta Mg = (1 010 0 1 0 1T lahtien. Merkitaan

laukeamismaéaria vaakavektorilla u= (1 0 1 1) ja lasketaan M = M0+ATu.
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Insidenssimatriisi ja kaksisuuntaiset kaaret

Insidenssimatriisi ei kykene esittdmaan paikan ja siirtyman valisia kaksisuuntaisia kaaria.
Jos esimerkkiverkkoomme lisatdan kaksisuuntainen kaari siirtyman tq ja paikan pg va-
lille, jarjestelman alkumerkinnasta tulee lukkiumatila. Insidenssimatriisiin naiden kaarten
lisdaminen ei kuitenkaan vaikuta.

Jos verkossa on kaksisuuntaisia kaaria, sen todellinen kayttaytyminen (saavutettava tila-
avaruus eli saavutettavuusgraafi) voikin olla vain osa insidenssimatriisista paateltavissa
olevasta kayttaytymisesta.
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Paikkainvariantit (S-invariantit) (1/3)

Lineaarisen yhtaléryhman Ay = O ratkaisut y ovat paikkainvariantteja. Esimerkki jatkuu:

(%)

1 1 0 0 1 -1 0 O Va 0
1 -1 0 0 0 0 -1 1 vo | [ O
o 0 -1 1 -1 1 0 O yvs | | O
O 0 1 -1 0 0 1 -1/ 0

y7
\ Y5/
On helppo nahda, etta Yo = VY1, Y4 = VY3, Y6 = Y5 Ja Yg = Y7 ovat ratkaisuja. Esimerkiksi
y=(y1y100000 QT ratkaisee yhtalon. Poistetaan ratkenneet matriisin sarakkeet:

-y1+ys = 0  —-y3—-y5 = O
yi—-y7 = 0 y3+y7 = 0
Saadaan viela yksi ratkaisu: ys = y7 =y = —ygeliy=(y; 0 —y; 0y; 0y; 0)".
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Paikkainvariantit (S-invariantit) (2/3)

Esimerkkimme kuhunkin ratkaisuun jai vapaa kerroin. Sellaiset on tapana jattaa pois, kos-
ka invarianttien lineaarikombinaatiot ovat invariantteja. Jos y on paikkainvariantti, kaikissa
alkumerkinnasta Mg saavutettavissa merkinngissa M patee M Ty = I\/Ig y. Esitetdén inva-
riantit havainnollisemmin muodossa MTy:

M(p1) +M(p2) (1)
M(p3) +M(pa) (2)
M(pp) + M(py) (3)
M(pv) +M(py) (4)
M(p1) —M(p3) +M(pp) +M(pv) (5)

Invariantin (5) negatiivisesta termista voidaan hankkiutua eroon lisaamalla siihen (2):
M(p1) +M(psa) +M(pp) +M(pv). Kuvan mukaisessa alkumerkinnéssé lauseke saa ar-
von 1. Siispa aina tasmalleen yhdessa paikassa p1, P4, Pp tai py on merkki.
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Paikkainvariantit (S-invariantit) (3/3)

Paikkainvariantit esittavat verkon paikkojen valisid suhteita painotettuina summalausek-
keina. Niiden avulla voidaan todistaa joitakin turvallisuusominaisuuksia, kuten etta merk-
kien lukumaara on rajoitettu. Paikkainvariantteja voidaan myds kayttda apuna monimut-
kaisemmissa todistuksissa.

Saavutettavuusanalyysissakin paikkainvarianteista voi olla apua. Jos paikan merkinnan
esittidmiseen kaytetaan tavallisesti n bittida, edella kuvatun verkon merkinnan esittamiseen
tarvitaan 8n bittid. Verkon neljasta ensimmaisesta invariantista voidaan kuitenkin paatella,
etta paikat po, pa, Py ja ps ovat paikkojen pP1, P3, Pp Ja Pv komplementtipaikkoja, joten
niiden merkintaa ei tarvitse tallentaa. Jaljelle jaavien paikkojen merkinnan esittdmiseen
kuluisi 4n bittia, ellemme viela huomaisi, ettd M(p1) +M(p4) +M(pp) + M(pv) = 1.
Taman havainnon perusteella verkon merkinta voidaan esittaa 2 bitilla.
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Siirtymainvariantit (T -invariantit) (1/2)

Siirtymainvariantit X ovat yhtalon ATx=0 ratkaisuja. Ne ilmaisevat silmukoita. Esimerkki:

(-1 1 0 0) (0
1 -1 0 O 0
0 O -1 1 X1
0 o) 1 -1 X2
1 0 -1 O X3
-1 0 1 O X4
O -1 0 1 o)
\0 1 0 -1 \ 0/
Nayttaa siltd, ettd X1 = X9, X1 = X3, X3 = X4 Ja X9 = X4. Mikdan néista ei kuitenkaan
yksinaan ratkaise yhtaloa: esimerkiksi AT (11007 =(00001—1 —1 1). Ainoa ratkaisu
on siis X = (X1 X1 X1 X1). Toisin sanoen tdmén verkon merkinta pysyy samana, jos kukin
siirtyma laukeaa yhta monta kertaa.

o o oo
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Siirtymainvariantit (T -invariantit) (2/2)
Pr P2 P33 P4 Ps

f 2 P4 A (711 0 0 0\t
Ps tg 0 -1 0 1 -1]|t

A=l 0 -1 1 0 0| t
PL& | O s

1 0 0 -1 1 ta
t] P2 t3 P3 \ 1 O—100)t5

Monisuoritinjarjestelmaa kuvaava insidenssimatriisi ei esita siirtymien t3 ja tg kaikkia lau-
keamisehtoja, silla niihin liittyy kaksisuuntaisia kaaria. Paikkainvarianttiyhtalén Ay = O rat-
kaisutovaty; =Yyo=y3=Ya—VYseliy=(1111 QTjay: (0001 ])T.

Siirtymainvarianttiyntalon ATx = 0 ratkaisu on X1 =Xo+X3, Xg =Xy jaXg=Xzell X=
(110107 taix=(10101T. Verkon silmukat ovat siis t1,t>,ts ja ty,t3,ts.

Siirtymainvarianttienkin lineaarikombinaatiot ovat invariantteja. Esimerkiksi siirtyman t4q
laukaiseminen kuudesti ja muiden kolmastielix= (633 3 3T pitd& merkinn&n ennallaan.
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Y hteenveto

Rakenteellisella analyysilla voidaan todistaa jarjestelmasta asioita ilman, ettd tutkitaan
jarjestelman dynaamista kayttaytymista.

Paikka—siirtyma-verkkojen rakenteellinen analyysi perustuu niista johdettuihin insidenssi-
matriiseihin A(s,t) = W((t,s)) —W((s,t)) ja yhtaléryhmien Ay = 0 tai ATx = O ratkaisui-
hin. Paikkainvariantit ovat ratkaisuja Yy ja siirtymainvariantit ratkaisuja X. Ne ovat invariant-
teja (muuttumattomia) mille tahansa jarjestelman alkumerkinnalle.

Invarianteilla voidaan tarkastaa, etta malli on tehty oikein. Esimerkiksi, jos verkossa on
tarkoitus olla silmukka, sita vastaavan vektorin X on toteutettava yhtalo ATx=0.
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