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1. Tehd&dan ensiksi verkon insidenssimatriisi A:

-1 1 0 0 0 0 O
o 0 o0 -1 1 0 0
A o -1 1 0 0 0 -1
o 0 o0 0 -1 1 -1
1 0 -1 0 0 0 1
o o0 o 1 0 -1 1

Matriisissa sarakkeet kuvaavat paikkoja, jarjestys on j1, 01, k1, j2, 09, ko, p. Rivit
kuvaavat transitioita, jarjestys on vy, vo, ay, as,ly, lo.

Tehtavéna on osoittaa, etté paikoissa k1 ja ko ei koskaan ole yhtédaikaa merkkié.
Jos paikkojen ki, k2 ja p merkintd on invariantti, eli M (ky)+ M (k2)+ M (p) =
k, niin M (ki) + M(ke) < k. Taytyy siis osoittaa, ettd A -1 = 0. ¢ on
paikkainvarianttiin kuuluvia paikkoja kuvaava vektori.

-1 1 0 0 0 0 O 8 0
o o0 o0 -1 1 0 O 1 0
o -1..1 0 0 0 -1 0| = 0
o 0 o0 0 -1 1 -1 0 0
1 0 -1 0 0 0 1 1 0
o o0 o0 1 0 -1 1 1 0

Laskemalla matriisikertolasku, huomataan, ettd tulokseksi tulee todellakin
nollavektori. Nyt k voidaan laskea seuraavasti: M - ¢ = k. Suorittamalla
lasku saadaan

k=(1001001)-(0010011)" =1

mistd seuraa, ettd M (ki) + M (k2) < 1, eli paikoissa k; ja ks voi olla yhteensi
enintdan 1 merkki.

Yleisesti paikkainvariantit voidaan laskea ratkaisemalla yhtéloryhméa A-y = 0.
Ratkaisusta voidaan muodostaa kantavektorit paikkainvarianteille, ts. vek-
torit, joiden lineaarikombinaatioista voidaan muodostaa kaikki verkon invari-
antit.

Tehtavén verkosta saadaan yhtaloryhmén ratkaisuksi

Y1 —Ys
Y1 — Y3
hn
Y2 — Y3
Y2 — Y3
Y2
Ys

Keskindisen poissulkevuuden osoittava invariantti saadaan nyt asettamalla
Y1 = Y2 = ¥, jolloin vektori siistiytyy muotoon (00 y; 00 y; 1)



Muut ratkaisut saadaan sijoittamalla y, = y3 = 0 tai y; = y3 = 0, jolloin
saadaan vektoreiksi (1 11000 0)7 ja (000111 0)7. Nimi 3 vekto-
ria muodostavat insidenssimatriisin A ytimen, ja niistd voidaan muodostaa
lineaarikombinaatioilla kaikki verkon invariantit.

. Pelkéstddan paikkainvarianttimenetelmalld ei pysty todistamaan keskindisté
poissulkevuutta, koska algoritmi hyodyntéaé silmukoita. Silmukat eivét ndy
insidenssimatriisissa, siispé niitd ei voi kuvata invarianteilla. Kaikkien sil-
mukoiden poistaminen tuhoaisi mutex-ominaisuuden, mutta jattaisi paikkain-
variantit voimaan. Ratkaisu mutex-ongelmaan l6ytyy parantamalla invari-
anttimenetelméé ansan (engl. trap) késitteelld, joka on mééritelty tehtavépa-
perissa.

Keskindinen poissulkevuus voidaan ilmaista epayhtalolla M (k) + M(l) < 1.
Epéayhtélon paikkansapitdvyyden todistamiseen tarvitaan kahta invarianttia:
M)+ M) =1 ja M(k)+ M(K') = 1. On kohtuullisen helppoa nihda
verkosta, ettd em. yhtélot voisivat olla invariantteja. Tarkastetaan kuitenkin
vield asia:

-1 1 0 0 o0 0 0 O
o -1 1 -1 0 0 0 O
A 1P 0 -1 1 0 0 0 O
o o0 o0 o0 -1 1 0 O
o o0 o o o0 -1 1 -1

o 0 o o0 1 0 -1 1
Matriisissa paikkojen jarjestys on ji, o, k, k', 7;, 01,1, 1" ja siirtymien jarjestys
on hy, ak,lk, hy,al,ll. Nyt A-(00110000)7=0jaA-(00000011)T =0,
joten yhtéalot M (1) + M(I') ja M (k) + M (k') ovat invariantteja. Myoskin

(10011001)-(00110000)" =1
ja

(10011001)-(00000011)" =1
joten M (1) + M(l') =1 ja M(k)+ M(K') = 1.

Invarianttien lisdksi tarvitaan myos ansaepayhtilod. Arvataan, ettd P =
{U', '} voisi olla ansa. Tarkastetaan: P* = {ak,al} ja *P = {ak,lk,al,ll}.
Nyt P* C *P, joten P on ansa, ja vieldpa alustettu, silld My(I") = My(k') = 1.
Voidaan siis kiyttad ansaepayhtaloa M (I') + M (k') > 1.

Nyt on kasassa kaksi yhtaloa ja yksi epayhtélo:
MU'y + M(K) 1

M)+ M) = 1
M)+ MFE) = 1

IV

Laskemalla yhtélot yhteen ja vihentamaélld niista epayhtilo saadaan
M)+ MUY+ M) +ME)—-MI)—ME)<1+1-1

ja sieventamalla

M)+ M(k) <1

miké todistaa keskindisen poissulkevuuden.



