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Harjoitustehtivit

Graafien peruskisitteiti

* 1. Muodosta allaolevalle Petersenin graafille naapuruus- ja insidenssimatrii-
sit.

** 2. Petersenin graafi on ns. (3, 5)-hikki (cage). Yleisesti (k,n)-hikki on sol-
mujen médriltidn pienin graafi, jonka kaikkien solmujen asteluku on % ja
jonka lyhimmiin syklin pituus on n. (a k-regular graph of girth n)

Todista, etti (k, 5)-hikissid on oltava vihintiin &2 + 1 solmua

Leksikografinen jirjestys k-osajoukoille

*3. (a) Madriti leksikografisessa jirjestyksessd 100. joukon {1,2,...,10}
3-osajoukko.
(b) Méiritd osajoukon {3, 5, 7} Ieksikografinen rank joukon {1, 2,...,10}
3-osajoukkojen joukossa.
** 4. (a) Olkoon S = {2,3,5,7,11,13}. Miki on osajoukon {3, 7,13} sijalu-
ku joukon S kolmialkioisten osajoukkojen lex-jirjestyksessi?
(b) Osoita, ettd unrankex(rankiex ({3, 7,13})) = {3, 7,13}

Minimimuutosjirjestys osajoukoille

*5. (a) Midritd koodisanan 00101011 rank peilatussa Gray-koodissa (binary
reflected Gray code) G8.

(b) Mariti jdrjestyksessd 50. peilatun Gray-koodin G® koodisana.
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*6. Olkoon d > 2 kokonaisluku ja V := {0,1}, ts. V koostuu 0 — 1 jonoista
joiden pituus on d. Méiritelldéin suuntaamaton kaarijoukko & siten, ettd
solmujen z,y € V vililld on kaari jos z ja y poikkeavat toisistaan tismilleen
yhdessi koordinaatissa. Miéritd graafin (V, €)

(a) solmujen asteluku,
(b) lyhimmin syklin pituus (girth) ja
(c) pisimmin syklin pituus (circumference).
“*%7. Olkoon 1 < k < n. Poistetaan peilatusta biniiri-Gray-koodista (binary
reflected Gray code) G™ kaikki koodisanat joiden Hamming-paino ei ole k.

Osoita, etti jiljelle jadvit koodisanat muodostavat n-joukon k-osajoukkojen
minimimuutosjirjestyksen.

Rank- ja unrank-funktion méérittiminen

** 8. Maidrittele leksikografiset (= “puhelinluettelojirjestys”) rank- ja unrank-
funktiot muotoa
X1X2X3-Y1YY3

oleville auton rekisterikilville, missi X;, X5, X5 € {A,B,C,D,...,Z} ja
Y1,Y2,Ys €{0,1,2,...,9}. Miki on rekisterikilven I0I-010 rank?

Permutaation sykli- ja listaesitykset

*9. (a) Esitd permutaatio m = [2,4,6,7,5,3,1] pistevieraiden syklien tulo-
na.

(b) Esitd permutaatio my = (1,5, 6)(2, 4, 3)(7) listana.
(c) Mairiti kidinteispermutaatiot 7 ' ja 5 .
(d) Méiritd tulot 7o ja mom.

*10. Oletetaan, etti p,q,7r1,...,7k S1,...,5, missd k,I > 0, ovat toisistaan
poikkeavia alkioita. Sievenni seuraavat syklien tuloina annetut permutaa-
tiot pistevieraiden syklien tuloiksi:

@) (@71 Th G5 51, 81)
(b) (@) (p.ry, i), 515 81)
**11. Permutaatio 7 on parillinen jos se voidaan esittii parillisen méirin trans-

positioita tulona. Vastaavasti 7 on pariton jos se voidaan esittid parittoman
miirin transpositioita tulona.

Osoita, ettii jokainen permutaatio on joko pariton tai parillinen.
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*12. (a) Olkoon r > 1. Esitd r-sykli (1,2, ..., r) transpositioiden tulona.

(b) Edellisen perusteella esitd permutaatio 2,4, 6,7,5, 3, 1] transpositioi-
den tulona. Onko permutaatio parillinen vai pariton?

Permutaatioiden rank ja seuraajan miirittiminen

*13. Médritd permutaation [2,4, 6,7, 5,3, 1] rank ja seuraaja seki leksikografi-
sessa etti Trotter-Johnson -jirjestyksessi.

Osituksia

* 14. Madriti osituksen 14+ 3 + 4 + 6 + 6 + 8 rsf-lex rank ja seuraaja.

**15. Kuinka monella tavalla 20 henkil6i voidaan jakaa viiteen ryhmiin, jos vaa-
ditaan, ettd mitkiin kaksi ryhmii eivit ole saman kokoisia. (Huomaa, etti
ryhmi voi olla myds tyhji.)

Pfiiferin listaesitys

*16. (a) Anna alla olevan nimetyn puun Priiferin listaesitys.

7

2 3
6

5 4
1

(b) Minkd nimetyn puun Priiferin listaesitys on [5, 5, 4, 3, 2]?

Catalanin perhe
***17. Neljin termin tulo abed voidaan ryhmitelld kahden termin tuloiksi viidelld
erilaisella tavalla:

((ab)e)d, (a(be))d, a((be)d), a(blcd)), (ab)(cd).

Yleisessi tapauksessa tulossa on n + 1 termii. Esitd bijektio erilaisten kah-
den termin tuloiksi ryhmittelyjen ja Catalanin perheen C,, vilille. (Vihje:
jokainen ryhmittely voidaan esittid bindédripuuna, jonka lehdet koostuvat
tulon termeisti.)
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Periytymishaku

*18. Kuvaile perdytymishakualgoritmit seuraaville ongelmille:

(a) FEtsi kaikki tavat asettaa n kuningatarta n x n-shakkilaudalle siten, et-
teivit kuningattaret uhkaa toisiaan.

(b
(c

=

Etsi graafin G solmujen k-viritykset.

N

Ttseddn vilttivi kively (self-avoiding walk) ldhtee origosta ja ottaa as-
kelia, joista jokainen on pituudeltaan 1. Kukin askel suuntautuu yls,
alas, vasemmalle tai oikealle ja missiiéin tason pisteessi ei kiydid kah-
desti. Eitsi kaikki itsedidn vilttivit kivelyt, joiden pituus on n.

e

Steinerin kolmikkosysteemi STS(n) on pari (P, B), missd P on n-
alkioinen joukko ja B on n(n — 1)/6:n P:n 3-osajoukon (=kolmi-
kon) joukko, missi jokainen pistepari kuuluu tismilleen yhteen kol-
mikkoon. Steinerin kolmikkosysteemi on olemassa, vain jos n = 1
mod 6 tai n = 3 mod 6. Etsi kaikki Steinerin kolmikkosysteemit
STS(n).
“** (e) Etsi n x n miinaharavapelin (minesweeper) annetusta peliasemasta
ruudut

i. joissa ei varmasti ole miinaa; ja

il. joissa on varmasti miina.

(Miinojen lukumiiri oletetaan tuntemattomaksi.)

**19. Latinalainen nelié on n x n-taulukko, jonka jokaisessa rivissii ja sarakkeessa
kukin luvuista 1, . . ., n esiintyy tasan kerran. Latinalaista nelioti kutsutaan
redusoiduksi latinalaiseksi nelioksi, jos sen ensimmiisen rivin ja ensimmiéi-
sen sarakkeen alkiot esiintyvit jirjestyksessi 1,2, ..., n. Kirjoita ohjelma,
joka laskee periiytymishaulla redusoitujen n x n latinalaisten neligiden lu-
kumirin.

Graafin virityksisti

** 20. Miritellddn graafin G kromaattinen luku
X(G) = min{k | G:lla on solmujen k-viiritys}
ja klikkiluku
w(G) = max{k | G:ssi on k:n kokoinen klikki}.

Kirjan lemman 4.4 mukaan w(G) < x(G). Osoita, etti epiyhtilo voi olla
myds aito: etsi graafi, jolle w(G) < x(G).
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EE

21. Olkoon annettuna graafi G ja sen solmuille jokin jdrjestys. Ahne graafin-
viiritysalgoritmi virittdd graafin solmu kerrallaan pienimmasti suurimpaan
siten, ettd kulloinkin viritettivin solmun viriksi valitaan pienin viri (ole-
tetaan virit jirjestetyiksi), joka el esiinny viritettidvin solmun jo viritetyissd
naapureissa.

(a) FEsitd ddreton perhe graafeja, joiden solmut on jirjestetty siten, ettd
ahne viritysalgoritmi ei tuota optimaalista viritystd. (Viritys on opti-
maalinen jos virien lukumiiri on x(G).)

(b) Onko kaikille graafeille olemassa sellainen solmujen jdrjestys, ettd ah-
ne algoritmi tuottaa optimaalisen viirityksen?

Kustannusfunktio, naapuristo

*22. Esitd jokin mielekis kustannusfunktio ja naapuristo seuraaville vaikeille
kombinatorisille optimointiongelmille.
(a) Symmetrinen kauppamatkustajan ongelma.
(b) Graafin viiritys n virilli siten, etti naapurisolmuilla on eri viri.

(c) Graafin ositus: Jaa graafin solmut, joita on parillinen miiri, kahteen
yhtisuureen osaan siten, etti osien vilisten kaarien méérd on mahdol-
lisimman pieni.

(d) Lukujen ositus: jaa joukko A = {ay,as, ..., a,} kahteen osaan A; ja
Agsiten,etti Ay UAy = A, AiN Ay =01ja

Sa-Ya

acAy a€A;

**23. Etsi graafi, ja sille kilypi ositus [X1, Xo] (|X1] = |X2|), joka on lokaali
optimi (kun naapuristona on yhden solmun vaihtaminen Xj:sti Xs:teen
ja pdinvastoin), mutta joka ei ole globaali optimi (parempi kiypi ratkaisu
16ytyy vaihtamalla kaksi solmua X:sti Xo:teen).

Simuloitu jadhdytys
“* 24. Esitd simuloitua jddhdytysti kiyttivi algoritmi maksimiklikki ongelmalle.

Periytyviin haun tehostaminen

25, Jatkoa tehtividn 18(e). Etsi keinoja tehostaa periytyvid hakua miinahara-
vapelin konsistenttien joukkojen méirittimiseen.
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Konfiguraatiograafeja

Tutkitaan paikallisen haun naapurustojen méirddamii graafeja. Konfiguraatio-
graafin solmuina ovat kaikki hakuavaruuden X alkiot, ja kahden solmun vililld
on kaari jos ja vain jos solmut kuuluvat toistensa naapurustoon. (Oletetaan naa-
purusto N : X — 2% symmetriseksi, ts. kaikilla z,y € X pitee = € N(y) jos ja
vain jos y € N(z).)

“* 26. Esitd mielekds konfiguraatiograafi seuraaville ongelmille:

(a

Eksakti peitto: etsi annetusta kokoelmasta perusjoukon osajoukkoja
sellainen kokoelma osajoukkoja, jossa jokainen perusjoukon piste esiin-
tyy tdsmalldian yhdessi osajoukossa.

<

Graafin solmujen viritys enintién k:lla virilld.

—
o
-~

Kauppamatkustajan ongelma (transpositionaapurustolla).

e

Graafin ositus: Jaa graafin solmut, joita on parillinen méiri, kahteen
yhtisuureen osaan siten, etti osien vilisten kaarien méérd on mahdol-
lisimman pieni/suuri.

(e

*#* 27. Paikallisen haun kannalta mielenkiintoisia konfiguraatiograafin ominaisuuk-
sia ovat mm.

N

Etsi k-klikki annetusta graafista.

(a) solmujen lukumairi (order)

(b

=

solmun naapurisolmujen lukumiiri (vertex degree)

—
o
~

onko graafi kytketty (connected), eli onko jokaisesta solmusta polku
kaikkiin muihin solmuihin

—_— =
¢ o,
— =

lyhimmiin syklin pituus (girth)

pisimmiin syklin pituus (circumference)

S

graafin halkaisija (diameter), eli pisimmin kahta solmua yhdistivin
lyhimmin polun pituus.

Méiritd ndmé ominaisuudet edellisen tehtivin konfiguraatiograafeille.
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Tabuhaku

** 28. Esitd joitakin sopivia tabuehtoja seuraavien tehtivissid 22 esiteltyjen opti-
mointitehtdvien kanssa kiytettdviksi (naapuristo ja kohdefunktio kuin teh-
tavissd 22).

(a) Symmetrinen kauppamatkustajan ongelma.
(b) Graafin viritys n virilld siten, ettd naapurisolmuilla on eri viri.

(c) Graafin ositus: Jaa graafin solmut, joita on parillinen miri, kahteen
yhtisuureen osaan siten, etti osien vilisten kaarien mééird on mahdol-
lisimman pieni.

(d) Lukujen ositus: jaa joukko A = {aj,as ..., a,} kahteen osaan A; ja
Agsiten, etti Ay UAy = A, AyN Ay =01ja

Ryhmisti

*29. Olkoon G ei-tyhjd joukko ja (g1, g2) — g1 - g2 ehdot (a)—(c) téyttivd kuvaus
joukolta G x G joukolle G.

(a) kaikilla g1, g2, g3 € G pétee (g1 g2) - g5 = g1 (92 93)-
(b) on olemassa alkio 1 € G, jolle piitee g - 1 = g kaikillag € G.

1

(c) kaikilla g € G on olemassa alkio g™' € G, jolleg™! - g = 1.

Osoita, etti alkio 1 € G ei tilloin ole vilttimitti yksikisitteinen.

Enti jos (b) korvataan ehdolla “on olemassa alkio 1 € G, jolle pitee 1- g =
g kaikillag € G”?

**30. Olkoon G direllinen ryhmi, H ryhmin G aliryhmi, ja K ryhmin H ali-
ryhmi. Olkoon {g¢1, ..., g,} ryhmin H vasen transversaali ryhmin G suh-
teen, ja olkoon {hy, ..., hy,} ryhmin K vasen transversaali ryhmén H suh-
teen. Osoita, etti mielivaltainen ¢ € G voidaan aina esittidi muodossa
g=gi-hj-k,missike Kjal<i<n,1<j<m.
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Schreier-Sims-esitys

**31. Tutkitaan joukon {0,1,.. ., 9} permutaatioryhmii G, jonka Schreier-Sims-
esitys on

missi # =1ja

Uy, = {I}, Us ,: {1, (3,6) (4,7) (5,8)}
I/I4:M5 :Z/{(j:Z/I7:Z/{3:Z/I9: {I}

Mitké seuraavista permutaatioista kuuluvat ryhméin G?
(a) a=(0,1,2,3,4,5,6)
(b) 5=(0,1,2,3,4)(5,6,7,8,9)
(¢) v=(0,3,5,8,7)(1,9,2,6,4)

Miki on ryhmin G koko?

Permutaatioiden, ositusten ja viritysten lukumérii

**32. Kuinka monella toisistaan poikkeavalla tavalla voidaan numeroida kuution
kuusi sivutahkoa, kun jokaiselle tahkolle annetaan oma numero? (Kuutio
oletetaan tiysin symmetriseksi, ja numeroiden asennolla sivutahkossa ei ole
merkitysti.) Entipd dodekaedrin 12 sivatahkoa?

** 33, Kuinka monella tavalla 19-joukko voidaan osittaa yhteen 4-alkioiseen osa-
joukkoon, ja kolmeen 5-alkioiseen osajoukkoon? Yksi tillainen ositus on
esimerkiksi

{{1,2,3,4,5},{6,7,8,9,10}, {11,12,13,14, 15}, {16, 17, 18,19} }..
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e

34. Nelio jaetaan 9 pikkunelioon, joista osa viritetddn mustiksi. Kaksi viritysti
samaistetaan, jos toinen saadaan ensimmiisestd kiertimailld ja/tai peilaa-
malla koko nelioti.

0 1 2
3 4 5
6 7 8

(a) Kuinka monella eri tavalla voidaan virittdd 5 pikkunelioti?

(b) Anna kaikki kahdeksan erilaista 2 pikkunelion viritysti.
Radat, stabiloijat

**35. Olkoon G oheinen graafi.

Miiritd osajoukkojen {0, 7} ja {0, 1, 2, 3} radat ja stabiloija-aliryhmiit ryh-
min Aut(G) suhteen. Méiriti lisiksi molempien stabiloija-aliryhmien jo-
kin vasen transversaali ryhmin Aut(G) suhteen. (Ryhmin Aut(G) alkiot on
listattu kirjan taulukossa 6.1, ja Schreier-Sims esitys esimerkissi 6.7.)
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Invariantit

*36. Osoita sopivan invariantin avulla, ettd allaolevat graafit eivit ole isomorfisia.

(a)

Ramseyn luku ja tdydellisen graafin viritykset

**37. Ramseyn luku R (k,1) on pienin kokonaisluku n, jolle pitee, ctti kaikissa
n solmun tiydellisen graafin K,, kaarten 2-virityksissi esiintyy vdistimatti
K. ensimmiiselld tai K; toisella virilld. Osoita, ettd R (3,4) > 8, kon-
struoimalla Kg:n kaarten 2-viritys, jossa ei esiinny Ks:a ensimmiiselli eiké
K :i toisella virilli ja jolla on syklinen symmetria.

Sertifikaatit

* 38. Tutki ovatko oheiset puut isomorfisia laskemalla niille sertifikaatit.

N
T

*39. Muunna edellisen tehtiviin tuloksena saatu sertifikaatti takaisin puuksi.
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Osituksen karkein tasasuhtainen hienonnus Harioitustehtéivien vastaukset
“*40. Osita allaolevan graafin solmujoukko solmujen astelukujen mukaan, ja muo- htivi
: ; . : . Tehtivi 1
dosta osituksen karkein tasasuhtainen hienonnus (coarsest equitable refine-
ment). Nimetiéin aluksi Petersenin graafin solmut kuten alla.
3 1
0
5
0
6 1 L
A Ny
Graafien isomorfismi
“** 41, Etsi isomorfismi seuraavien graafien vilille, ja méiritd graafien automorfis- 2 3

miryhmien koko. (Vihje: graafien automorfismiryhmiit ovat transitiivisia'

solmujoukossa. s T
! ) Tillsin naapuruusmatriisiksi saadaan

a

0 0123456789
0{0 1 0011O0O0O0O0
b f 11010001000
1 A 4 2{0 101000100
v 310010100010
‘.' \’ 4100100000 1.
< 5(1000000110
. e 6101000000711
710 01 0010001
2 3 g 80 0OO1TO110O0O0
910 0 001 01 100
(Naapuruusmatriisissa solmua ¢ vastaavalla rivilld on solmua j vastaavassa sarak-
keessa alkio 1 jos solmujen ¢ ja j vililld on kaari graafissa; muussa tapauksessa
kyseinen alkio on 0.)
"Permutaatioryhmi G € Sym({0,1,...,n — 1}) on transitiivinen jos kaikilla z,y €

{0,1,...,n— 1} on olemassa g € G jolle y = g(x).
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Vastaavasti insidenssimatriisiksi saadaan

01 12 23 34 40 05 16 27 38 49 57 58 68 69 79
ofr. 0 0o 0 1 1 0 0 0O O 0O O O 0 O
1f{r 1 0 0 O O 1 O O O O O O 0 O
2(0 1. 1. 0 0 001 0 0 0 0 0 0 O
30 60 1.1. 0 0 001 0 0O O0O O0O 0 O
4]0 0 0110 0 0 O 1 0O O O 0 O°.
5(0 0 0 001 0 0O O O 1T 1 0 0 O
6(o 0 0 0 00 1 0 0 O0O OO0 1T 1 O
70 0 00O O O 1T 0 O0O 1T 0 0 01
§fo 0 0 0 0O 0OOO 1T 0O 0 1 1 0 O
90 0 o0 0 0 O O O O 1 O O O0 1 1

(Insidenssimatriisissa solmua i vastaavalla rivilld on kaarta {j, k} vastaavassa sa-
rakkeessa alkio 1 jos ¢ € {7, k}; muussa tapauksessa kyseinen alkio on 0.)

Huomaa, ettd sekid naapuruus- ettd insidenssimatriisi riippuvat solmujen nimei-
mistavasta.

Liséitehtivii. Alla on toinen esitystapa Petersenin graafille. Etsi tapa nimeti graa-
fin solmut siten, ettd tulokseksi saadaan sama naapuruus/insidenssimatriisi kuin
edelld. (Ratkaisuja on useampia kuin yksi.)

Tehtivi 2

Valitaan graafin solmuista jokin, vo. Koska graafin kaikkien solmujen asteluku on
k, on polkuja, joiden pituus on 1 ja toinen pii vy, kaikkiaan & kappaletta. Polkuja,
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joiden pituus on 2 ja toinen pii vy, on k(k — 1) kappaletta: ensimmiisen kaaren
jilkeen voidaan valita toinen kaari k—1 kaaresta, jotka eivit johda takaisin vg:aan.
Siten polkuja, joiden toinen piitepiste on v ja pituus 1 tai 2, on kaikkiaan k2.
Jos kahdella niisti olisi yhteinen toinen péitepiste vo:n lisiksi, syntyisi sykli, jonka
pituus on korkeintaan 4. Kaikkien &2 polun tulee siis johtaa eri solmuihin. Lisiksi
graafissa on solmu vy, joten graafissa on oltava vihintiin k2 + 1 solmua.

Tehtivi 3 (a)

Kiytetiin hyviksi k-osajoukkojen koleksikografisen ja leksikografisen jirjestyksen
vilistd yhteyttd (kirjan lause 2.4): Olkoon T = {t1,t2,...,t} C {1,2,...,n}
tutkittava k-osajoukko ja 7" &of {n+1—1i:ieT} Tillgin pitee

ranklex(T) + rankcoleX(T/) = (Z) -1

Tehtivissd on annettu n = 10, k = 3 ja rank(7T") = 99, joten

10

rankeolex (1) = (3

)71799:12071799:20.

Kiytetidn kirjan algoritmia 2.10 laskemaan 7" = {#],t},¢3} = unrankgex(20)
kun n = 10 ja k = 3. Tulokseksi saadaan

semoeas () ()- )

th=6+1=T1, th=1+1=2, ty=0+1=1.
Nytsiis 77 = {7,2,1}, joten T = {4, 9, 10}.

joten

Tehtivi 3 (b)

Ratkaistaan tehtivi vastaavalla tempulla kuten edelld: Nyt T = {3,5, 7}, joten
T = {8,6,4}. Koleksikografisen rank-funktion mééritelmistd

o def - t;—1
rankeolex (77) = Z bl i

i=1
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saadaan tapauksessa t| = 8,1, = 6,15 =4

rankeoiex ({8, 6,4}) = (g) + (g) + G’) =35+ 1043 =48,

joten

10

rankex({3,5,7}) = (3) — 1 — rankeoex({8,6,4}) =120 — 1 — 48 = 71.

Tehtivi 4 (a)

Oletetaan joukon S alkiot jdrjestetyksi normaalisti. Tehtivi voidaan ratkaista muun-
tamalla ongelma joukon {1,2,3,4,5,6} vastaavaksi ongelmaksi ja kiyttimiilld
tille joukolle soveltuvaa kirjan algoritmia 2.8, tai kirjan lausetta 2.4 ja algoritmia
2.9. Muunnos voidaan tehdi kuvauksella f : S — {1,2,3,4,5,6}, joka siilyt-
tdd jirjestyksen, ts. kaikilla z,y € S pitee < y jos ja vain jos f(z) < f(y).
Ainoa tillainen kuvaus saadaan asettamalla f(2) = 1, f(3) = 2, f(5) = 3,
f(7) =4, f(11) = 5, f(13) = 6. Kuvauksen f avulla joukko {3,7,13} c S
muuntuu joukoksi f({3,7,13}) = {2,4,6}. (Jirjestyksen siilyvyysominaisuu-
den avulla voidaan osoittaa, etti joukon {2, 4, 6} lex-rank joukon {1,2,3,4,5,6}
3-osajoukkojen joukossa vastaa joukon {3, 7,13} lex-rank’ia S:n 3-osajoukkojen
joukossa.) Miiritetdédn joukon {2, 4,6} lex-rank kirjan lauseen 2.4 ja algoritmin
2.9 (colex-rank) avulla. Lauseen 2.4 mukaan joukon {1,...,n} k-osajoukon T'
lex-rank voidaan maédrittdd k-osajoukon 77 = {n + 1 — 4 : ¢ € T’} colex-rankin
avulla seuraavasti:

ranklex(T) =S (:) -1- rankcolex(T/)'

Nytn=6jak=37T={246}jal’ ={6+1—-26+1—46+1—6} =
{5, 3, 1}. Kirjan algoritmin 2.9 avulla saadaan

5-1 3-1 1-1
rankeores({5,3, 1}) = (3 11— 1)*(3 +1- 2)*(3 1 3> =4+1+0 =5,

joten lauseen 2.4 perusteella,

rankie ({2, 4,6}) = (g) —1-5=20—1-5=14.
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Tehtivi 4 (b)

Tiedetiin siis (a)-kohdan perusteella, ettd rankex ({2, 4,6}) = 14. unrankjex(14)
voidaan laskea joko kiyttien algoritmia 2.8 tai kiyttden lausetta 2.4 ja algoritmia
2.10. Kéytetddn tissd jalkimmaistd tapaa, tilloinr =5, n = 6jak = 3.

Etsitdén ensin suurin z < 6, jolla (3+T_1) on pienempi tai yhtisuuri kuin 7.
I L s 4 _ . 5 -
Timin toteuttaa x = 4, silld (3“71) =4<5)ja (3+‘1’71) = 10 > 5). Niin
saadaan t; = x + 1 = 5. Jatketaan algoritmin suoritusta péivitetylld r = 5 —

(3+117i) = 1, saadut arvot on koottu allaolevaan taulukkoon:

i|7“1se (k+§—i)§r|fl
1[5 4 5
201 2 3
310 0 1

Niin saadaan 77 = {5, 3, 1}, mistd lausetta 2.4 kiiyttien 7' = {2,4,6}. Lopuksi
tehdiiin vield kidnteismuunnos f~1({2,4,6}) = {3, 7, 13} (kiiinteismuunnos on
olemassa, silld funktio f on bijektio). Niin ollen unrankiex(rankiex ({3, 7, 13})) =
{3,7,131.

Tehtivi 5 (a)

Johdetaan aluksi rekursiivinen versio rank-funktiosta peilatulle Gray-koodille G™.
(Ei-rekursiivinen versio on kirjan algoritmi 2.4.) Perustapauksessa n = 1 pitee
selvisti

rank(0) = 0, rank(1) = 1.

Tapauksissa n > 2 piitee koodin G" rekursiivisen mééritelmin perusteella

rank(b,_1 - - by) jos b, = 0;
2" —1 —rank(by—1---b1) josb, =1.

rank(bpbp—1 -+ by) = {
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Koodisanan 00101011 rank saadaan nyt rekursion avulla:

rank(00101011) = rank(0101011)
= rank(101011)
= 63 — rank(01011)
= 63 — rank(1011)
=63 — (15 — rank(011))
=63 — (15 — rank(11))
=63 — (15 — (3 —rank(1)))
=63 — (15— (3-1)))
= 50.

Tehtivi 5 (b)

Olkoon koodiin G" kuuluvan koodisanan b,,b,,_1 - - - b; rank r,,. Nyt unrank voi-
daan tehdi tarkastelemalla rekursiivisesti kumpaan G™:n puoliskoon (0-alkuiset
koodisanat / 1-alkuiset koodisanat) koodisana kuuluu:

b 0 josr, <2"°% Tn jos r, < 2"L;
= . Tn-1 = .
" 1 josr, >2" 1 " 2" —1—7r, josm,>2"L

Tehtivissd on annettu rg = 49. Edellistd soveltamalla saadaan

nlr, 2°' b,
8149 128 0
7149 64 0
6149 32 1
5(14 16 0.
414 8 1
31 4 0
20 1 2 0

1 11

1
Joten unrank(49) = 00101001. (Vaihtoehtoisesti tehtivi voidaan ratkaista kirjan
algoritmilla 2.5.)

Tehtivi 6

Graaf (V, E) on ns. d-ulotteinen (hyper)kuutio. Olkoon z = (21,...,24) €
{0, 1} jokin graafin solmu. Solmulla on d naapurisolmua, koska solmuja joiden
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koordinaatit poikkeavat 2:n koordinaateista tismélleen yhdessi koordinaatissa on
selvisti d kappaletta.

Lyhimmin syklin pituus on 4: solmut (0,0, ys, ..., v4), (0,1,y3,...,%q),
(1,1,ys3,...,ya), (1,0,9s,...,yqs) muodostavat syklin jonka pituus on 4, ja toi-
saalta graafi ei voi sisiltid kolmiota, koska tillin jonkin solmun y naapureihin
sisiltyisi kaksi solmua, jotka poikkeavat toisistaan vain yhdessi koordinaatissa. Té-
mi on mahdotonta, koska tilléin solmun y tulisi olla sama kuin jompi kumpi
em. naapureista.

Pisimmiin syklin pituus on 2% ts. sykli koostuu kaikista graafin solmuista. Ta-
pauksessa d = 2 sykli on ilmeinen 00,01, 11, 10. Oletetaan, ettd jokin tapauk-
sen d sykli on v, vo, 3, . . ., Ve, Sykli voidaan jatkaa (d 4+ 1)-ulotteisen kuution
sykliksi Ovy, Ova, . . ., Oga, 1Wga, 10a_y, 1sga_y, . . ., lvy. Niin esimerkiksi tapauk-
sen d = 3 sykliksi tulisi em. syklid 00, 01, 11, 10 jatkamalla 000, 001, 011, 010,
110, 111, 101, 100,

Tehtivi 7

Merkitiin n-mittaisten peilatun biniéri-Gray-koodin koodisanojen jonoa G™:1l4,
ja vastaavaa kidnteisessi jirjestyksessi listattua jonoa Gm:11i. Nyt (n+41)-mittaisista
koodisanoista koostuvaa peilattua bindiri-Gray-koodia voidaan merkiti G"*! =
(0G™, 1G").

Koska G™ koostuu kaikista 2™ biniérikoodisanasta joiden pituus on n, on selvii,
etti G sisiltidd myds kaikki ne () bindarikoodisanaa, joiden pituus on n ja joissa
on tismilleen & ykkosbittid, ts., joiden Hamming-paino on k. Merkitdidn jonon

G" alijonoa, joka koostuu k-painoisista koodisanoista, GJ:1la.

Jono G} = (z1,...,z n)) on k-osajoukkojen minimimuutosjirjestys jos jonon
k

perikkiisten koodisanojen vilinen Hamming-etiisyys (niiden koordinaattien lu-

kumiiri, jossa koodisanat poikkeavat toisistaan) on aina 2, ts. dy(z;, 2;11) = 2

kaikilla j = 1,..., (k) —1.

Viite. Olkoon n > 1. Tillgin kaikilla 1 < & < n jono G} on n-joukon k-

osajoukkojen minimimuutosjirjestys.

Todistus. Tapauksissa k = n viite on selvisti tosi, koska G7 on vain yksi koodisana.
Tapauksessa k = 1 jono G7 koostuu koodisanoista
(10---0,010---0,0010---0,...,0---01) (ei tissi jdrjestyksessi), joita on n kpl.
On selvi, ettd minki tahansa kahden titd muotoa olevan koodisanan Hamming-
etiisyys on 2.
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Jatketaan induktiolla n:n suhteen. Tapaukset n = 1,2 on Kkisitelty edellisten
erikoistapauksien nojalla ja muodostavat siten induktion perustapauksen. Ole-
tetaan, etti viiite pitee tapauksessa n ja kaikilla 1 < k& < n. Tarkastellaan jonoa
G"*! ja valitaan jokin k, (2 < k < n). (Tapaukset & = 1ja k = n + 1 ovat
tosia aikaisemman perusteella.) Jonon G™* miiritelmidn G**! = (0G™, 1G") pe-
rusteella sen kaikkien k-painoisten koodisanojen alijono G} = (1, . .. 7-/1/‘(71#]))
k
voidaan jakaa perikkiisiin alijonoihin (21,...,2mn) ja (Tmi1, .. ,:v(nﬂ)) siten,
k
ettd jonossa (z1,...,2,,) ovat kaikki sellaiset koodisanat, joiden ensimmiinen
koordinaatti on 0 ja jilkimmaiisessi jonossa kaikki sellaiset koodisanat joiden en-
simmiinen koordinaatti on 1. Jono (z1,...,2,,) on siis jonon 0G™ alijono, jo-
ka koostuu k-painoisista koodisanoista, ja (21, .- ., x<n+1)) jonon 1G” alijono,
k
joka koostuu koodisanoista, joiden n:n viimeisen koordinaatin paino on k — 1.
Niin ollen on oltava (z1,...,z,) = 0G} ja (i1, .- .,x(n:l)) = 1G}_,, mis-

si Gp_, tarkoittaa jonoa G, kiinteisessi jirjestyksessi. Induktio-oletuksen pe-
rusteella saadaan siis dg(z;,2j41) = 2 kaikilla j = 1,...,m — 1 ja toisaalta
dy(xj41, %) = dy(xj, xj41) = 2kaikillaj=m+1,..., ("Zl) — 1. Jiljelle jaa
tapaus j = m. Koska x,,, on jonon 0G} viimeinen koodisana ja toisaalta 2,1 on
jonon 1G}_, viimeinen koodisana, tapauksessa j = m pitee dy (2, xj41) = 2
seuraavan aputuloksen nojalla:

Lemma. Olkoon n > 1. T#ll6in jonolle G" pitee kaikilla 1 < k < n:

1. ensimmiisen k-painoisen koodisanan ja ensimmiisen (k — 1)-painoisen
koodisanan vilinen Hamming-etdisyys on 1; ja

2. viimeisen k-painoisen koodisanan ja viimeisen (k — 1)-painoisen koodisa-
nan vilinen Hamming-etdisyys on 1.

Todistus. Tapauksessa k = 1 G" sisiltdd vain yhden koodisanan, jonka paino on
k—1=0,ts.00---0.On etti kaikki 1-painoiset koodisanat ovat tisti koodisanas-
ta Hamming-ctiisyydelld 1. Tapaus & = n on vastaavanlainen. Niin ollen jiljelle
jadviit tapaukset 2 < k < n — 1. Edetiin induktiolla n:n suhteen kuten edells;
tapaukset n = 1,2 ovat tosia em. erikoistapauksien perusteella. Oletetaan, ettd
viite pitee tapauksessa n (ja kaikilla 1 < k < n). Tarkastellaan jonoa G™*! ja va-
litaan jokin k, (2 < k < n). Jonon G"*! miiritelmin G"*! = (0G", 1G") ja k:n
valinnan perusteella huomataan, etti ensimméinen k-painoinen koodisana yj, ja
(k —1)-painoinen koodisana yj,_1 [6ytyvit osajonosta 0G™. Koska koodisanojen y,
ja yr—1 ensimmiisen koordinaatin nolla ei vaikuta niiden painoon, on induktio-
oletuksen perusteella d(yx, yx—1) = 1. Vastaavasti viimeinen k-painoinen koo-
disana 2 ja viimeinen (k — 1)-painoinen koodisana z,_; 16ytyvit osajonosta 1G",
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ts., zx vastaa jonon 1G™ ensimmiiistd k-painoista koodisanaa ja z;_; ensimmaisti
(k — 1)-painoista koodisanaa. Nyt on oltava z, = 1z,_; ja zx—1 = 1z},_,, mis-
si z;,_; on jonon G" ensimmiinen (k — 1)-painoinen koodisana ja z;_, ensim-
miinen (k — 2)-painoinen koodisana. Jilleen voidaan kiyttid induktio-oletusta
(arvolla k — 1 > 1), jolloin saadaan dg (2}, 2,_1) = du(zk, zk—1) = 1. O

Tehtivi 8

Samaistetaan aluksi aakkosten kirjaimet A, B, C, ..., Z lukujen 0, 1, . .., 25 kans-
sa:

A20, B21, C22 ... Y224 7225
Tarkastellaan rekisterikilpid muotoa [z1, 29, 23, 24, 25, 26] olevina listoina, missi
21,22, 23 € {0,1,...,25} ja 24,25, 26 € {0,1,...,10}. Télloin esimerkiksi kil-
pei 101010 vastaa lista [8, 14, 8,0, 1, 0].

Tavanomainen leksikografinen jirjestys rekisterikilpien vililld mairdytyy nyt ch-
dosta [2, 25, 25, 2}, 28, 26) < [21, 22, 23, 24, 25, 2] JOS ja vain jos on olemassa j €
{1,2,3,4,5,6} s.e. 2 < z; jakaikillai € {1,...,j — 1} pitee 2] = 2.

Rakennetaan aluksi rank-funktio. Kilven [z1, 2o, 23, 24, 25, 2] leksikografinen rank
on niiden kilpien [2, 25, 23, 2}, 25, 2] lukumiird, joille pitee [21, 25, 23, 2},
2L, zg) < |71, 22, 23, 24, 25, 26]. Tillaiset kilvet voidaan jakaa alitapauksiin j:m ar-
von (ks. leksikografisen jirjestyksen mairitelmi ylld) perusteella. Erityisesti 2 voi-

daan valita z; tavalla siten, etti 2 < z;. Tamin jilkeen arvot 2, missi k > j,

voidaan valita mielivaltaisesti. Niin ollen saadaan

rank([z1, 2o, 23, 24, 25, 26]) = 21 - 26 - 26 - 10 - 10 - 10+
4+ 29-26-10-10- 10+
+ 23 -10-10 - 10+
+ 24 -10- 10+
+ 25 - 10+
+ Z.

Eli lyhyemmin
6 6
rank([zl, 29, %3, 24, R5, Zﬁ]) = Z(Z] H Bk)
=1 ks
jos asetetaan By = By = By = 26 ja By = By = Bg = 10. (Tapauksessa j = 6
miiritellddn lisaksi H(,i:jﬂ B, =1.)
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Kilvelle IOI-010 saadaan nyt

rank([8,14,8,0,1,0]) = 8- 26 - 26 - 10 - 10 - 10+
+14-26-10-10- 10+
+8-10-10- 10+
+0-10- 10+
+1-10+
+0
= 5780010.

Unrank voidaan tehdi seuraavalla algoritmilla:

1. Asetetaan ng &of rank([21, 22, 23, 24, 25, 26))-

2. Toistetaan kaikille i = 6,5, ..., 1.
(a) Maédritetdin jakojddnnds z; = n; mod B;.
(b) Asetetaan n;_y = (n; — 2;)/Bi.
3. Palautetaan tulos unrank(ng) = [21, 29, 23, 24, 25, 26)-
Esimerkiksi
n; BZ Zi
5780010 10 0

1
6
5| 578001 10 1
4 57800 10 O,
3
2

5780 26 8
222 26 14
8 26 8

1
joten unrank(5780010) = [8, 14, 8,0, 1, 0] kuten pitiikin.

Permutaatioihin liittyvid miéritelmii

Kerrataan muutamia permutaatioihin liittyvid mééritelmii. Olkoon X dérellinen
ei-tyhjd joukko.

e Joukon X permutaatio o on r-sykli jos on olemassa alkiot ay, ..., a, € X
siten, ettd

olar) =as, olaz) =az, ...,0(a-1)=ar ola)=a,
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jao(a) = akaikillaa € X \ {a4,...,a,}. Edellinen r-sykli on tapana kir-
joittaa (a1, as, .. .,a,). Sama sykli voidaan tilld tavoin esittdd uscammalla
tavalla, koska syklin alkupiste on mielivaltainen; esim. (as, as, . . ., a,, a1) =
(a1, a9, ...,a;).

Transpositio on mielivaltainen joukon X 2-sykli.

Joukon X permutaatiot oy, 05 ovat pistevieraat jos milliéin € X ei pide
sekil 01(x) # z etti o9(x) # .

Joukon X permutaatioiden 7y, 7y tulo myme miiritellddn kaikille z € X
sdAnnostd mma(z) = m o me(x) = m(ma(2)).

Joukon X permutaation 7 kidnteispermutaatio 77! on joukon X permu-
taatio, jolle pitee 7w ~! I = 1, missd ¢ on identiteetti eli «(x) = x,
kaikilla z € X.

= 7T

e Jokainen joukon X permutaatio voidaan esittdi (syklien jirjestystd vaille)
yksikisitteisesti pistevieraiden syklien tulona, jossa jokainen z € X esiintyy
tasmilleen yhdelld syklilla.

Tehtivi 9 (a)

Permutaation m listaesityksesti [2, 4, 6,7, 5, 3, 1] ndhdién, ettd
m(l) =2, m@2)=4, m@)=7 m(()=1

joten alkion 1 sisiltivi sykli on (1,2, 4, 7). Pienin joukon {1, 2, 3,4, 5, 6, 7} alkio
joka ei ole illd syklilld on 3. Alkion 3 sisiltivi sykli on (3, 6), koska

71'1(3) = 6, 7T1(6) =3.

Pienin alkio joka ei ole edellisilld sykleilld on 5, jolle pitee 71 (5) = 5. Nyt kaikki
joukon {1,2, 3,4, 5,6, 7} alkioiden syklit on kiiyty lipi, joten saadaan

m = (1,2,4,7)(3,6)(5).

Tehtivi 9 (b)

Sykliesityksestd 7o = (1,5,6)(2, 4, 3)(7) nihddin
m(l) =5, m(2)=4, m3)=2, m4)=3,
m(5) =6, m(6)=1, m(7)="7,

joten m = [5,4,2,3,6,1,7].
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Tehtivi 9 (c)

Permutaation kiiinteispermutaatio muodostetaan helposti sen sykliesityksesti kiiin-
tamallid sekd syklien, etti syklien alkioiden jirjestys pdinvastaiseksi. Esimerkiksi

a7t = (5)(6,3)(7,4,2,1) = (7)(3,4,2)(6,5,1).

Tehtivi 9 (d)
Tulo 7175 on sykliesityksien avulla
mme = (1,2,4,7)(3,6)(5)(1,5,6)(2,4, 3)(7),
joka voidaan sieventid muotoon
mms = (1,5,3,4,6,2,7)

midrittimilld jokaisen alkion kuva. Midritettéessi alkion kuvaa syklien tulossa
sykleji luetaan jirjestyksessi oikealta vasemmalle. Esimerkiksi edellisessi tulossa
sykli (7) pitdd alkion 1 paikallaan, kuten myos (2,4,3). Sykli (1,5, 6) kuvaa al-
kion 1 alkiolle 5. Sykli (5) pitdd alkion 5 paikallaan, kuten myds syklit (3, 6) ja
(1,2,4,7). Niin ollen mymy(1) = 5.

Vastaavasti, tulo mam; on sykliesityksien avulla
mm = (1,5,6)(2,4,3)(7)(1,2,4,7)(3,6)(5),
joka voidaan sieventii muotoon
mom = (1,4,7,5,6,2,3)

midrittimilli jokaisen alkion kuva. Huomaa, etti permutaatioden yhdistiminen
(tulo) ei ole kommutatiivinen laskutoimitus, toisin sanoen 7y # momy.

Tehtivi 10
Tehtivin tulot ovat sievennetyssd muodossa

PP,y Tk @51, 81) = (P71 TR) (g 81, 81)

P )Py ) (@51 80) = (DT TR @S 8).
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Niin ollen transpositiolla vasemmalta kertominen joko “leikkaa” syklin kahtia,
tai “yhdistd” kaksi pistevierasta syklid.

Edellisesti huomataan etti jos mielivaltainen permutaatio 7 kerrotaan vasem-
malta transpositiolla (p, ¢), niin tillsin permutaatiossa (p, ¢)7 on joko yksi sykli
enemmin (a-kohta) kuin permutaatiossa m, tai yksi sykli vihemmiin (b-kohta).

Tehtivi 11

Jokainen joukon {1,...,n} permutaatio m voidaan esittdd jirjestystd vaille yksi-
ksitteisesti pistevieraiden syklien tulona:

™= (01,17 a1,2,- .-, al,ml) ce (ak,h (€97 PRI (Lk,mk)~,

missd k > 1jam; > 1kaikilla j = 1,... k. Sykli (a1, ..., a;m,) voidaan esitti
m; — l:n transposition tulona, esimerkiksi

(aj,h Clj,z)(a_j,z«, (lj,g) e (aj,m,—m aj,m]—l)(aj,m]—h aj,m,)~

Olkoon A(m) transpositioiden lukumiiri esitettéessi permutaatio 7 transpositioi-
den tulona. Mielivaltaiselle joukon {1, ..., n} permutaatiolle 7 pitee siis

M) =3 (my — 1),

Jj=1

missd k on permutaation pistevieraiden syklien lukuméiri ja my, . .., my niiden
pituudet. Kuvaus A on hyvin méritelty, koska arvo A(7) ei riipu syklien esitysjir-
jestyksesti.

Tarkastellaan miten 7:n kertominen mielivaltaisella transpositiolla (z, y) vaikut-
taa Am arvoon. Tarkastelu jakautuu kahteen tapaukseen kuten tehtivissi 2:

(i) « ja y kuauluvat samaan permutaation 7 sykliin (a1, ..., ajm,) eli z =
ajpjay = ajq joillakin p < ¢. Tallsin sykli (a1, ..., a;m;) jakautuu
permutaatiossa (x, y)m kahdeksi pistevieraaksi sykliksi
(ajﬁl, s U1, AGgy e -y aj,mj) ja (aj,p7 ey ajﬁq,l), muut m:n Sykllt eivit
muutu. Niin ollen A\((z,y)7) = A7) — (m; — 1) + (m; — (¢ — p) —
1)+ (¢ —p—1) = A(w) — 1, silld ensimmiiisen uuden syklin pituus on
m; — (¢ — p) ja toisen ¢ — p.

(i) = ja y kuuluvat eri sykleihin (aj1, ..., ajm;) ja (a1, - -, Gm,) ja olete-

taan, etti © = a;; ja y = 1. Tilloin permutaatiossa (z,y)7 on edel-
li olevien syklien sijasta sykli (a1, - - -, @jm;, @i, - - -, Gim,) ja muut syklit
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sdilyvit muuttumattomina. Niin ollen A((z,y)7) = A7) — (m; — 1) —
(my—1)+ (m; +my —1) = Xm) + 1.

Niin ollen A((z,y)m) = (A(7) + 1) mod 2.

Lopuksi oletetaan, ettd mielivaltainen joukon {1,...,n} permutaatio 7 on esi-
tettivissd kahdella eri tavalla transpositioiden tulona: 7 = (21, 1) - - - (T, ym) ja
7= (@1,1) (@, Y- Koska

A(7-) = A(("L‘27y2)”'(xmvym))_"1 = ...
= m—1+AX(Zm,ym)) = m (mod 2)
ja toisaalta
M) = A, 45) -+ (@ yp)) + 1= ... = m/ (mod 2),
piitee, ettii joko m ja m’ ovat molemmat parillisia tai molemmat parittomia.

Tehtivi 12

Tehtivin (a)-kohdan r-sykli voidaan esittdd monella tavalla transpositioiden tulo-
na. Esimerkiksi

(17 27 ct 7‘) = (17 2)(27 3)(37 4) T (/" - 2774 - 1)(’ - 17 /")
tai
(17 2,... 774) = (17 7’)(17 = 1)(17 = 2) e (17 3)(17 2)
ovat molemmat kiypii esitystapoja, joihin tarvitaan r — 1 transpositiota.
Tehtivin (b)-kohdassa transpositioesitys voidaan muodostaa esimerkiksi mééritti-
milld ensin permutaatiolle [2,4, 6,7, 5, 3, 1] esitys pistevieraiden syklien avulla ja
timiin jilkeen sovelletaan jokaiselle syklille (a)-kohtaa. Tilloin saadaan
2,4,6,7,5,3,1] = (1,2,4,7)(3,6)(5)
= (1,2)(2,4)(4,7)(3,6).

Permutaatio 2,4, 6,7,5,3, 1] on siis parillinen.

Yleisesti jos joukon X permutaation 7 esityksessi pistevieraiden syklien avulla
on c syklid, joiden pituudet ovat r4,..., 7., saadaan, etti permutaatio voidaan
esittdd A\(m) = Y ;_; (r; — 1) transposition avulla. Koska >¢_, r; = | X/, voidaan
edellinen sieventid muotoon A(m) = |X| — ¢. Permutaatio 7 on nyt parillinen
(vastaavasti pariton) tismélleen jos A(7) on parillinen (pariton).
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Tehtivi 13

Tarkastellaan ensin leksikografista jirjestysti. Permutaation
™= [r(1),7(2),...,7(n)]
leksikografinen seuraaja médritetdin seuraavasti:
1. Etsitdéin suurin j € {1,...,n — 1}, jolle pitee 7(j) < n(j + 1). Jos til-

laista ei ole olemassa, kyseessd on leksikografisessa jirjestyksessi viimeinen
permutaatio [n,n — 1,..., 1], jolla ei ole seuraajaa.

Permutaatiolle [2,4,6,7,5,3,1] on j = 3.

2. Etsitdidn alkioista 7(j + 1),...,m(n) pienin alkio, joka on suurempi kuin
™(j)-

Permutaatiolle [2, 4,6, 7,5, 3, 1] timi alkio on 7.

3. Vaihdetaan edellisessi kohdassa valittu alkio ja 7(j) keskeniin. Tulokseksi
saadaan permutaatio 7.

Permutaation [2,4, 6,7, 5, 3, 1] tapauksessa pitee 7’ = [2,4,7,6,5,3, 1].

4. Jarjestetdin alkiot /(5 + 1), ..., 7'(n) kasvavaan jirjestykseen (koska alkiot
ovat valmiiksi laskevassa jirjestyksessd, riittdd kddntdd niiden jdrjestys). Tu-
loksena saadaan m:n leksikografinen seuraajapermutaatio.

Permutaation (2,4, 6,7, 5, 3, 1] tapauksessa seuraaja on [2,4,7,1, 3,5, 6].

Permutaation 7 = [r(1), 7(2), ..., m(n)] leksikografinen rank mééritetdin rekur-
siivisesti:

1. Perustapaus n = 1: rank(7w) = 0.
2. Yleinen tapaus n > 2:
rank(r) = (7(1) — 1)(n — 1)! + rank(7"),

missi



T-79.161 Kombinatoriset algoritmit Harjoitustehtivien vastaukset
Haanpii / Oikarinen Kevit 2005

Permutaation [2, 4, 6,7, 5, 3, 1] rank on edellisen perusteella

rank([2,4,6,7,5,3,1])
= (2 —1)6! + rank([3, 5,6, 4,2, 1])

=(2—-1)6!'+ (3 = 1)5! + rank([4, 5,3,2,1])
= ( )6! + (3 — 1)5! + (4 — 1)4! + rank([4, 3, 2, 1])
=(2-1)6!4+ (3—1)5!+ (4 — 1)4! + (4 —1)3! + rank([3, 2, 1])
=(2-1)6!+ (3 —1)5! + (4 — 1)4! + (4 — 1)3! + (3 — 1)2! + rank([2, 1])
=(2-1)6!4+(3—1)5!+ (4 —1)4! + (4 -3+ B -2+ (2-11!
=1-6!+2-514+3-41+3-31+2-2+1-1!
= 1055.

Siirrytidn nyt Trotter-Johnson jérjestykseen. Trotter-Johnson jérjestyksessid permu-
taation
m=[r(1),7(2),...,7(n)]

seuraaja madritetddn:
1. Etsitédn j € {1,...,n} siten, etti 7(j) = n.
Permutaation (2,4, 6,7, 5, 3, 1] tapauksessa 7 (4) = 7.

2. Mdiritetdén, onko permutaatio 7’ = [r(1),...,7(j—1),7(j+1),...,7(n)]
parillinen vai pariton.

Permutaation (2,4, 6,7, 5, 3, 1] tapauksessa
= [27 47 6757371} (172747 36) = (172)(274)(47 5)(573)(37 6)
on pariton.

3. Jos 7’ on parillinen ja j > 1: permutaation 7 seuraaja saadaan vaihtamalla
alkiot 7(j — 1) ja w(j) keskeniin.

4. Jos 7" on parillinen ja j = 1: permutaation 7 seuraaja on
" " "
[TL77T (1)77T (2)7 S, T (n - 1)}7
missd 7”7 on permutaation 7’ Trotter-Johnson seuraaja.

5. Jos @’ on pariton ja j < n: permutaation 7 seuraaja saadaan vaihtamalla
alkiot 7(j) ja w(j + 1) keskeniidn.

Permutaation [2,4, 6, 7, 5, 3, 1] tapauksessa Trotter-Johnson seuraaja on niin
ollen [2,4,6,5,7,3,1].
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6. Jos 7’ on pariton ja j = n: permutaation 7 seuraaja on

[77-”(1)771—,/(2)7 s 771—”(77’ - 1)7”}7
missd 7" on permutaation 7’ Trotter-Johnson seuraaja.
Permutaation 7 Trotter-Johnson rank lasketaan rekursiivisesti:
1. Perustapaus n = 1: rank(w) = 0.
2. Etsitddn j € {1,...,n} siten, ettd 7(j) = n.
3. Miiritetiidn rekursiivisesti permutaation
7 =[r1),...,7(j —1),7(G +1),...,7(n)]
rank.
4. Jos rank(n’) on parillinen, asetetaan
rank(7) = nrank(r') +n — j.
5. Jos rank(7’) on pariton, asetetaan
rank(m) = nrank(z’) + j — 1.

Permutaation [2,4, 6,7, 5, 3, 1] tapauksessa:

n m j rank(m)

1 [ 10

2 [2,1] 1 2:0+(2-1)

3 [2,3,1] 2 3.1+(2-1)=

4 (2,431 2 4.4+ (4-2)=18

5 [2,4,5,3,1] 3 518+ (5—3) =92

6 [2,4,6,5,3,1] 3 6-92+ (6—3) =555

7 [2,4,6,7,5,3,1] 4 7555+ (4— 1) = 3888
Tehtivi 14

Ositus 1+ 3+ 4+ 6+ 6 + 8 on kiidinteisessi standardimuodossa (reverse standard
form); standardimuoto on 8 4+ 6 + 6 + 4 + 3 + 1. Rsf-lex rank on leksikografinen
rank osituksien listaesityksille kiéinteisessi standardimuodossa. Osituksen rsf-rank
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voidaan laskea seuraavan rekursion (kirjan s. 76) avulla: Oletetaan, ettd rankat-
tava ositus on standardimuodossa [a1, . . ., @y, missi a; > -+ > a,. Rekursion
perustapauksessa n = 1 on aina rank([a;]) = 0. Tapauksessa n > 1 rekursioaskel
on

[ rank([ad, ..., an-1]) josa, =1
rank([ar, -, an]) = { rank([a},...,a,]) + P(m—1,n—1) josa, > 1,

missi a = a; — L kaikilla 1 < j < njam = 37, a;. Soveltamalla rekursioyh-
tidlod saadaan

rank([8, 6,6, 4,3, 1]) = rank([8, 6,6, 4,3]) = rank([7, 5, 5,3, 2])+P(27—1,5—1),

josta edelleen

rank([7,5,5,3,2]) rank([6,4,4,2,1]) + P(22 — 1,5 — 1)

(
= rank([6,4,4,2])+ P(21,4),
rank([6,4,4,2]) = rank([5,3,3,1]) + P(16 — 1,4 — 1)
= rank([5,3,3]) + P(15, 3),
rank([5,3,3]) = rank([4,2,2])+ P(11-1,3 —1),
rank([4,2,2]) = rank([3,1,1])+ P(8 —1,3—1)
= rank([3]) + P(7,2) = P(7,2).

Yhdistimilli saadaan:

rank([8,6,6,4,3,1]) = P(26,4)+ P(21,4) + P(15,3) + P(10,2) + P(7,2)
136 + 72+ 19 4 5 + 3 = 235.

Seuraajan etsiminen (standardimuotoiselle ositukselle):

1. Etsitiidn listan ensimmiinen osalista joka ei ole jaettu tasan, eli pienin 1,
jolle ay > a; + 1,

2. kasvatetaan a;:ti yhdelld ja asetetaan as, . . ., @;—; minimiarvoonsa (= a;),

. cepeses n
3. tdsmitiin summa asettamalla a; =m — 37 , a;.

Eli [8,6,6,4,3,1]:lle i = 2. Asetetaan ay = as + 1 = 7. Lopuksi a; =28 — 7 —
6 —4 — 3 —1=7,jolloin saadaan ositus [7, 7,6, 4, 3, 1].
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Tehtivi 15

Oletetaan aluksi, ettid ryhmijaot voidaan tehdid mielivaltaisesti. Jos viidesti ryh-
mistd 0 < k < 4 jitetdin tyhjiksi, jactaan henkilot jdljelld oleviin 5— k ryhman.
Numeroidaan ei-tyhjit ryhmit 1,...,5 — k, ja merkitdin a;:114 ryhméén j kuu-
luvien henkilsiden lukuméiriid. Nyton selvistia; > 1kaikillaj =1,...,5—k, ja
toisaalta ZJ,l a; = 20. Néin ollen joukko {(a1, ..., as5-x) : a; > 1ja Zf;f a;
20} kisittidd kaikki mahdolliset tavat jakaa 20 henkiléé numeroituihin ryhmiin.
Koska ryhmiit eiviit ole numeroituja, lasketaan tilloin kuitenkin tietty osuus ase-
telmia useampaan kertaan; esimerkiksi asetelmat (1,1,1,1,16) ja (16,1,1,1,1)
tapauksessa k& = 0 ovat samanlaisia. Samanlaisten asetelmien kertautuminen voi-
daan vilttid vaatimalla lisidksi a; < - -+ < as_y. Tilloin huomataan, etti joukon

5k
P(20,5 — k) := {(a1,...,a54) : 1<a; <---<aspja Zaj =20}

J=1

alkiot vastaavat itse asiassa luvun 20 erilaisia osituksia 5 — & osaan, joten joukos-
sa on P(20,5 — k) erilaista asetelmaa. Niin ollen erilaisia asetelmia on kaiken
kaikkiaan
4
> P(20,5 k) = P(20,5) + P(20,4) + - - + P(20,1) = 192.

k=0

Kielletddn nyt sellaiset asetelmat, joissa jotkin kaksi ryhmié ovat saman kokoisia.
Tissd tapauksessa selvisti enintdéin yksi ryhmi voidaan jittdd tyhjiksi. Olkoon
0 < k < 1 tyhjien ryhmien lukumairi. Jiljelld olevat 5 — k ryhmi tulisi nyt
tiyttdd siten, ettd missddn kahdessa ryhmissi ei ole samaa mirii jisenid. Tami
voidaan tehdi vaatimalla1l < a1 < ap < -+ < as_jja Z;’;’f a; = 20. Niin ollen
erilaisia asetelmia on yhtd monta kuin joukossa

5k
P'(20,5— k) ={(ar,...,a5x) : 1<a; <---<as_yja Zaj = 20}
=1

on alkioita. Nyt huomataan, ettd kuvaus
(a1«,~~~7a5—k) = (a17a2 —liaz—2,...,a5_ — (5 — k- 1))

joukolta P’(20, 5 — k) osituksien joukolle P(20—1—-2—---— (5 —k—1),5—k)
on bijektio, joten

(5—k—1)(5-k)

|P'(20,5 — k)| = P(20 — 5

,5—k),
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ja niin ollen erilaisia tapoja jakaa henkilt ryhmiin tehtivin vaatimalla tavalla
on

P(20 — 10,5) + P(20 — 6,4) = P(10,5) + P(14,4) = 7 + 23 = 30.

kappaletta.

Tehtivi 16(a)

Annetun nimetyn puun graafiesityksesti £ saadaan laskettua Priiferin listaesitys
seuraavalla tavalla:

l.i=1

2. Olkoon v korkeanumeroisin solmu, jonka asteluku on 1. Etsi kaari {v, v} €
€ jaaseta L[i] = v'. Poista graafista kaari {v, v'}.

3. i =1+ 1ljajosi < n — 1siirry kohtaan 2.
4. Priiferin listaesitys on [L[1], ..., L[n — 2]].
Algoritmin suoritus on alla olevassa taulukossa:

Solmujen asteluvut | i | v | L[i] | Poistettu kaari

3.1,2,221,1 [1|7] 3 {7.3}
3,1,1,2,2,1,0 |26 {6,1}
2,1,1,2,2,0,0 [3|3] 4 {3,4}
2,1,0,1,2,0,0 |4]4] 1 {4,1}
1,1,0,0,2,0,0 [5/2] 5 {2,5}

Priiferin listaesitykseksi saadaan siis [3, 1,4, 1, 5].

Tehtivi 16(b)
Seurataan kirjan algoritmia 3.11. Sydteend lista [L[1], L[2], ..., L[n — 2]].

1. Puun solmujen lkm n = listan pituus + 2.
2. Solmun asteluku = solmun esiintymiskerrat listassa + 1.

3. Lisitdan Lin — 1] = 1.
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4. Toistetaan kierroksillei = 1,...,n — 1.

(a) Etsitidn suurin solmu z, jonka asteluku on 1.
(b) Lisdtddn kaari {, L[i]} puuhun.

(c) Vihennetiidn solmujen x ja L[i] astelukua yhdella.

Annetun listan [5, 5, 4, 3, 2] pituus on 5, joten puussa on n = 7 solmua. Edetiin
algoritmin mukaisesti.

asteluvut
i|L[]|1 2 3 45 6 7|aLli
15112223 11| 7,5
215 11 22 2 2 10| 6,5
31411 222 100 54
40311221000/ 43
5/ 2 11 210200 3,2
6/ 1 (1 1000O0O0 2,1

Tuloksena saadaan allaolevan kuvan mukainen graafi.

6

5
7

2 4
3

Kuva 1: Priiferin listaesitysti [5, 5,4, 3, 2] vastaava graafi.

Tehtivd 17

Jokaista n + 1 termin tulon ryhmittelyd kahden alkion tuloiksi vastaa yksikésittei-
sesti juurellinen jirjestetty bindéripuu, jonka haaroissa on kertolaskuoperaattori
ja lehdissd tulon termit. Kuvassa 2 on esitetty kaikki neljidn termin tulon eri ryh-
mittelytavat ja niiti vastaavat jisennyspuut.
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(@) (a(bo)d )
d AN
c a a b ¢ d
a b b c
a(bo)d) alb(ed))
a a
a 5
b c c d

Kuva 2: Neljin termin tulon eri ryhmittelytavat ja niitd vastaavat jdsennyspuut.

Tiéysi binddripuu (full binary tree) on juurellinen puu, jossa jokainen solmu on
joko lehtisolmu, tai silld on kaksi lapsisolmua. Oletetaan lisiksi, ettd jokaisen sol-
mun lapsisolmut on jirjestetty, jotta voidaan puhua kisitteisti “vasen” ja “oikea”
lapsi. Télloin on selvid, ettd jokainen n + 1 termin tulon jésennyspuu on tiysi
bindiripuu, jossa on n + 1 lehtisolmua, ja kiéntien. Induktiolla voidaan osoittaa
seuraava aputulos:

Aputulos. Tiydessd bindidripuussa, jossa on n + 1 lehtisolmua, on tismilleen n
solmua, joilla on kaksi lapsisolmua.

Todistus. Perustapauksessa n = 0 viite on ilmeinen. Oletetaan nyt, ettd vii-
te pitee tapauksissa 0 < k < n, ja tarkastellaan tdyttd binddripuuta, jossa on
(n+1)+1 > 2 lehtisolmua. On selvii, etti tilloin puun juurella tulee olla kaksi
lapsisolmua. Olkoon ; juuren vasemman lapsen virittimén alipuun lehtisolmu-
jen lukumiiiird, ja Iy vastaavasti juuren oikean lapsen virittimén alipuun lehtisol-
mujen lukumiiri. Koska juuri ei ole lehtisolmu, on oltava n + 2 = Iy + I3 ja
li,lo > 1,joten l; < n+1jaly < n+1. Niin ollen induktio-oletusta voidaan so-
veltaa juuren vasemman ja oikean lapsen virittimiin alipuihin, jotka selvisti ovat
tdysid binddripuita. Koko puussa on siten 14-(; —1)+(lo—1) = l;+lo—1 = n+1
solmua (juuri mukaanluettuna), joilla on kaksi lapsisolmua. O

Aputuloksen vilitén seuraus on, etté tiydessd binddripuussa, jossa on n + 1 lehti-
solmua, on tismiilleen 2n kaarta.

Catalanin perhe C, koostuu kaikista 2n-pituisista binéérijonoista ajas - - - agy,
joille pitee

(a) jonossa on tismilleen n nollaa ja n ykkostd, ja
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(b) alijonossa ajas - - - a; on vihintiin yhtd monta nollaa kuin siini on ykkosti
kaikilla 1 <7 < 2n.

Nyt on helppoa johtaa vastaavuus (n + 1)-lehtisolmuisten tdysien bindéripuiden
ja Catalanin perheen vilille:

Olkoon annettu tiysi biniiripuu, jolla on n 4 1 lehtisolmua. Merkitién kaikki
vasempaan lapseen johtavat kaaret nollalla, ja oikeaan lapseen johtavat kaaret yk-
koselld. Kiydddn puu nyt lipi esijirjestyksessi (ensin solmu itse, sitten rekursiivi-
sesti vasen lapsi, ja lopuksi rekursiivisesti oikea lapsi) siten, etti tiettyyn solmuun
saavuttaessa tulostetaan solmun isiiéin johtavan kaaren numero.

On selvii, etti tilloin jokainen 2n kaaresta tulostetaan kerran. Lisiiksi tulostejono
tiayttdd ehdon (a), koska jokaisella solmulla, jolla on vasen lapsi, on myos oikea
lapsi; toisaalta chto (b) tiyttyy, koska jokaisen kaksilapsisen solmun vasempaan
lapseen vievin kaaren numero tulostetaan aina ennen oikeaan lapseen vievin
kaaren numeroa.

Toisaalta jos on annettu Catalanin perheeseen kuuluva binérijono ajas - - - agy,
voidaan siti vastaava tiysi bindéripuu konstruoida seuraavasti:

1. Alussa puu koostuu vain sen juuresta, joka on lehtisolmu. Asetetaan juuri
tydsolmuksi.

2. Toistetaan jirjestyksessi kaikille ¢ = 1,2,..., 2n:

(i) Jos a; = 0, luodaan tygsolmulle vasen lapsi, ja asetetaan lapsi tyosol-
muksi.

(ii) Jos a; = 1, edetiin tydsolmusta puun juurta kohti ensimmiiseen sel-
laiseen solmuun, jolla ei ole oikeata lapsisolmua. Luodaan tille sol-
mulle oikea lapsisolmu, ja asetetaan se tydsolmuksi.

Konstruktio on hyvin miéritelty, koska tasapainoehdon (b) mukaan kohdassa (ii)
solmu, jolle voidaan lisitd oikea lapsi, on aina olemassa. Toisaalta tasapainoeh-
dosta (a) saadaan, etti jokaiselle solmulle, jolle on lisiitty vasen lapsi kohdan (i)
mukaisesti, lisitidn myos oikea lapsi kohdan (ii) mukaisesti. Konstruktion tulok-
sena syntyy tdysi binddripuu, jossa on 2n + 1 solmua ja 2n kaarta. Nyt voidaan
jilleen osoittaa induktiolla, ettd tillaisessa puussa on oltava n + 1 lehtisolmua.
Niin ollen konstruktio tuottaa aina tulokseksi (n + 1)-lehtisolmuisen tdyden bi-
nddripuun.

Konstruktioiden méérdimit kuvaukset puilta binéérijonoille (ja kddntien biniéi-
rijonoilta puille) on nyt helppo todeta toistensa kiinteiskuvauksiksi.
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Tehtivi 18 (a)

Oletetaan shakkipelin siénnot tunnetuiksi. Tarkastellaan kutakin laudan rivid
1,...,n vuorollaan. Valintajoukkona on tillin niiden tilli rivillid olevien ruu-
tujen joukko, joita ei vield uhkaa laudalla oleva kuningatar. Kokeillaan kutakin
niistd vuorollaan ja siirrytiin seuraavalle riville.

Riveji ei vilttdmittd kannata kilydd numerojérjestyksessi lipi. Tehokkaampi vaih-
toehto on jirjestdi haku niin, ettd kulloinkin tarkasteltavaksi riviksi valitaan se,
jolla silli hetkelld on vihiten uhkaamattomia ruutuja. Till6in haun haarautu-
miskerroin lihelldi hakupuun juurta on pieni, jolloin hakusolmujen méiri pie-
nenee, vaikka kaikki vaihtoehdot kiydiinkin yhtd kattavasti lipi.

Tehtiivi 18 (b)

Tarkastellaan solmuja jirjestyksessi. Valintajoukkona on kunkin solmun kohdalla
kaikkien virien joukko {1,2, ...k}, josta kuitenkin on poistettu ne virit, joilla
on jo viritetty jokin parhaillaan tarkasteltavana olevan solmun naapuri.

Tehtivi 18 (c)

Valintajoukkona timénhetkisen solmun sijainnin naapuripisteiden, joissa ei ole
vield vierailtu, joukko. Kokeillaan niisti kutakin vuorollaan ja jatketaan valitusta
uudesta solmusta rekursiivisesti, ellei jo ole otettu n askelta.

Tehtivi 18 (d)

Josn # 1 mod 6jan #3 mod 6, ei ole olemassa Steinerin kolmikkosysteemii
STS(n). Muuten, generoidaan kaikki n-alkioisen joukon 3-alkioiset osajoukot ja
jdrjestetdin ne. Muodostetaan haluttua 3-osajoukkojen joukkoa lisdimiilli sithen
yksi 3-osajoukko kerrallaan. Valintajoukkona on sopivien 3-osajoukkojen joukko
(kaikkien 3-osajoukkojen joukko — ne 3-osajoukot, joissa esiintyy joku jo valituissa
osajoukoissa esiintyvi pari). Steinerin kolmikkosysteemi on l6ydetty, kun tiyden-
netyn 3-osajoukkojen joukon koko on n(n — 1) /6.
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Tehtivi 18 (e)

Miinaharavapelissii pelaajan tehtdvinid on 16ytid annetulta n x n pelilaudalta
kaikki ruudut, jotka sisiltdvit miinan. Pelaajan kiytettivissid on miinaharava, joka
ilmoittaa pelilaudan ruudussa miinojen lukumiirin kyseisti ruutua ympiroivissi
ruuduissa. Pelin peliasema koostuu joukosta tunnettuja ruutuja, joissa tiedetdin
miinaharavan lukema. Peli etenee asemasta toiseen siten, etti pelaaja osoittaa
laudalta tuntemattoman ruudun. Jos ruudussa oli miina, peli péittyy. Jos ruu-
dussa ei ollut miinaa, miinaharavan uusi lukema liitetdéin peliasemaan, ja peli
jatkuu. Peli paittyy pelaajan voittoon, kun kaikissa tuntemattomissa ruuduissa on
miina. (Tissd pelin versiossa miinojen lukuméiri oletetaan tuntemattomaksi.)

Olkoon pelilaudan ruutujen joukko D,, = {1,2,...,n} x{1,2,...,n}. Ruudun
(@,y) ympiristé on joukko

N(Iv U) = {($U) + (51762) -1 < 61162 < 17 (61752) 7é (07 0)} mDn-
Huomaa, etti (z,y) ¢ N(z,y).

Olkoon mines C D,, niiden ruutujen joukko, joissa on miina. (Tdmii joukko on
luonnollisesti pelaajalle tuntematon.) Miinaharavan lukema ruudussa (z,y) on
tilloin

d(z,y) = |mines N N (x, y)|.
Olkoon known C D,, pelaajan osoittamien ruutujen joukko. Jos peli ei ole péiit-
tynyt, pitee known N mines = (). Oletetaan timi todeksi.

Koska miinojen kokonaismiiri on tuntematon, pelaaja voi saada tietoa miinojen
lukumiiristi ja sijainnista vain miinaharavan tunnetussa alueessa antamien luke-
mien avulla. Miiritelmidn  mukaan  miinaharavan lukema ruudussa
(@,y) antaa tietoa vain ruutujen N(z,y) sisiltimistd miinoista, joten pelaaja voi
piitelld miinojen sijainnista jotain vain tunnetun alueen reuna-alueella

boundary = ( U N(z,y)) \ known.

(x,y)€known

Reuna-alueen ulkopuolisista tuntemattomista ruuduista ei voida piitelld mitddn.
(Huomaa, etti edellinen viite ei pidd paikkaansa jos miinojen lukumiiri on tun-
nettu!)

Rajoitetaan tarkastelu reuna-alueeseen boundary. Sanotaan joukkoa
FE C boundary

konsistentiksi, jos kaikilla (z,y) € known pitee d(z,y) = |E N N(z,y)|. Tillsin
joukko on konsistentti jos ja vain jos on mahdollista, etti miinat todellisuudessa
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sijaitsevat joukon E ruuduissa. Erityisesti, joukko minesnboundary on konsistent-
ti.

Olkoon & kaikkien konsistenttien joukkojen joukko. Miiiritelliin joukot

safe = boundary \ U E, ja flag= ﬂ E.
Bes Ee&

Tarkastellaan ensin joukkoa safe. Nyt safeimines = (), koska minesNboundary €
&. Joukko safe on siis joukko turvallisia ruutuja, joissa ei varmasti ole miinaa.
Toisaalta safe on myos suurin mahdollinen joukko jolle edellinen viite voidaan
esittdi, koska kaikki pisteet z € boundary \ safe sisiiltyviit johonkin konsistenttiin
joukkoon E, ja miinaharavan lukemien perusteella ei voida sulkea vaihtoehtoa
mines N boundary = E pois.

Tarkastellaan seuraavaksi joukkoa flag. Koska flag C E kaikilla E € &, piitee
timai erityisesti joukolle E = mines N boundary. Joten, flag C mines. Joukko flag
sisiltiid siis vain ruutuja, joissa on miina. Toisaalta kaikille pisteille z € boundary\
flag on olemassa konsistentti joukko E, jolle z ¢ E. Niin ollen flag on suurin
joukko, jonka ruuduissa on varmasti miina.

Joukot safe ja flag ovat siis tismiilleen tehtiviin (i) ja (ii)-kohdissa kysytyt joukot.
Periiytyviid hakua voidaan kiyttii joukkojen safe ja flag méirittimiseen esimer-
kiksi seuraavasti:
e Laaditaan periytyvi hakualgoritmi, joka tuottaa ratkaisuina kaikki konsis-
tentit joukot.

e Ennen hakua alustetaan safe < boundary ja flag < boundary.

o Kiydiin perdytyvilld haulla ldpi kaikki konsistentit joukot E. Aina konsis-
tentin joukon 16ydyttyd haun aikana asetetaan

safe — safe\ £ ja flag < flagN E.
o Kun kaikki konsistentit joukot on kiyty lipi, joukot safe ja flag ovat halutut
joukot. (Huomaa, etti molemmat joukot voivat olla tyhjid. Tdmai tapahtuu
esimerkiksi pelin alkutilanteessa, jolloin known = 0).)

Konsistentit joukot voidaan tuottaa periytyvilld haulla esimerkiksi seuraavasti.

e Olkoon joukossa boundary N alkiota P, ..., Py, N > 1. (Erikoistapaus
N = 0 jitetddn huomiotta.)
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e Mallinnetaan joukon boundary osajoukkoja E' C boundary biniirilistoina
E=z1,...,zn],joilllex; =1 P, € Fjaxz;=0& P, ¢ E.

o Osittaisratkaisu on lista [z, . . ., z,_1]; alussa tyhjd lista.

e Hakupuussa syvyydelld & lisitdin listaan vuorotellen alkiot ), = 0 ja ), =
1, ja jatketaan hakua eteenpiin.

e Kun listassa on N alkiota, tarkistetaan, onko siti vastaava joukko konsistent-
ti. (Jos on, piivitetdin joukkoja safe ja flag kuten edelld.) Tdmin jilkeen
palataan aiemmalle tasolle hakupuussa.

e Hakua voidaan huomattavasti tehostaa karsimalla sellaisia osittaisratkaisu-
ja, joita ei selvisti voida tiydentii konsistenteiksi joukoiksi (kts. tehtivi 25).

Tehtivi 19

Oheinen ohjelma toteuttaa tehtivin yksinkertaisella tavalla. Koska redusoidussa
latinalaisessa nelidssi ensimmiiinen rivi ja sarake ovat méirityt, n x n-kokoisessa
latinalaisessa neligssi riitti sijoittaa (n — 1)? lukua, miki siis on haun maksimi-
syvyys. Ohjelma ei pidi ylld konstruoitavaa latinalaista nelistd, vaan ainoastaan
boolean-muuttujia n_in_row_i ja n_in_col_j, joista nihdiin, joko luku n on
laitettu riville i tai sarakkeeseen j.

/* Etsi kertalukua N olevat redusoidut latinalaiset nelidt */
#define N 4

int n_in_row_i[N+1][N+1]; /* onko numerc n jo rivissd i */
int n_in_col_j[N+1][N+1]; /* onko numero n jo sarakkeessa j */

int place(int depth) {
int i,j,n,sum;

if (depth==(N-1)*(N-1)) /* yksi neli6 16ytyi, koska on */
return 1; /* sijoitettu (N-1)**2 numeroa */

i=2+depth%(N-1); /* lasketaan depthistd, mihin kohtaan */
j=2+depth/(N-1); /% valitaan numero seuraavaksi */

sum=0;
for (n=1; n<=N; n++) {
if(!n_in_row_i[n] [i] && 'n_in_col_j[n][j]) {
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n_in_row_i[n] [i]=1; /* kullekin n:1le vuorollaan: */
n_in_col_j[n][jl=1; /* jos n:3 ei ole laitettu riviin i  */
sum+=place(depth+1); /* eiki sarakkeeseen j, laitetaan se */
n_in_row_i[n][i]=0; /* ndiden risteyskohtaan ja jatketaan */
n_in_col_j[n][j1=0; /* hakua; lopuksi otetaan luku pois  */

}
}
return sum;
}
int main(int argc, char **argv) {
int 1i,j;
for(i=1;i<=N;i++) { /* nollataan taulukot */
for(j=1;j<=N;j++) {
n_in_row_i[i] [jl=n_in_col_j[i][j]1=0;
}
}
for(i=1;i<=N;i++) { /* asetetaan luvut 1...n */
n_in_row_i[i][i]=1; /* ensimmiiseen sarakkeeseen */
n_in_col_j[il[il=1; /* ja riviin */
}
printf("%d\n", place(0));
return 0;
}
Tehtivi 20

Viiden solmun sykli C; (viisikulmio) on kromaattiselta luvultaan 3, mutta sen
suurimman klikin koko on 2.

Tehtivi 21 (a)

Olkoon G = (V,€) graah, ja W C V. Solmujoukko W on riippumaton (in-
dependent), jos minkiin sen kahden solmun vililld ei ole kaarta. Graafi G on
kaksijakoinen (bipartite) jos sen solmujoukko V voidaan jakaa kahteen ei-tyhjiin
riippumattomaan joukkoon Wija V — W.

Kaksijakoinen graafi voidaan aina virittidd kahdella virilld, koska molempiin riip-
pumattomiin joukkoihin riittdé yksi viiri.

Tiydellinen kaksijakoinen (complete bipartite) graafi (V, €) sisiltdd kaikki mah-
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dolliset kaaret sen kahden riippumattoman joukon vililld, ts. kaikilla v € W ja
kaikillav € YV — W piitee {u, v} € €.

Konstruoidaan graafiperhe scuraavasti: Otetaan tiydellinen kaksijakoinen
graafi, jonka molemmissa riippumattomissa joukoissa on n solmua, ja jirjeste-
tddn solmut siten, ettd ensimmiinen riippumaton joukko koostuu parittomista
solmuista {1,3,...,2n — 1}, ja toinen parillisista {2,4, . .., 2n}. Poistetaan graa-
fista kaaret {1, 2}, {3,4},{5,6},...,{2n — 1,2n}.

Ahne algoritmi virittdd graafin seuraavasti: Solmulle 1 annetaan viri 1. Solmulle
2 annetaan viri 1, koska graafissa ei ole kaarta {1,2}. Solmulle 3 annetaan viri
2, koska graafissa on kaari {2, 3}, ja virid 1 ei ndin ollen voi kiyttid. Solmulle
4 annetaan viiri 2, koska kaaren {1,4} takia virid 1 ei voi kiyttdd. Solmulle 5
annetaan viri 3, koska kaarien {2,5} ja {4,5} takia viirejd 1 ja 2 ei voi kiytti.
Solmulle 6 annetaan viri 3, koska kaarien {1, 6} ja {3, 6} takia viirejd 1 ja 2 ei voi
kiyttdd, jne.

Yleisessi tapauksessa pariton solmu 2k — 1 (k > 2) viritetddn virilld &, koska
kaaret {27,2k — 1}, 1 < j < k — 1 estivit k:ta pienempien virien kiyton, silld
solmu 27 on viritetty virilld j kaikilla 1 < j < k — 1. Toisaalta parillinen solmu
2k (k > 2) viritetddn virilld &, koska kaaret {25 — 1,2k}, 1 < j < k — 1 estivit
k:ta pienempien viirien kiyton, silld solmu 25 — 1 on viritetty viirilld j kaikilla
1<j<k—1

Graafin ahneeseen viritykseen tarvitaan siis lopulta n virid, vaikka graafi on viri-
tettivissi ainoastaan kahdella virilla.

Tehtivi 21 (b)

On selvid, ettd virityksestd riippumatta samalla virilld viritetyt graafin solmut
muodostavat riippumattoman joukon. Oletetaan, etti kiytettivissd on optimaa-
linen viritys. Jos graafin solmut nyt listataan viriluokka kerrallaan (esim. ensin
kaikki punaiset solmut, sitten siniset, jne.), saadaan solmuille jirjestys, jolla ah-
ne algoritmi tuottaa optimaalisen vérityksen. Saatu ahne viritys ei villttdmitti ole
identtinen alkuperiisen virityksen kanssa, mutta virien lukuméiri on sama.

Tehtivi 22 (a)

Kustannusfunktiona luonnollisin valinta on reitin pituus. Erds mahdollisuus naa-
puristoksi on ns. 2-OPT -siirrot: muodostetaan nykyisti reittid kuvaavasta graafista
uusi reitti poistamalla kaksi kaarta ja lisddmalld kaksi kaarta.



T-79.161 Kombinatoriset algoritmit Harjoitustehtivien vastaukset
Haanpii / Oikarinen Kevit 2005

Tehtivi 22 (b)

Tiéssd kuvataan ns. fixed-k lihestymistapa. Ratkaisu on miki tahansa solmujen
ositus & osaan (tyhjit osat sallitaan). Kaksi viritystd ovat toistensa naapurit, jos toi-
nen saadaan toisesta siirtimiilli jokin solmu osasta toiseen. Kustannusfunktiona
esim. niiden kaarien lukuméiri, joiden molemmat solmut ovat samassa osituk-
sen osassa. Naapuristoa voidaan rajoittaa seuraavasti: nykyisti ratkaisua voidaan
muuttaa vain niiden solmujen osalta, joista lihtee ainakin yksi viritysehtoa rikko-
va kaari; tilloin tosin naapuristo ei eniid ole symmetrinen.

Tehtivi 22 (c)

Yksinkertainen lihestymistapa: ratkaisujoukkona on kaikki solmujen ositukset kah-
teen osaan. Siirto on kahden solmun vaihto osien vililld. Kustannusfunktiona
kaarien miiri osien vililli.

Parempi suorituskyky on saatu simuloidulla jddhdytykselld, kun on sallittu mie-
livaltaiset ositukset kahteen osaan V; ja Va. Siirtoina on nyt yhden solmun siirto
osasta toiseen, ja kustannusfunktiossa on lisiksi sakkona summatermi

a(Vi = [Va])?,

joka lisdd kustannusta aina kun osat ovat erikokoiset. Optimointialgoritmi saattaa
sakkotermistd huolimatta piityi epitasapainoiseen ratkaisuun, jolloin voidaan jo-
ko kasvattaa a:n arvoa tai lisitd jokin yksinkertainen heuristiikka, joka muutamaa
solmua siirtimalld paisee tasapainotettuun ratkaisuun.

Tehtivi 22 (d)

Otetaan ratkaisujoukoksi kaikki ositukset kahteen osaan. Méiritelldin k-naapuristo
sellaiseksi, jossa yhdelld siirrolla saadaan siirtidé enintidén & alkiota osituksesta toi-
seen. Kustannusfunktioksi voidaan ottaa

Tdmai ongelma on hiukan hankala sikili, ettd siind on pahimmillaan hyvin paljon
lokaaleja optimeja. Simuloitu jddhdytys esitetylld naapuristolla ei pérjii erityisesti
tihidn ongelmaan kehitetylle Karmarkar-Karp -heuristiikalle, mutta parempaa on

kehitetty.
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Tehtivi 23

Vasemmalla graafin ositus, joka on lokaali optimi, josta ei yhden solmun osas-
ta toiseen siirrolla péistd globaaliin optimiin (kuvassa oikealla), johon péistiin
siirtdmilli kaksi solmua osasta toiseen.
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Tehtivi 24

Maksimiklikin etsivd simuloitua jddhdytysti kiyttivi algoritmi on esitetty pseudo-
koodilla seuraavasti:

Find_Max_Clique(G, ¢maz, To, @)
c=0
T = TO
Choose feasible X € X
Kpest = X
while ¢ < e
Y = hy(X)
if Y+ Fail
if |Y] > | X|
X=Y
if | X| > | Xpest|
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Kpest = X
else
r = random(0, 1)
if r < eYI=IXD/T
X=Y
c=c+1
T=aT
return Xpeq

Jddhdytys tapahtuu lineaarisesti, ja o, ¢pq, ja To pitdd valita sopivasti. Joukkona
X on G'n aligraafien joukko ja X € X on kiypi, jos sen on klikki (eli kaikil-
laz,y € X,z # y on X:ssi kaari 2:n ja ym vililld). Kohdefunktiona on klikin
(eli aligraafin) koko. X:n naapuristoksi V(X)) voidaan valita (esimerkiksi) G:n
aligraafit, jotka saadaan lisd@malli tai poistamalla X:std yksi solmu ja sithen liit-
tyviit kaaret. Heuristiikkana hy voidaan kiyttdi esimerkiksi valintaa “jokin kiypi
Y e N(X)".

Tehtivi 25

Jatketaan tehtivin 18(e) yhteydessi méiriteltyjen kiisitteiden kiyttoa.

Tehtivini on siis 16ytid annetusta miinaharavan peliasemasta joukon boundary
konsistentit osajoukot, ts. kaikki mahdolliset tavat asetella miinat joukon boundary
ruutuihin siten, ettd miina-asetelma vastaa miinaharavan antamia lukemia.

Naiivi ratkaisu toimii “tuota ja testaa”-periaatteella (“generate and test”), ts. tuot-
taa kaikki joukon boundary osajoukot, ja testaa jilkikiiteen onko tuotettu joukko
konsistentti. TAmi ei luonnollisesti ole kovin tehokasta, koska miinaharavan an-
tamat lukemat joukon boundary ympiiristossi rajoittavat konsistenttien joukkojen
lukumiirin tyypillisesti vain murto-osaan kaikista joukon boundary osajoukoista.
Frityisesti, miinaharavan lukemat d(z, y) joukon

constraints = {(z,y) € known : N(z,y) N boundary # (0}

ruuduissa asettavat (kaikki) rajoitteet konsistenttien joukkojen rakenteelle.

Muotoillaan nyt periityvi hakualgoritmi siten, ettd joukon constraints méérii-
mien ehtojen toteutumista (toteutumattomuutta) tarkkaillaan jo osittaisratkai-
suille, jolloin ldpikiytivistd hakuavaruudesta tulee huomattavasti pienempi kuin
naiivin ratkaisun tapauksessa. Algoritmin pseudokoodi on alla:

CONSISTENT_SETS(E, R)
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ifR=10
check consistency of E, output solution if consistent.
return
for (z,y) € constraints
ifd(z,y) =|ENN(z,y)land RN N(x,y) # 0 (i)
CONSISTENT_SETS(E, R\ N(z,y))
return

ifd(x,y) = |ENN(z,y)| + |[RNN(z,y)| and RN N(z,y) # 0 (ii)
CONSISTENT_SETS(E U (RN N(z,y))), R\ N(z,y))

return

if d(z,y) > |E N N(z,y)and RN N(z,y) =0 (iii)
return

ifd(z,y) < |[ENN(z,y)] (iv)
return

P «— any point from R
CONSISTENT_SETS(E, R \ {P})
CONSISTENT_SETS(E U{P}, R\ {P})

return
Algoritmi CONSISTENT_SETS ottaa kaksi argumenttia £, R, missi

e E C boundary on joukko, joka sisiltid ruudut (z,y), joihin algoritmi on
pédttinyt asettaa miinan.

e R C boundary on joukko, joka sisiltiid ruudut (z, y), joihin algoritmi ei ole
vieli ottanut kantaa (asetetaanko miina vaiko ei).

Kaikkien konsistenttien joukkojen médrittimiscksi algoritmia kutsutaan argumen-
teilla
E=0 ja R=boundary.

Algoritmin jokaisella rekursioaskeleella joukko R pienenee, kunnes lopulta R =
0, jolloin tarkistetaan joukon E konsistenssi ja timin jilkeen palataan takaisin
edelliselle tasolle hakupuussa. “for”-silmukan tehtivini on toisaalta estdd haun
haarautumista (ehdot (i) ja (ii)) ja toisaalta katkaista haku, jos osittaisratkaisu E
on mahdoton tiydentiid konsistentiksi joukoksi (ehdot (iii) ja (iv)). Huomaa, etti
algoritmi toimii (kuten em. naiivi algoritmi) vaikka koko “for”-silmukka jitettii-
siin pois.

Tarkastellaan ehtoja (i)—(iv) yksi kerrallaan. Ehdot (i) ja (ii) havaitsevat nk. “pak-
kotilanteet”, joissa osittaisratkaisua E on jatkettava tismiilleen tietylli tavalla, jot-
ta lopputuloksena syntyvisti joukosta tulisi konsistentti. Erityisesti,
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e chto (i) havaitsee tilanteen, jossa miinaharavan lukema d(z,y) ruudus-
sa (r,y) € constraints vastaa tismilleen ruudun ympiristoéon N(z,y) jo
asctettujen miinojen lukumiirid |E N N(z, y)|. Nyt jos johonkin joukon
N(z,y) ruutuun ei vieli ole otettu kantaa, on selvii, etti tillaisiin ruutui-
hin ei voida asettaa miinaa, koska muutoin tunnettu miinaharavan lukema
d(z,y) ylittyisi; toisaalta

e chto (ii) havaitsee tilanteen, jossa miinaharavan lukema d(z,y) ruudussa
(x,y) € constraints vastaa tismilleen ruudun ympiristoon N(z, y) jo ase-
tettujen miinojen lukuméirdd |E N N(x,y)| lisittynd niiden ympiriston
N(z,y) ruutujen lukumairilld, joihin ei ole vield otettu kantaa. On sel-
viid, ettd tillgin kaikkiin ruutuihin joukossa RN N(z,y) on asettava miina,
jotta lopullisessa ratkaisussa olisi riittivisti miinoja toteuttamaan lukema
d(z,y).

Ehdot (iii) ja (iv) karsivat osittaisratkaisuja, joita ei voida mitenkiin tidydentii
konsistentiksi joukoksi.

e Ehto (iii) havaitsee tilanteen, jossa ruudun (z,y) ympiristson on asetet-
tu lilan vihidn miinoja, eiki tilannetta voida enii korjata, koska kaikkiin
ruutuihin ympiristdssid N (z, y) on jo otettu kantaa.

e Ehto (iv) havaitsee tilanteen, jossa ruudun (z, y) ympiristossi on litkaa mii-
noja.

Tehtivi 26 (a,b)

Oletetaan (a)-kohdassa, ettd annetussa osajoukkokokoelmassa on tismiilleen n os-
ajoukkoa E, Es, ..., E, C F, missi I on perusjoukko. Paikallisen haun tehtivi
on nyt 16ytdd osajoukko {71, ..., 7w} C {1,...,n}siten, etti E;, U---UE; = F
ja Ej, N Ej, = 0 aina kun s # ¢. Toisin sanoen kokoelma Ej,, ..., E;, osittaa
joukon F. Valitaan hakuavaruudeksi X" kaikki joukon {1,...,n} osajoukot, ja
midritellddn naapurusto N minimimuutosperiaatteella: osajoukko z € X on os-
ajoukon y € X naapuri jos ja vain jos y on saatu x:std lisidmilld tai poistamalla
yksi alkio. Hakuavaruuden alkiot voidaan samaistaa n-mittaisten binéérijonojen
kanssa jo tutuksi kiiyneelld tavalla.

Oletetaan (b)-kohdassa, etti viritettivissi graafissa on tismilleen n solmua, jotka
on nimetty vy, ..., v,. Otetaan hakuavaruudeksi X" kaikki tavat valita jokaiselle
graafin solmulle jokin g¢:sta erilaisesta viristd. Huomaa, ettid tillainen vérivalinta
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el yleisessii tapauksessa ole laillinen graafin viritys g:lla virilld. Virivalinnat voi-
daan tillsin selvisti mieltdd pituutta n oleviksi sanoiksi yli g-alkioisen aakkoston:
sanan ¢:s kirjainpaikka méérid solmun v; virin kaikilla ¢ = 1,2,...,n. Naapu-
rusto voidaan jilleen méiritd minimimuutosperiaatteella: virivalinnat z ja y ovat
toistensa naapureita jos ja vain jos ne poikkeavat toisistaan tismilleen yhdessi
paikassa.

(a)- ja (b)-kohtien naapurustovalintoja vastaava konfiguraatiograafi on seuraava:
Hamming-graafin H(n, ¢) solmujoukko koostuu kaikista pituutta n olevista sa-
noista yli g-alkioisen aakkoston Xy = {0,1,2,...,¢ — 1}, ts. V = ¥. Solmujen
x,y € Vvililld on kaari jos ja vain jos sanat x ja y poikkeavat toisistaan tismilleen
yhdessi paikassa.

Kuvassa 3 esimerkkind Hamming-graafit H(n, 2) kunn = 1,2, 3, 4.

Tehtivi 26 (c)

Oletetaan, ettd kaupunkeja on n kappaletta. Mallinnetaan kauppamatkustajan
mahdollisia kierroksia joukon {0,1,2,...,n — 1} permutaatioina. Tilloin per-
mutaation 7 € S, = X listaesitys [7(0),7(1),...,7(n — 1)] kertoo missd jir-
jestyksessid kaupungit kiydidin lipi: lihdetién kaupungista 7(0), sitten kaupun-
kiin 7(1), ..., kunnes palataan kaupungista w(n — 1) takaisin kaupunkiin 7 (0).
Miéiritellddn naapurusto siten, etti kaksi permutaatiota 7y, m € X ovat toisten-
sa naapureita jos ja vain jos toinen saadaan toisesta yhden transposition avulla
(ts. toinen saadaan toisesta vaihtamalla kahden kaupungin paikkaa permutaation
listaesityksess).

Muodostuva konfiguraatiograafi on transpositioiden generoima symmetrisen ryh-
min Cayley-graafi. Cayley-graafin T'(S,,T,) solmuina ovat kaikki joukon
{0,1,2,...,n — 1} permutaatiot 7 € S,,. Permutaatioiden 7, w5 € S, viililld on
kaari jos ja vain jos ] 'my € T}, missii T}, on kaikkien joukon {0,1,2,...,n — 1}
transpositioiden joukko. Kuvassa 4 esimerkkini Cayley-graat I'(S,,, T;,) kun n =
2,3, 4.

Tehtivi 26 (d,e)

Oletetaan (d)-kohdassa, ettd annetussa graafissa on 2n solmua. Graafinosituson-
gelman hakuavaruudeksi X' voidaan valita esimerkiksi kaikki annetun solmu-
joukon n-osajoukot. Tillsin kulloisenkin osituksen muodostavat tarkasteltava n-
osajoukko ja sen komplementti. Vastaavasti (e)-kohdan klikkihaun tapauksessa
hakuavaruudeksi X’ voidaan valita esimerkiksi kaikki solmujoukon k-osajoukot.
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o 1 o1 11
010 110
001 101
e )
0 1 00 10
000 100
0 1 0111 1111
0100 1100 0101 1101
0010 1010 0011 1011
0000 1000 1 1

Kuva 3: Hamming-graafit H(n,2) kunn =1,2,3,4.

Naapuruusto voidaan jilleen méiritelld minimimuutosperiaatteella: osajoukot
ovat toistensa naapureita jos ja vain jos toinen saadaan toisesta lisddmiilld yksi
ja poistamalla yksi alkio.

Muodostuva konfiguraatiograafi on Johnson-graafi J(v, k): graafin solmuina ovat
kaikki joukon {1,2,...,v} k-osajoukot; kahden solmun Ei, Es vilillid on kaari
jos ja vain jos |Ey N Ey| = k — 1. Kuvassa 5 esimerkkini Johnson-graafit .J(4, 2)
ja J(5,3).

Tehtivi 27

Tarkastellaan ominaisuuksia graafiluokka kerrallaan.

1. Hamming-graafi H(n, q)

(a) Solmujen lukumiiri on selvisti ¢™.

(b) Jokaisella solmulla on n(g — 1) naapurisolmua, koska poikkeava koor-
dinaatti voidaan valita n tavalla, ja poikkeava koordinaattiarvo ¢ — 1
tavalla.
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*———o 012 210
01 10
102 120
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Kuva 4: Cayley-graafit I'(S,,, T,,) kun n = 2, 3, 4.

(c) Hamming-graafi on kytketty. Mielivaltaisesta solmusta pééstdan mie-
livaltaiseen solmuun graafin kaaria pitkin muuttamalla lihtsolmun
koordinaattiarvot koordinaatti kerrallaan maalisolmun koordinaattiar-
voiksi.

(d) Lyhimmain syklin pituus on 4 kun ¢ = 2, ja 3 kun ¢ > 2. Tdmi
nihdiin

(e) Pisimmin syklin pituus on ¢", ts. graafista 16ytyy sykli, jossa esiintyvit
kaikki sen solmut. Tapauksessa ¢ = 2 tillaisen syklin muodostaa esi-
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124 234
13 23 145 134
34 12 245 123
24 14 345 125
135 235

Kuva 5: Johnson-graafit J(4,2) ja J(5, 3).

merkiksi aiemmin tarkasteltu peilattu Gray-koodi G". Peilatun Gray-
koodin konstruktio yleistyy suoraviivaisesti tapauksiin, missd ¢ on pa-
rillinen. Parittoman ¢:n tapauksessa peilauskonstruktio toimii hieman
muutettuna: Olkoon z, ..., zy pituutta n oleva koodi. Muodoste-
taan pituutta n + 1 oleva koodi seuraavasti:
e Toistetaan kaikille 0 < p < g — 3:
Jos p parillinen, tulosta osakoodi pz1, pzo, . .., pry.
Jos p pariton, tulosta osakoodi pxn, prn_1,...,p21.
e Tulosta osakoodi (¢ — 2)zn, (¢ — 2)zN_1, ..., (q — 2)xa.
e Tulosta osakoodi (¢ — 1)z2, (¢ — 1)x3,..., (¢ — Day.
e Tulosta osakoodi (¢ — 1)z1, (¢ — 2) ;.

(f) Graafin halkaisija on selvisti n, koska misti tahansa solmusta piisee
mihin tahansa solmuun muuttamalla enintiéin n koordinaattipaikkaa.
Toisaalta n koordinaattipaikkamuutosta tarvitaan, jotta padstiisiin esi-
merkiksi solmusta 00 - - - 0 solmuun 11 - - - 1.

2. Cayley-graah I'(S,,, T,)

(a) Koska joukon {0,1,2,...,n — 1} permutaatioita on n! kpl, on graa-
fissa n! solmua.

(b) Joukon {0,1,2,...,n — 1} transpositioita on (g) kpl, joten milld ta-
hansa graafin solmulla on yhti monta naapurisolmua.
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(c) Graafi on kytketty, koska transpositiot generoivat symmetrisen ryh-
man.

(d) Tapauksessa n = 2 graafissa ei ole syklejd. Muutoin lyhimmén syklin
pituus on enintiéin 4: permutaatiot

m, w(0,1), m(0,1)(1,2), =(0,1)(1,2)(0,1)

muodostavat 4-syklin, koska 7(0,1)(1,2)(0,1)(0,2) = 7. Toisaalta
graafi ei voi sisiltdd 3:n mittaista syklid, koska tilloin syklin kaaria vas-
taavat 3 transpositiota muodostaisivat identiteettipermutaation, miki
on mahdotonta koska identiteetti on parillinen permutaatio.

(e) Pisimmin syklin pituus on n!, joka saadaan esim. Trotter-Johnson mi-
nimimuutosjirjestyksesti.

(f) Graafin halkaisija on n — 1, silli miki tahansa permutaatio voidaan
esittdd enintdéin n — 1 transposition tulona. Toisaalta esimerkiksi iden-
titeetistd n-sykliin (0,1,2,...,n — 1) piddsemiscksi tarvitaan ainakin
n — 1 transpositiota.

3. Johnson-graafi J(v, k)

(a) Solmuja on yhtid monta kuin v-joukolla k-osajoukkoja, ts. (}) kpl.

(b) Annetusta v-joukon k-osajoukosta voidaan ottaa alkio pois k:lla taval-
la, ja sithen lisiitd poistetusta poikkeava alkio v — k tavalla. Niin ollen
kaikilla solmuilla on k(v — k) naapurisolmua.

(c) Graafi on kytketty, koska on selvii etti alkioita lisddmiilld ja poistamal-
la miki tahansa k-osajoukko voidaan muuttaa miksi tahansa toiseksi
k-osajoukoksi.

(d) Tapauksissa v = k tai v = 2 graafissa ei ole sykleji. Lyhimmin syklin
pituus on selvisti 3, koska {x, y}, {x, z}, {y, 2} ovat toistensa naapu-
reita kun k& > 2. Tapaus k = 1 on suoraviivainen.

(e) Pisimmin syklin pituus on (}), mikd saadaan esim. revolving door

-minimimuutosjirjestyksesti (kirjan s. 48-52).

(f) Graafin halkaisija on enintéén &, miki saavutetaan kun graafista on
loydettivissd kaksi solmua, jotka eivit leikkaa toisiaan. Niin on sel-
visti tismilleen silloin kun v > 2k. Kun v < 2k, mielivaltaiset kak-
si k-osajoukkoa leikkaavat ainakin 2k — v pisteessid. Niin ollen graa-
fin halkaisijaksi saadaan yleisessi tapauksessa k¥ — max(2k — v,0) =
min(k,v — k).
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Tehtivi 28

Kuten tehtivissi 22, tissikiin esitetyt ratkaisut eivit vilttimiitti ole kaikissa ta-
pauksissa parhaita mahdollisia. On syyti kokeilla erilaisia ratkaisuja ja valita se,
joka toimii tarkasteltavissa ongelmainstansseissa parhaiten.

(a) Esimerkiksi: Lisiittyd kaarta ei saa poistaa seuraavalla n askeleella. Poistettua
kaarta ei saa lisiti seuraavalla m askeleella. Parametrit n ja m tiytyy virittdd
sopiviksi ongelmainstanssista riippuen.

=

Esimerkiksi: Jos solmun viiri on muutettu esim. véristd v; viriin v, ei sitd saa
muuttaa seuraavalla n kierroksella viriin v;. Vaihtoehtoisesti: Jos solmun v
vidrid on muutettu, ei solmun v viriin saa koskea seuraavalla n kierroksella.
Tami rajoittaa hakua enemmiin kuin edellinen ehto.

(¢) Jos solmut v ja ve on vaihdettu keskenin, niin titd paria ei saa vaihtaa uu-
delleen seuraavan n:n kierroksen aikana. Vaihtoehtoisesti: Jos v on siirretty
osituksesta toiseen, niin sitii ei saa siirtdi seuraavan n kierroksen aikana.

(d) Jos k = 1, voidaan kiyttii suoraan edellisen kohdan tabuehtoja.

Jos k > 1, on tilanne mutkikkaampi: voidaan kiyttdd samaa tabulistaa kuin
edelld, mutta se saattaa rajoittaa valittavia siirtoja litkaa. Yksi mahdollisuus
olisi tarkastella summaa Sy = >~ ., a. Jos jonkin siirron jilkeen S =
seuraavan n:n kierroksen ajan sellaiset siirrot, joiden jilkeen S; = z, ovat
kiellettyji. Tdma taas ei toimi silloin jos S;:1ld on vain muutamia mahdol-
lisia arvoja.

Tehtivi 29

Olkoon G mielivaltainen ei-tyhji joukko ja mééritelldidn laskutoimitus (g1, g2) —
g1. Laskutoimitus on selviisti assosiatiivinen (ehto (a)), koska

(G1°92) 93=1 - G2=g1=01-92= 61 (92" 93)-

Valitaan nyt alkioksi 1 mielivaltainen joukon G alkio. Ehto (b) on voimassa, koska
selviisti on g - 1 = g kaikilla g € G. Toisaalta ehto (c) on voimassa, koska voidaan
asettaa g7 := 1 kaikille ¢ € G. Niin ollen jos G:ssi on vihintiin 2 alkiota
ykkosalkio ei ole yksikisitteinen.

Jos ehto (b) muutetaan muotoon “on olemassa alkio 1 € G, jolle piitee 1 - g = g

kaikilla g € G voidaan ykkosalkio osoittaa yksikisitteiseksi: Valitaan mielivaltai-

nen g € G ja otetaan kiyttoon lyhennysmerkinnit g1g2 := g1 - g2, ¢’ == g ' ja
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g" := (¢g7")~'. Nyt saadaan ehtojen (a—c) perusteella

gl =1(g1) = (19)1 = ((¢"9)9)1 = (¢"(g'9)1 = (¢"1)1 =

=g"(11) =¢"1 =¢"(g'9) = (9"9")9 = 19 = 9,
joten 1g = g1 = g kaikilla ¢ € G. Niin ollen jos on olemassa alkiot 1 € G ja
1" € G, jotka molemmat tiyttivit ehdot (b) ja (c), voidaan péitelld 1’ = 11" = 1.
Kun ykkésalkio on todettu yksikisitteiscksi, voidaan vasen kiinteisalkio osoittaa
myds oikeaksi kidnteisalkioksi kiyttimilld aksioomia (a—c):

99" = g(1¢') = (91)g’ = (9(d'9))g’ = ((99")9)g" = (99')(99"),

joten on oltava g¢g’ = 1. Nyt kiiéinteisalkion yksikisitteisyys voidaan todeta seuraa-
vasti:
/

9 =91=4(9d) =997 =19 =9"

Tehtivi 30

Jos H on direllisen ryhmin G aliryhmi ja {g, ..., g, }ryhmin H vasen trans-
versaali G, niin méiritelmin mukaan joukko {¢1H,...,g,H}, missi ¢;H :=
{gih | h € H} kaikilla¢ = 1,...,n, on joukon G ositus (G:n jako ei-tyhjiin
pistevieraisiin osajoukkoihin). Valitaan nyt jokin g € G. Koska joukot g; H ositta-
vat joukon G, on olemassa yksikisitteinen ¢, jolle g € ¢; H. Edelleen on olemassa
yksikisitteinen h € H jolle g = g;h, koska jos on g;h = g = g;/, voidaan péitelld

h=1h= (g, g:)h = g; ' (g:h) = g; ' (g:h') = (g 'gi)h' = 1" = .

Niin ollen jokainen g € G voidaan esittii yksikisitteisesti muodossa g;h, mis-
si h € H. Vastaavalla piittelylli voidaan nyt todeta, etti em. esityksen h €
H voidaan esittii yksikisitteisesti muodossa h = hjk, missi k € K ja h; €
{hi,..., hy}. Piittelyd voitaisiin selvisti jatkaa myds tisti eteenpiin jos K:lla
olisi aliryhmi jne.

Edellisen kaltaisesta esityksestd on hyétyé, jos halutaan esimerkiksi kisitelld d4-
rellisid ryhmii tietokoneella. Télloin ryhmié voidaan kisitelld kokoelmana trans-
versaaleja tietyn aliryhmiéketjun suhteen. Esim. Schreier-Sims esityksessi (kirjan
kappale 6.2.3) aliryhmiiketju koostuu sisikkiisisti pisteen stabiloija-aliryhmisti.
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Tehtivi 31 (a)

Koska a kuvaa alkion 0 alkiolle 1, etsitidn hg € Uy, joka kuvaa alkion 0 al-
kiolle 1. Sellainen 16ytyy: ho = (0,1,3,6)(2,5,9,7)(4, 8). Kertomalla « timiin
kiiénteispermutaatiolla saadaan hy'er = (0)(1,7,9,5, 3,8, 4,2)(6). Koska tissi 1
kuvautuu 7:le, etsitiin hy € U, joka kuvaa 1:n 7:le. Sellainen loytyy: hy =
(1,7,3,2,6,4)(5,8,9). Nyt h7'hgla = (0)(1)(2,4,3,5,7,8,6)(9). Koska tissi
2 kuvautuu 4:lle, etsitdidn hy € Uy, joka kuvaa 2:n 4:lle. Sellaista ei 16ydy, joten
aé¢G.

Tehtivii 31 (b)

Koska 3 kuvaa alkion 0 alkiolle 1, etsitiin hy € Uy, joka kuvaa alkion 0 al-
kiolle 1. Sellainen l6ytyy: hg = (0,1,3,6)(2,5,9,7)(4,8). Kertomalla § timin
kiéinteispermutaatiolla saadaan hy'3 = (0)(1,7,4,6,9,2)(3,8,5). Koska tissi 1
kuvautuu 7:lle, etsitddn hy € U, joka kuvaa l:n 7:lle. Sellainen loytyy: by =
(1,7,3,2,6,4)(5,8,9). Nyt Ay hy '8 = (0)(1)(2,4)(3,5,7,6,8,9). Koska tissi
2 kuvautuu 4:lle, etsitdidn hy € Us, joka kuvaa 2:n 4:lle. Sellaista ei 16ydy, joten
3¢a.

Tehtivi 31 (c)

Koska ~ kuvaa alkion 0 alkiolle 3, etsitdin hg € Uy, joka kuvaa alkion 0 alkiol-
le 3. Sellainen 16ytyy: hg = (0,3)(1,6)(2,9)(5,7). Kertomalla  timin kdin-
teispermutaatiolla saadaan hy'y = (0)(1,2)(3,7)(4,6)(5,8)(9). Koska tissi 1
kuvautuu 2:le, etsitddn hy € U, joka kuvaa 1:n 2:lle. Sellainen loytyy: hy =
(1,2)(3,4)(6,7). Nyt hithgty = (0)(1)(2)(3,6)(4, 7)(5,8)(9). Tissid 2 kuvau-
tuu 2:lle; etsitidéin hy € Us, joka kuvaa 2:n 2:le. Sellainen loytyy: hy = I. Nyt
hy'hithgty = (0)(1)(2)(3,6)(4,7)(5,8)(9). Koska tissi 3 kuvautuu 6:lle, etsi-
tddn hy € Us, joka kuvaa 3:n 6:lle. Sellainen 16ytyy: ks = (3,6)(4,7)(5,8). Nyt
hythythithy'y = 1. Tami kuvaa kaikki alkiot itselleen, ja I € U, kaikillen > 4,
joten v € G.

Ryhmiin G koko on |U| - |Uh] - |[Us| - [Us| - ... - [Us] =10 -6 - 2 = 120.
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Tehtivi 32

Nimetiidn aluksi kuution kuusi sivutahkoa jollakin tavalla (esim. kansi, pohja,
etu, taka, vasen, oikea); kiytetiiin tissd tapauksessa kuitenkin kokonaislukuja 1,
2,3, 4,5, 6 kuten alla:

Tilloin miki tahansa kuution sivujen numerointi kokonaisluvuilla 1, 2, 3, 4, 5, 6
voidaan esittii joukon {1, 2, 3,4, 5, 6} permutaationa 7: sivutahkoon ¢ kiinnitetty
numero on 7(z) kaikillai = 1,2, 3,4, 5, 6.

Kuution symmetrian vuoksi tillsin oleellisesti sama kuutio esiintyy kuitenkin
useampaan kertaan. Esimerkiksi

koska 7’ saadaan m:sta kiertimilld kuutiota sivujen 3 ja 4 keskipisteen lipi kul-
kevan akselin ympiri 90 astetta. Témi vastaa sivatahkojen nimien permutaatiota
~v = (1,5,6,2). (Sivutahko ¢ kiertyy sivutahkoksi () kaikilla¢ = 1,2,3,4,5,6.)
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Permutaatiot (1,5, 6,2) ja (1,4, 6, 3) generoivat kuution sivutahkojen kaikki 6 -
4 = 24 kiertosymmetriaa:

I (2,3,5,4), (2,4,5,3),
(2,5)(3,4), (1,2)(3,4)(5,6), (1,2,3)(4,6,5),
(1,2,4)(3,6,5), (1,2,6,5), (1,3,2)(4,5,6),
o) (1360, (1,3)(2,5)(4,6), (1,3,5)(2,6,4),
- (1,4,2)(3,5,6), (1,4,6,3), (1,4)(2,5)(3,6),
(1,4,5)(2,6,3), (1,5,6,2), (1,5,4)(2,3,6),
(1,5,3)(2,4,6), (1,5)(2,6)(3,4), (1,6)(3,4),
(1,6)(2,3)(4,5), (1,6)(2,4)(3,5), (1,6)(2,5)

Kuution numeroinnit 7 ja 7’ ovat nyt symmetriaa vaille samat jos ja vain jos
on olemassa v € G siten, etti 7 = my~L. Edellinen on ekvivalentti ehdon
717’ € G kanssa, joten saadaan, etti numeroinnit 7 ja 7’ ovat samat jos ja vain
jos ne kuuluvat samaan G:n vasempaan sivuluokkaan symmetrisessi ryhmissi
Sym({1,2,3,4,5,6}).

Ryhmin G sivuluokkien lukumdiriksi ryhmiissi Sym({1,2,3,4,5,6}) saadaan
Lagrangen lauseen (kirja s. 193, Lause 6.2) perusteella

Sym({1,2.3,4,5,6) 6 70

€ T o T

Sivuluokkien jokin vasen transversaali voidaan méirittédd esimerkiksi kirjan algo-
ritmilla 6.17 (s. 224), joka laskee juuri vasemman transversaalin; titi ei erikseen
mainita kirjassa.
[1.2,3,4,5,6], [1,2,3,4,6,5],
[1,2,3,5,6,4, [1,2,3,6,5,4],

I, [1,2,3,5,4,6], [1,2,3,6,4,5],

]
[1,2,5,3,4,6], [1.2,6,3,4,5],

]

]

]
1,2,4,3,5,6], [1,2,4,3.6,5,
1,2,5,3,6,4], [1,2,6,3,5,4],
[1,2,4,5,3,6], [1,2,4,6,3,5), [1,2,5,4,3,6], [1,2,6,4,3,5],
(1,2,5,6,3,4], [1,2,6,5,3,4], [1,2,4,5,6,3], [1,2,4,6,5,3],
(1,2,5,4,6,3], [1,2,6,4,5,3], [1,2,5,6,4,3], [1,2,6,5,4,3],
(1,6,2,3,4,5], [1,6,2,3,5,4], [1,6,2,4,3,5], [1,6,2,5,3,4]
(1,6,2,4,5,3], [1,6,2,5,4,3].

[
[
[
[
[
[

Dodekaedri koostuu 12 5-kulmiosta (kuva alla), ja sen kiertosymmetriaryhmén
koko on 12 - 5 = 60. (Kiinnitetdén jokin dodekaedrin sivutahko ja sen naapuri-
tahko. Miki tahansa 12 sivutahkosta voidaan kiertdd kiinnitetyn tahkon paikal-
le, jonka jilkeen naapuritahko voidaan valita 5 tavalla. Kaksi kiinnitettyi tahkoa
midridvit yksiksitteisesti kiytetyn kierron.)
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Dodekaedrille erilaisten numerointien mériksi saadaan siis

12! 479001600
— = ———— = 7983360.
60 60

Tehtivi 33

Olkoon P joukon X = {1,2,..., 19} ositus
{{1,2,3,4,5},{6,7.8,9,10}, {11,12, 13, 14,15}, {16,17, 18, 19} }.

Kaikki joukon X annetut ehdot tiyttivit ositukset voidaan selvisti muodostaa osi-
tuksesta P nimeidmilli siind esiintyvit pisteet uudestaan. Toisin sanoen, kaikkien
ehdot tiyttdvien ositusten joukko on osituksen P rata ryhmin G = Sym(X) suh-
teen, missi permutaatio 7 operoi ositukseen P nimeiimiilli sen pisteet uudelleen.
Esimerkiksi

P ={{1,3,4,5,7},{2,6,8,10,12}, {9, 11, 13, 14, 15}, {16, 17, 18, 19} }
saadaan P:sti vaihtamalla pisteet 2 ja 7 scki 9 ja 12 keskeniin, ts. P’ = 7w(P),
missd 7 = (2,7)(9,12).

Rata-stabiloijalauseen (kirja s. 213, Lemma 6.9) perusteella saadaan radan G(P)
pituudeksi
e

IGpl’

|G(P)|
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missd Gp on se Gn aliryhmi, joka koostuu kaikista permutaatioista jotka stabi-
loivat osituksen P, ts.

Gp={meG|n(P)= P}

Nyt |Gp| = 3!(5!)*4!, koska osituksen P 4- ja 5-osajoukkojen sisiltoji saa permu-
toida mielivaltaisesti osituksen P muuttumatta; lisiksi 5-osajoukot voi jirjestid
keskeniin 3! tavalla. Erilaisten osituksien lukumairiksi saadaan siis

19! 121645100408832000

P — =
|G(P)] 31(50)341 248832000

= 488864376.

Tehtiivii 34 (a)

Annetun nelion symmetriaryhmi G on isomorfinen dihedraaliryhméin Dg kans-
sa. Ryhmin muodostavat permutaatiot

g0 = (OMER)B)H)(B)(6)(7)(8)
g1 = (0,2,8,6)(1,5,7,3)(4)

g2 = (0,8)(1,7)(2,6)(5,3)(4)
g5 = (0,6,8,2)(1,3,7,5)(4)

g1 = (0,2)(3,5)(6,8)(1)(4)(7)
g5 = (1,5)(0,8)(3,7)(2)(4)(6)
g6 = (0,6)(1,7)(2,8)(3)(4)(5)
gr = (1,3)(2,6)(5,7)(0)(4)(8)-

Permutaatioiden tyypit ovat

(9,0,0,0,0,0,0,0,0
(1,0,0,2,0,0,0,0,0
(1,4,0,0,0,0,0,0,0
(3,3,0,0,0,0,0,0,0

type(go
type(gi,3
type(gs
type(gas.6,7

—_ = T
==

Montako 5-osajoukkoa kukin permutaatio kuvaa itselleen? Jos permutaation min-
ki tahansa syklin jokin alkio kuuluu osajoukkoon, kaikkien ko. syklin alkioiden
on kuuluttava osajoukkoon, jotta permutaatio kuvaisi osajoukon itselleen. Laske-
taan siis, montako tapaa on valita permutaation sykleji siten, etti syklien yhteen-
laskettu pituus on 5.
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X5(90) = (

)
Xs(g13) = G) =2
X5(92) = (2)

s = () +€)) -

Burnsiden lemmalla (kirjan s. 215, Lause 6.10)

1
Ny = €l Z Xk (9)

geG

saadaan N5 = £(126 +2-2+6+4-12) = 23.

Tehtivi 34 (b)

Muodostetaan k-osajoukkojen ratojen edustajajoukot Ry, kun 0 < & < 2. Joukko
R, tulee olemaan vastaus tehtiviin.

Ry = {0}, silli tyhjd joukko on ainoa 9 alkion osajoukko, jonka koko on 0. Lisi-
tidn nyt vuorollaan kuhunkin Ry:n alkioon kukin alkioista {0, . .., 8} ja lisdtién
syntynyt tulos joukkoon Ry, ellei joukossa Ry ole jo leksikografisessa jirjestyksessi
aikaisemmin tullutta 1-osajoukkoa samalta radalta.

Otetaan nyt vuorollaan kukin Ry:n joukoista ja lisitién sithen vuorollaan kukin
alkio, joka on suurinta joukon alkiota suurempi. Lisitdéin syntynyt joukko Ro:een,
ellei sielli jo ole aikaisempaa 2-osajoukkoa samalta radalta.

{0,1} {0,2}  {0,5}
—~ —~N AN

Ry ={ {0,1},{0,2},{0,3},{0,4},{0,5},{0,6},{0,7},{0,8},
{0,1} {1,3} {05} {0,5}

— P NP N —_
{12}, {1, 3}, {1,4},{1,5},{1,6},{1,7},{1,8},

4 {04y {14} {04}
{4,5},{4,6},{4,7},{4,8} }
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ja jiljelle jd siis
By = {{0.1},{0.2} . {0.4} 0,5} . {0,8}, {13} . {1,4} , {1, 7}}.

Huomautus: Ylld Ry1:4 konstruoitaessa riittdi lisdtid edellisen Ry:n joukkoihin
vuorollaan aiempia suuremmat alkiot, silli tissd algoritmin versiossa kunkin ra-
dan edustajana on aina radan leksikografisessa jirjestyksessi pienin alkio. Jos
(k + 1)-osajoukko S € Ryy1 on ratansa leksikografisessa jirjestyksessid pienin
alkio, pitee, etti joukko S" = S\ {max (S)} on myds ratansa pienin alkio, ts.
S’ € Ry. Tisti seuraa, ettd jokainen Ryy1:n alkio voidaan konstruoida jostakin
Ry alkiosta lisddmalli sithen aiempia suurempi alkio.

Tehtivi 35

Graafin G automorfismiryhmissd Aut(G) on 48 alkiota:

I (0,2,3,1)(4,6,7,5)  (0,5,3)(2,4,7)
(2,4)(3,5) (0,2,6,7,5,1)(3,4)  (0,5)(2,7)
(1,2)(5,6) (0,3,6)(1,7,4) (0,5,3,6)(1,7,2,4)
(1,2,4)(3,6,5) (0,3,5,6)(1,7,4,2)  (0,5,6)(1,7,2)
(1,4,2)(3,5,6) (0,3,6,5)(1,2,7,4)  (0,6,3)(1,4,7)
(1,4)(3,6) (0,3)(1,2)(4,7)(5,6) (0,6,3,5)(1,4,2,7)
(0,1,3,7,6,4)(2,5)  (0,3,5)(2,7,4) (0,6,5,3)(1,2,4,7)
(0,1,3,2)(4,5,7,6)  (0,3)(4,7) (0,6,5)(1,2,7)
(0,1,5,4)(2,3,7,6)  (0,4,6,7,3,1)(2,5)  (0,6)(1,7)(2,4)(3,5)
(0,1,5,7,6,2)(3,4)  (0,4,5,1)(2,6,7,3)  (0,6)(1,7)
(0,1)(2,3)(4,5)(6,7) (0,4,6,2)(1,5,7,3)  (0,7)(1,6)(2,5)(3,4)
(0,1)(2,5)(3,4)(6.7) (0,4)(1,5)(2,6)(3,7) (0,7)(1,6)(2,3)(4,5)
(0,2,6,4)(1,3,7,5)  (0,4,5,7,3,2)(1,6)  (0,7)(1,5)(2,6)(3,4)
(0,2)(1,3)(4,6)(5,7) (0,4)(1,6)(2,5)(3,7) (0,7)(1,5,4,6,2,3)
(0,2,3,7,5,4)(1,6)  (0,5,6,3)(1,4,7,2)  (0,7)(1,3,2,6,4,5)
(0,2)(1,6)(3,4)(5,7) (0,5)(L,4)(2,7)(3,6) (0,7)(L,3)(2,5)(4,6)

Ryhmiin generoivat permutaatiot (0, 1,3,7,6,4)(2,5)ja (0,1, 3,2)(4,5,7,6). Sta-
biloija-aliryhmiit voi mérittdd joko algoritmisesti ensin generoimalla ryhmille
Schreier-Sims esityksen (huomaa, etti kirjan algoritmissa 6.9 on painovirhe; er-
rata 16ytyy osoitteesta http://www.math.mtu.edu/~kreher/cages.html) ja
tdmin jilkeen kidymiilld algoritmin 6.6 avulla ryhmiin kaikki alkiot lipi ja tulos-
tamalla ne, jotka kuvaavat joukot {0, 7} ja {0, 1, 2, 3} itselleen. Toisaalta ainakin
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joukon {0, 7} stabiloijat

I (1,4,2)(3,5,6) (0,7)(1,5)(2,6)(3,4)
(2,4)(3,5) (1,4)(3,6) (0,7)(1,5,4,6,2,3)
(1,2)(5,6) (0,7)(1,6)(2,5)(3,4) (0,7)(1,3,2,6,4,5)
(1,2,4)(3,6,5) (0,7)(1,6)(2,3)(4,5) (0,7)(1,3)(2,5)(4,6)

on helppo poimia kaikkien ryhmin permutaatioiden listasta suoraan. Stabiloija-
aliryhmén Aut(G) 0,7 koko on siis 12, joten joukon {0, 7} radan ja toisaalta sta-
biloijan vasemman transversaalin koko on

|Aut(G)|/|Aut(G)o.7y| = 48/12 = 4.

Vasemman transversaalin voi méérittdd esim. kirjan algoritmilla 6.17, joka laskee
juuri vasemman transversaalin; titi ei erikseen mainita kirjan tekstissd. Eriiksi
vasemmaksi transversaaliksi saadaan

g =1 g3 = (0,2,
3

(0.2.6.4(1.3.7.5) (0.3.6)(.1.7.4)
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Vastaavasti osajoukon {0, 1,2, 3} stabiloija-aliryhmi Aut(G)o,1,2,3; koostuu per-
mutaatioista

I (0,2)(1,3)(4,6)(5,7)
(1,2)(5,6) (0,2,3,1)(4,6,7,5)

(0,1,3,2)(4,5,7,6)  (0,3)(1,2)(4,7)(5,6) °
(0,1)(2,3)(4,5)(6,7) (0,3)(4,7)

joten osajoukon {0, 1,2, 3} radan pituus ja toisaalta Aut(G)0,1,2,33:n vasemman
transversaalin koko on 48/8 = 6. Eris vasen transversaali koostuu permutaatioista

g =1 g3 = (1,2,4)(3,6,5) g5 = (0,2,6,4)(1,3,7,5)
92 = (27 4)(57 3) g4 = (07 17 37 77 67 4)(27 5) 96 = (07 4)(17 5)(27 6)(37 7) ’

Osajoukon rata ja vastaavat transversaalin alkiot on esitetty alla.

0 | L2
I I I
! | | |
| | | |
15 ,‘) 77777 - 44‘) 7
| r
| L
(e = e e - <5
1 3
(1,24)(36,5)
4 6
p---fF---- ﬁ//
0! )
! |
1 :
7 |5 ! 7
! |
V7 L,
Pm e = e e e m = +
1 3
(0.1.3.7.6.4(2.5) (0.2.6.4(1.3.7.5) (0.M(15)(2.6)(3.7)

Tehtivi 36

Graafit G; = V1, &1) ja Go = (Vs, &) ovat isomorfisia (merkintd: G; = Gs) jos
on olemassa bijektio m : Vi — Vj siten, etti kaikilla u, v € V; piitee {u, v} € &
jos ja vain jos {m(u), m(v)} € &;. Bijektio m on isomorfismi.
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Olkoon F perhe graafeja ja X jokin joukko. Kuvaus ® : 7 — X on invariantti
perheelle F jos kaikille Gy, Gy € F pitee ®(G1) = P(Gs) aina kun G; = G,.
Niin ollen jos ®(G;) # ®(G2) niin on oltava G; % Gs.

Tehtdvin ratkaisemiseksi riittdd siis 1oyt invariantti, joka erottelee annetut graa-
fit toisistaan.

(a) Tallaiseksi kelpaa esimerkiksi graafin astelista (jirjestettynd kasvavaan jir-
jestykseen). Isomorfismin 7 on kuvattava graafin astelista [deg(vy), .. .,
deg(vy,)], kun deg(v;) < deg(vz) < -+ < deg(v,) vastaavalle listalle
[deg(m(v1)), ..., deg(m(vy,))] siten, ettd deg(m(v1)) < deg(m(vg)) < --- <
deg(m(vy,)). Graafeissa tiytyy siis olla yhtd monta solmua, ettid ne olisivat
isomorfiset. Vasemmanpuoleiselle graafille astelista on [2,3, 3,3, 3] ja oi-
keanpuoleiselle [2, 2, 3, 3, 4]. Graafit eivit siis ole isomorfiset.

(b) Tillainen on esimerkiksi kolmioiden lukumiéri graafissa: isomorfismin 7
on kuvattava mielivaltainen kolmio {{u, v}, {u, w}, {v,w}} C & vastaa-
valle kolmiolle {{m(u), 7 (v)}, {7 (u), 7(w)}, {7 (v),7(w)}} C &, joten
isomorfisissa graafeissa G, G> on oltava sama lukumiiri kolmioita. Nyt
huomataan, ettid vasemmanpuoleisessa graafissa ei ole yhtiin kolmiota, ja
oikeanpuoleisessa graafissa on kaksi kolmiota. Niin ollen graafit eivit voi
olla isomorfiset.

Tehtivi 37

Kiytetdin Kg:n symmetriaryhmiind diedraalicyhmii Ds, jonka generoivat per-
mutaatiot (0,1,2,3,4,5,6,7) ja (0,7)(1,6)(2,5)(3,4). (Syklinen ryhmi Cs on
Dg:n aliryhmi, joten Dg-symmetrinen viritys on myds Cg-symmetrinen.) Viri-
tyksen symmetrisyys tarkoittaa sitd, ettd samanviriset kaaret kuvautuvat samanvi-
risiksi symmetriaryhmin alkion operoidessa kaarien solmuihin, ts. jokaiseen Ds-
rataan voidaan kiyttii vain yhti virid.

Graafin Ky kaarijoukon Dg-radat ovat (ks. myos kuva 6)

Ar={{0,1},{1,2},{2,3},{3,4},{4,5},[5,6},{6,7},{0, 7} },

Ay = {{0,2},{2,4},{4,6},{0,6},{1,3},{3,5}, {5, 7}, {1, 7}},

Ag = {{0,3},{0,5}, {1,4},{1,6},{2,5},{2,7},{3,6}, {4, T}},
Ay = {{0,4},{1,5},{2,6},{3,7}}.

3-osajoukoilla on 5 Dg-rataa I'y, ..., T'5, joiden leksikografisesti pienimmiit edus-
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tajat ovat Ratainsidenssimatriisin alkio rivilli i sarakkeessa j kertoo kuinka moneen radan
I'; (vastaavasti 3;) alkioon radan A; mielivaltainen alkio sisiltyy. Esim. radan A

1 =10,1,2}, %2 =1{0,1,3}, % = {0, 1,4}, 7 ={0,2,4}, 7 ={0,2,5}. kaari {0, 1} sisiltyy tismilleen radan I'y 3-osajoukkoihin {0, 1,2} ja {0,1,6}.
Vgstaavasti 4'05_3i011k0i113 on 8 Dg-rataa Xy, ..., Zs, joiden leksikografisesti pie- Haluttu kaariviritys voidaan nyt ratkaista ratainsidenssimatriisien avulla. Selviisti
nimmit edustajat ovat jokainen 3-osajoukko vastaa yksikisitteisesti kolmesta kaaresta koostuvaa kolmiota

ja toisaalta jokainen 4-osajoukko (;1) = 6 kaaresta koostuvaa 4-klikkii. Jos kaarivi-

rityksessi esiintyy jokin kolmio virilld 1, virityksen symmetrian perusteella kaikki
tdmin kolmion kanssa samalla radalla I'; olevat kolmiot on viritetty viirilld 1. Tél-
l6in siis kaikkien mahdollisten radan I'; kolmioihin (3-osajoukkoihin) sisiltyvien
kaarien on oltava viritetty virilld 1. Ratainsidenssimatriisin rakenteen perusteella
21 21 tdmai on selvisti mahdollista tdsmilleen silloin jos vrilld 1 véritettyihin ratoihin
sisiltyvit kaikki ne radat A;, joilla on ratainsidenssimatriisin sarakkeessa j nollas-

o1 = {0,1,27 3}. 09 = {0‘ 1,2,4}, 03 = {0, 1,2,5},
01 =1{0,1,3.4}, 05 = {0,1,3,5}, o = {0,1,3,6},
o7 ={0,1,4,5}, o5 = {0,2,4,6}.

: ¢ ¢ ° ta poikkeava arvo.
4 74 7 Niin ollen virilld 1 voidaan virittdi ratajoukot {A;}, {Ax}, {As}, {As},
{A1, Az}, {Ar, Ay} ja {As, Ay} Koska loput radat pitid pystyd viirittiméian vi-
5 6 5 6 rilld 2 siten, ettd virilld 2 ei esiinny 4-klikkid, saadaan ehdot tiyttavid 2-virityksid
jalkimmiiisen ratainsidenssimatriin perusteella 2 kappaletta: ratkaisussa 1 virite-
z '1 > téin virilld 1 radat {Ay, Ay} ja virilld 2 radat {A,, Az}; ratkaisussa 2 virilld 1
5 0 5 o radat {Az, Ay}, virilld 2 radat {Aq, Aq}.
4 7 4 7
. Tehtivi 38
5 6 5 6

Kiytetiin kirjan kappaleessa 7.3.1. esitettyd algoritmia hieman tarkennettuna.
Kuva 6: Kg:n kaarien Dg-radat.

1. Nimed puussa kaikki solmut 01:ksi.

2-osajoukkojen ja 3-osajoukkojen ratainsidenssimatriisiksi saadaan
2. Niin kauan kuin puussa on enemmiin kuin kaksi solmua, toista seuraavaa.

I, Ty Iy T, Ts
A2 2 2 0 0 (a) Méiriti kaikki ne ei-lehtisolmut, joilla on naapurina enintiin yksi ei-
A, 1T 2 0 2 1 lehtisolmu, ja aseta ndmi solmut joukkoon T'. (Puun solmu on lehti-
Ay 0 2 2 0 2 solmu jos silld on enintéén yksi naapurisolmu.)

Ay 00 4 2 0 (b) Tee kullekin € T seuraavaa:

Vastaavasti 2-osajoukkojen ja 4-osajoukkojen ratainsidenssimatriisiksi saadaan i. Kerii joukkoon Y z:n naapurina olevien lehtisolmujen nimet
sekd solmun 2 nimi, josta on poistettu alku-0 ja loppu-1.

1 Xp Xz Xy N; X Xr Ns ii. Korvaa z:n nimi nimelld, joka saadaan jirjestimilld Y:n alkiot

21 g i f ? Z ; (1) ? leksikografiseen jirjestykseen, liittdmélld ne yhdeksi bittijonoksi,
A2 1 2 9 2 4 38 1 0 ja lisddmalld alkuun 0 ja loppuun 1.
Ai 0 4 2 2 4 0 2 1 iii. Poista 2:n naapurina olevat lehtisolmut.
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3. Jos jiljelld on vain yksi solmu, sen nimi on puun sertifikaatti.
4. Jos jdljellid on kaksi solmua, niiden nimet leksikografisessa jirjestyksessi yh-

teenliitettyind muodostavat puun sertifikaatin.

Algoritmin eteneminen tehtivissd annetuille puille on esitetty seuraavassa kuvas-
sa. Ympyrdidyt solmut ilmoittavat kulloinkin joukkoon 7" kuuluvat solmut.

o1 o1 o1 o
o1 01
01 01 01 o1
01 o1
o1 0 o® 0L 0L
01 ——o 01
o1
01 010101 01 01
01
o1 001011
00101011 01 001011 o1
o—(o—eo
~—@®—o 00101011 001011

001011 01 01

0001011011
0001010110010111
I 0001010110010111
0001011011

Tuloksena saadaan molemmille puille sama sertifikaatti, joten puut ovat isomor-
fiset.
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Tehtivi 39

Kiytetiin kirjassa esitettyd nousevan veden algoritmia (s. 248-252). Algoritmin
kulku on esitetty seuraavassa kuvassa.

A A N N NN NN NN NN NN NN NN NN

0001010112100101110001011011

T
FALAVALNINA AV

INANANNANANANANANANANNANANANANANNANNANANANANANNANANNANANNANNANANANNANNANANANANANANNNN

00010101100101110001011011

AN A AL

00010101100101110001011011
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Tehtivi 40

Olkoon G = (V, £) tarkasteltava graafi. Merkitiin solmun v € V naapurisolmu-
jen joukkoa Ng(v):1la. Miiritellddn osajoukolle T C V:

Dr(v) = [Ng(v) N T,

ts. Dr(v) on solmun v joukossa T olevien naapurisolmujen lukuméiird. Solmu-
joukon V ositus
on tasasuhtainen (equitable) joskaikillaz, j € {0,1,...,|B|-1} pitee Dpj;(u) =
Dpyj)(v) kaikillaw, v € Bl[i]. Jirjestetty ositus B on jirjestettyi ositusta A hienom-
pi jos

e jokaiselle osajoukolle B[i] on olemassa osajoukko A[j] siten, ettd B[i] C

Aljl; ja
e josu € Alir] jav € A[j1], missd i1 < ji, niin tidlloin u € Bliz], v € B[ja),

missd iy < Ja.

Kiintiden vastaavassa tilanteessa voidaan sanoa, etti A on B:td karkeampi osi-
tus. B on aidosti hienompi (aidosti karkeampi) kuin A jos B on A:ta hienompi
(karkeampi) ja lisiksi pitee A # B.

Olkoon A graafin solmujoukon jirjestetty ositus. Ositukselle A on olemassa (osi-
tuksen komponenttien jirjestysti vaille) yksikisitteinen karkein tasasuhtainen osi-
tus B, joka on hienompi kuin A. Allaoleva algoritmi loytidd (erddn) jirjestetyn
karkeimman tasasuhtaisen osituksen B, joka on hienompi kuin A.

1. Aseta B = A.
2. Tallenna B:n osajoukot jirjestyksessd pinoon S.
3. Toista kunnes S = 0
(a) Poista osajoukko T" pinon S piilti.
(b) Toista kaikille B:n osajoukoille Bli]:
i. Aseta L[h] = {v € B[] : Dy(v) = h}kaikillah =0,1,...,|V|—
1.
ii. Jos L sisiltidd enemmin kuin yhden ei-tyhjin joukon, korvaa Bl

el-tyhjilld joukoilla L[0], L[1], L[2],.. ., ja tallenna ko. ei-tyhjit
joukot pinoon S.
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Tehtivin graafin solmujen asteluvut ovat

Solmu |0123456
Asteluku|2 54 4 41 2°

Ositetaan solmut kasvavan asteluvun mukaiseen jirjestykseen

A= [{5}’ {0, 6}: {27 374}’ {1}}

Suoritetaan annettua algoritmia askel kerrallaan. Alkutilassa

00 11 111 0
B = [{5},{0,6},{2, 3,4} {1}]
S = [{5},{0,6},{2,3,4}, {1}]
-~
=T
(kunkin B:n solmun v ylipuolelle on merkitty vastaava arvo Dr(v)). Selvisti mi-
kién osituksen komponentti ei jakaannu, koska Dr(v) on vakio kaikissa kompo-
nenteissa. Tilanne on vastaava seuraavalla askelella:
1. 11 222 3
B =[{5},{0,6},{2,3, 4}, {1}]
S =[{5},{0,6},{2,3,4}).
=T
Kolmannella askelella komponentti {2, 3,4} jakaantuu osiin {3} ja {2, 4}:

B = [{5},{0,6},{2,3, 4}, {1}]
S= [{5},@]

Nyt ositus siilyy muuttumattomana pinon S tyhjentymiseen asti:

B = [{5}. 0,6}, {3}, {2,4}, {1}]
S = [{5}, {3}, {2, 4}).
hnad
B = [{5}, 0,6}, {3}, {2,4}, {1}]
S = [{5}, {3}).
>
B = [{5}, 0,6}, {3}, (2.4}, {1}]
S =[{5})
hnag

Haluttu ositus on siis

B = [{5}7 {07 6}7 {3}~ {274}7 {1}]
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Tehtivi 41

Tehtivin Petersenin graafi on esimerkki erittiin sidnnollisestd graafista, jolle mi-
kién invariantin indusoiva funktio ei osita solmujoukkoa useampaan kuin yh-
teen osaan. Niin ollen esimerkiksi kirjan algoritmi 7.1 tekee brute-force peréyty-
vin haun etsiessdin isomorfismeja riippumatta kiytetyistd invariantin indusoivis-
ta funktioista.

Hieman parempaan tulokseen voidaan piistd esimerkiksi kiyttimilli sertifikaat-
tien médrittimisen yhteydessi esitettyji ideoita. Jokin isomorfismi graafien vilille
voidaan médrittii esimerkiksi laskemalla sertfikaatti molemmille graafeille, ja tal-
lentamalla haun yhteydessi (jokin) solmupermutaatio 7, joka tuottaa pienimmén
sertifikaattimatriisin. (Oletetaan oikeanpuoleisen graafin solmut numeroiduiksi
siten, ettd a — 0, b +— 1, jne.)

Jos permutaatio m € Sym({0,...,9}) tuottaa sertifikaatin vasemman graafin
naapuruusmatriisista A, ja 7 € Sym({0,...,9}) vastaavasti oikeanpuoleisen
graafin naapuruusmatriisista B, saadaan A, [i, j| = Bg,li, j] kaikilla 4, j, koska
graafit ovat isomorfiset ja sertifikaatit siten samat. Nyt

Bli, j] = Bmy(my (i), ma(m3 " ()] = Bro[m3 ' (1), 73 (7)) =
= Am [W;I(i)7 ng(])] = (Aﬂ'l)W;l [7]] = Aﬂﬁr;l [7]}7

joten permutaatio 7,75 ! on haluttu isomorfismi, joka kuvaa vasemmanpuoleisen
graafin solmut oikeanpuoleisen graafin solmuille siten, ettd solmujen naapuruus-
suhteet siilyvit.

Kynilld ja paperilla graafien vilisen isomorfismin voi 16ytdd esimerkiksi tarkaste-
lemalla jonkin solmun ympiristod (erityisesti transitiivisen automorfismiryhmén
tapauksessa timii lihestymistapa toimii hyvin, koska lihtosolmuksi voi valita min-
ki tahansa solmun). Kuvan 7 vasemmanpuolimmaisessa graafissa on tarkasteltu
solmun 0 ympiiristéd, ja oikeanpuolimmaisessa solmun 5 ympiristod: solmun 0
naapureita ovat solmut 1,4 ja 5. Edelleen solmun 1 uusia naapureita ovat solmut
2 ja 6, solmun 4 uusia naapureita ovat solmut 3 ja 9, ja solmun 5 uusia naapurei-
ta ovat solmut 7 ja 8. Jos timi ympiristd piirretdin siteittdin solmun 0 ympirille,
saadaan (eridssi tapauksessa) tulokseksi kuvan vasemmanpuolimmainen graafi.
Jos vastaava konstruktio tehdiin alkuperiiselle oikeanpuoleiselle graafille alkaen
solmusta 7, saadaan (eriissi tapauksessa) selvisti tulokseksi kuvan 7 alimmainen
graafl, josta isomorfismi voidaan nihdi suoraan.

Graafin automorfismiryhmiin koko voidaan médrittia joko kirjassa esitetyilld algo-
ritmeilla (esim. algoritmi 7.2 tai 7.9), tai vaihtoehtoisesti symmetriatarkastelulla.
Kuvan 7 graafien rakenteesta voidaan nihdi, ettd kun lihtssolmu on valittu, voi-
daan sen naapurisolmut selvisti asettaa mielivaltaiseen jirjestykseen, ja edelleen
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jiljellejdavit solmut voidaan jirjestid siten, ettd tulokseksi saadaan sama graaf.
Kun lihtsolmun naapurien jirjestys on kiinnitetty, voidaan vieli selvisti yhden
“haaran” (esim. vasemmanpuoleisessa kuvassa solmun 1 “haaran” muodostavat
solmut 2 ja 6) solmujen jérjestys kiinnittdd siten, ettd jiljelle jddvit solmut so-
pivasti jdrjestimillid tulokseksi saadaan sama graafi. “Haaran” kiinnittimisen jil-
keen timi jirjestys on selvisti yksikésitteinen.

Koska alkuperiiselld vasemmanpuoleisella graafilla on selvisti syklinen kierto-
symmetria, ja toisaalta kuvassa 7 on esitetty identtiset naapurustograafit solmuille
0ja 5, on selvid, ettd naapurustograafin automorfismiryhmén on oltava transitiivi-
nen, ts. samanlaisen naapurustograafin voi aina piirtidé riippumatta lihtosolmus-
ta. Nyt ldhtésolmun voi siis valita 10 tavalla, lihtosolmun naapurien jirjestyksen
3! = 6 tavalla, ja lopuksi yhden “haaran” jirjestyksen kahdella tavalla. Niin ollen
naapurustograafin voi kuvata itselleen tismélleen 10 - 6 - 2 = 120 tavalla.

/N N

N

R

Kuva 7: Petersenin graafien isomorfismi.



