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Combinatorial:
1. of, relating to, or involving combinations
2: of or relating to the arrangement of, operation
on, and selection of discrete mathematical
elements belonging to finite sets or making up
geometric configurations

Algorithm:
a procedure for solving a mathematical problem
(as of finding the greatest common divisor) in a
finite number of steps that frequently involves
repetition of an operation; broadly : a step-by-step
procedure for solving a problem or accomplishing
some end especially by a computer
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Kombinatorisia rakenteita

Lista: kokoelma alkioita tietyssa jarjestyksessa, esim.
X =10,1,3,0]
Joukko: kokoelma eri alkioita, joita ei ole jarjestetty, esim.

X ={1,3,4}. |X| on X:n alkioiden [km.
Karteesinen tulo X x Y = {[x,y]|x e X Ay € Y }.

Osajoukko: Joukko X on joukon Y osajoukko, jos kaikille
x e Xmydsx € Y.Jos |[X| =k, XonY:n
k-osajoukko.

Graafi: G = (V, &), missa V on solmujen ja £ kaarien

joukko. Kukin kaari on kahden solmun joukko.
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Esimerkki: Latinalainen nelid

Joukkojarjestelma: (X, B), missé& X on perusjoukko ja B joukko
X':n osajoukkoja. (esim. X':n ositus)

Latinalainen nelid: n x n-taulukko, jonka

joka rivissa ja sarakkeessa 1 2 3 4
esiintyy kukin luvuista A 21 4 3
Y ={1,...,n} tasan kerran, 341 2
esim. 4 3 2 1
joukkojarjestelméana: X =y x {1, 2,3},
B = {{(yb 1) ’ (yZ’ 2) ) (AY1Y27 3)} ‘y17y2 € y}
Transversaalisommitelma TD (n): (X, B), missa
|X|=3n;X=X1UX2UX3; .)C}lzn;

IBNAj| =1kaikilaB € Bjal <i <3;
kaikillax € &j,y € &], 1 #]onyksi B € B, jolle
{X,y} CB.
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Ongelmatyyppeja

» luettele tietynlaiset kombinatoriset rakenteet
» luettele mahdolliset pokerikadet
» laske, montako tietynlaista rakennetta on

» laske n bitin bindarisanat, joissa ei ole kahta perakkaista
ykkosta

» etsi tietynlainen kombinatorinen rakenne

» varita graafin solmut 3 varilla siten, ettd naapurit varitetdan
eri vareilla
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Hakuongelman variantteja

Selkareppuongelma: Annetaan n esinetta, joiden painot ovat
W1,...Wp ja hyddyt py, ..., pn. Reppuun voidaan
pakata osajoukko S C {1,...,n}, jos
Y ics Wi < M, missad M on repun kapasiteetti.
Tallgin saavutetaan hyoty P (S) = > .5 bi-

1. Voidaanko reppuun pakata jokin esinevalikoima S, jolle
P(S)=P?
(NP-taydellinen paatésongelmal)

2. Konstruoi reppuun mahtuva esinevalikoima, jolle
P(S)="P.

3. Miké& on suurin mahdollinen P (S):n arvo?

4. Milla esinevalikoimalla saavutetaan suurin mahdollinen
P (S):n arvo?
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Ratkaisustrategioita

Ahne algoritmi: rakennetaan ratkaisu valitsemalla joka
askeleella “lyhytnakdisesti paras” vaihtoehto.
Esim. selkareppuongelmassa laitetaan reppuun
tavaroita paino-hyoty-suhteen mukaisessa
jarjestyksessa kunnes reppu tayttyy.

Dynaaminen ohjelmointi: Kun optimiratkaisun osat ovat
vastaavien osaongelmien optimaalisia ratkaisuja,
ratkaistaan ensin osaongelmat ja yhdistellaan
niiden ratkaisut koko ongelman ratkaisuksi.

Hajoita ja hallitse: Jaetaan ongelma osaongelmiksi, ratkaistaan
ne ja yhdistetan ratkaisut.

Peraytymishaku: Kaydaan lapi koko kaikkien mahdollisten
ratkaisujen vaihtoehtopuu.

Paikallinen haku: Koetetaan jotakin ratkaisua pienin askelin
parantamalla I6ytaa lopulta hyva ratkaisu.

Tietorakenteita osajoukoille

Perusjoukon koko? Tarvittavat operaatiot? Alkion lisdys/poisto,
jasenyyden testaus, unioni, leikkaus, alkioiden Ikm, alkioiden
luetteleminen?

> (jarjestetty) linkitetty lista alkioita
» kun perusjoukko on suuri ja osajoukko pieni
» bindaripuut
» kun perusjoukko on suuri ja osajoukko pienehkd
» bittikarttaesitys
» kun perusjoukko on pieni
esim. S = {1,3,11,16} C {0,...,16} voidaan esittaa
bittijonona 01010000000100001, joka voidaan pilkkoa
esim. 8 bitin sanoiksi taulukkoon:

A[0] = 010100005, A[1] = 000100005,
A[2] = 10000000,
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Tietorakenteita graafeille ja joukkojarjestelmille

1. Kaarien joukko

2. Insidenssimatriisi: matriisi, jonka rivit vastaavat solmuja ja
sarakkeet kaaria; alkio on 1, jos vastaava solmu on
vastaavan kaaren paatepiste

3. Naapuruusmatriisi: matriisi, jonka rivit ja sarakkeet
vastaavat solmuja; alkio on 1, jos vastaavien solmujen
valilla on kaari

4. Naapuriluettelo: Annetaan kunkin solmun naapurien
joukko

1. ja 2. soveltuvat my6s joukkojarjestelmille.
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rank- ja unrank-funktiot

Jarjestetaan lottorivit. Monesko lottorivi 3, 8, 12, 14, 15, 32, 38
on? Miké lottorivi on rivi numero 3937483?

Olkoon S joukko joitakin kombinatorisia rakenteita.
Numeroidaanne 0...|S| — 1:
rank : S+ {0,...,|S| -1}
unrank : {0,...,|S| -1} — S

rank (S) =i < unrank (i) =S

» satunnainen s = unrank (random (0. ..|S| — 1))
» kokonaisluku on kompakti esitystapa

successor (S) =t < rank (t) = rank (s) +1

successor (S) = unrank (rank (s) + 1),
kun rank (s) < |S|—1
Rakenteet voidaan kayda lapi successor-funktiolla
unrank (0):sta lahtien.
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Listan leksikografinen jarjestys
Maédritellaan jarjestys listoille | = [s1,Sz,...,Sn] ja
I = [s’l, Sh,... ,5{1,]: Jos toinen lista on toisen alku, lyhempi
edeltad pidempaéa. Muutoin etsitéaén pienin i, jolla s; # s/. Jos
si < s, niin | <I’, ja kaantaen.
Esim. Tarkastellaan kolmen kirjaimen muodostamia listoja,
merk. [A’/B’/C’] ='ABC’.
Olkoon S = {'A’’B’,C’,...;O’}. Maaritellaan jarjestys tavalliseen
tapaan: A < B, jne.
rankg('A’) = 0, rankg(’'N’) = 13; unrankg (7) ='H’.
Nyt jarjestys on ’AAA’<’AAB’'< ... <’O0A'<’000’, ja tassa
erikoistapauksessa saadaan
rank([S15253]) = |S|? rank(s1) + |S| rank(s,) + rank(ss). (vrt.
lukujarjestelma)
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Osajoukkojen leksikografinen jarjestys
Tutkitaan joukon S = {1,...,n}
osajoukkoja.

g [C>)< (OT())] ranl({)(T) Kun T < S, olkoon T:ln
{3} [0: O: 1] 1 karakteristinen vektori o
{2} [0,1,0] 2 x(T) = Xn—1, e ’XO]Z missa
{2,3}  [0,1,1] 3 Xi=1josn—ieT,jax =0,
{1}  [1,0,0] 4 josn—igT.(vrt.
{1,3} [1,0,1] 5 b!Ft!kartt§§§|tys!)_
{1,2} [1,1,0] 6 JafJestet_aa_m Osajouk0F
{1, 72, 3} [1: 1: 1] 7 karakterististen vektorien

mukaisesti leksikografiseen
jarjestykseen.

n—-1
rank (T) = Z x 2!
i=0
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Osajoukon leksikografinen unrank -funktio

Osajoukon leksikografinen rank-funktio Esim. unrank (180):
i r mod 2 T
Esim. rank ({1,3,4,6}): SUBSETLEXUNRANK(N,T) 8 180 0 0
i ieT 2 T—0 7 90 0 0
1 true 128 128 ;
SUBSETLEXRANK(N, T) > false 64 128 fqr i «— n downto 1 6 45 1 {6}
r—o0 3 tue 32 160 ifr mod 2 =1 5 22 0 {6}
fori —1ton ;
. 4 true 16 176 T« TuU{i} 4 11 1 {4.6}
ifieT
fer g2 5 fase 8 176 r— 3] 3 5 1 {346
return r 6 tue 4 180 return T 2 2 0 (3,4,6)
7 false 2 180
8 false 1 180 1 1 1 {113)4!6}

Jos perusjoukko ei ole {1,...,n} (esim. {0,...,n — 1}), voi
kannattaa kuvata perusjoukko {1,... n}:lle.
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Gray-koodit
Gray-koodi on 2" n-bittisen bindarisanan lista, jossa
Minimimuutosjarjestys perakkaisten sanojen Hamming-etaisyys on 1.
Toisinaan toivottavaa: kaksi perakkéista rakennetta eroavat Eras mukava Gray-koodiperhe: - o
mahdollisimman véhan. Osajoukoille etaisyys voi olla G; =[0,1], G, saadaan G;:sta ottamalla siita kaksi kopiota,
s (T, ) = 5T, missa e o e
T1AT, = (T]_ \ T2) U (T2 \ Tl)- yhteen' J P jarestys| P
Esim. joukkojen subsetlexunrank (n,3) = {2, 3} ja '
subsetlexunrank (n,4) = {1}, etaisyys on 3, kun n = 3. 8 gcl)
Osajoukoilla on olemassa jarjestys, jossa perakkaisten ol 11
joukkojen dist on aina 1. Sellaisen jarjestyksen karakteristiset 0|0 ol 10
vektorit muodostavat Gray-koodin. _10]1 Gz =
110 111
1|01
1|00
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GRAYCODESUCCESSOR(N, T)
if |T| is even

return TA {n}
else if max (T) > 1

return T A {max (T) — 1}
else

return undefined

Olkoon koodisanan rank-luvun bin&ariesitys b,_; . ..
vastaavan koodisanan a,_1 ... ao

a; = (bj + bj+1) mod 2 ja bj =

bo ja

,_J La mod 2.
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k alkion osajoukkojen co-lex-jarjestys

S ={1,...,n}. Generoidaan
kaikki (i ) osajoukkoa joissa on
T i? rank (T) K alkIOta .

123 | B.21 0 Esitetadn T C S listana:
(1,2,4) | [4,2,1] 1 T =[t1,...t%],
{1,3,4} | [4,3,1] 2 ti > ti+1, ja jarjeStetaan
12,3,4} | [4,3,2] 3 osajoukot naiden listojen
{1,2,5) 1 15,2.1] 4 leksikografiseen jarjestykseen.
{1,35} | 53,1 | 5 g Jarjestyxse
{(2,3,5) | [5,3,2] 6 Seuraaja: kasvatetaan pieninta
{1,4,5} | [5,4,1] 7 alkiota, jota voi kasvattaa;
{2,4,5} | [5,4,2] 8 minimoidaan sita pienemmét
{3,4,5} | [5,4,3] 9 alkiot.

rank( ) ZI =1 (k+1 |)

rank on riippumaton n:sta!
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k alkion osajoukkojen leksikografinen jarjestys

T ? rank (T)
{1,2,3} | [1,2,3] 0
S ={1,...,n}. Generoidaan kaikki (}) {1,2,4} | [1,2,4] 1
osajoukkoa, joissa on k alkiota. {17272} [iyg,i] g
—
Esitetddn T C S listana: T = [t1,...t], }123:5% {123:5% 4
t < ti;1, jajarjestetddn osajoukot naiden  {1,4,5} | [1,4,5] 5
listojen leksikografiseen jarjestykseen. {2,3,4} | [2,3,4] 6
{2,3,5} | [2,3,5] 7
{2,4,5} | [2,4,5] 8
{3,4,5} | [3,4,5] 9

Seuraaja: kasvatetaan suurinta alkiota, jota voi kasvattaa, ja
asetetaan sita suuremmat alkiot minimiarvoihinsa.

rank (T) = 0 50, (1), missato = 0
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Lex- ja co-lex-jarjestysten yhteys
Kuvataan T C {1,...n} joukoksiT'={n+1—t|t e T}. T:n
lex-jarjestys on T’:n kdanteinen colex-jarjestys, ja kaantaen!

T T’ rank (T) | rankc (T')
{1,2,3} | {5,4,3} 9
{1,2,4} | {5,4,2} 1 8
{1,2,5} | {5,4,1} 2 7
{1,3,4} | {5,3,2} 3 6
{1,3,5} | {5,3,1} 4 5
{1,4,5} | {5,2,1} 5 4
{2,3,4} | {4,3,2} 6 3
{2,3,5} | {4,3,1} 7 2
(2,4,5) | {4,2,1) 8 1
(3,4,5) | {3,2,1} 9 0

Taméan muunnoksen kautta on tehokkaampaa laskea
lex-jarjestyksen rank ja unrank.
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Esimerkki k-osajoukon rank:sta

Jarjestetaan lottorivit leksikografiseen jarjestykseen. Monesko
lottorivi 3, 8, 12, 14, 15, 32, 38 on?

T ={3,8,12,14,15,32,38} C {1,...39}.
T’ = {37,32,28,26,25,8,2]}.

ke (1) = (314 (1) + ()
(%) (57« (27 (1)

= 9179389

+

rank (T) = (379) — 1 —ranke (T)

= 6201549
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Permutaatiot

Permutaatio on tapa jarjestaa alkiot {1, ...,n} eli bijektio
joukolta {1,...,n} itselleen.

7:{1,....,n} —{1,...,n}

X |1 2 3 4 5 6
m(x)|3 5 1 4 6 2
Permutaatio voidaan esittaa listana:
Esim. [3,5,1,4,6,2].

Permutaatio voidaan esittda syklinotaatiossa, jossa suluissa

aina edeltava alkio kuvautuu seuraavalle ja viimeinen
ensimmaiselle, esim.

Esim.

[7(1),7(2),...,7(n)]

7 =(13)(256)(4) = (13)(256)
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Esimerkki k-osajoukon unrank:sta

Jarjestetaan lottorivit leksikografiseen jarjestykseen. Mika
lottorivi on rivi numero 39374837

3937482 = rank (T) = (¥) — 1 — ranke (T')
T/ = unranke ((¥) - 1 - 3937482)

i r st () <r< () [r= ()
7 | 11443454 38 1147982
6 | 1147982 33 40414
5 40414 24 6765

4 6765 22 780

3 780 18 100

2 100 15 9

1 9 10 0

T’ = {38,33,24,22,18, 15,10},
T = {2,7,16,18,22, 25,30}
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Permutaatioiden yhdistely

Permutaatiot ovat funktioita ja niitd yhdistella&an kuin funktioita.
Yhdistely tapahtuu siksi oikealta vasemmalle.

(m1m2) (X) = (71 0 m2) (X) = 71 (72 (X))
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Permutaatioiden parillisuus

Yksinkertaisin permutaatio on transpositio (i j), missa i # j.
Permutaatiot voidaan jakaa kahteen luokkaan.

Parilliset permutaatiot voidaan ilmaista vain parillisen maaran
transpositioita tulona, esim.

(123) = (12)(23)

Parittomat permutaatiot voidaan ilmaista vain parittoman
maaran transpositioita tulona, esim.

(1234)=(12)(23)(34)
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Permutaatioiden leksikografinen rank

Jarjestetddn permutaatiot listaesitystensa leksikografiseen
jarjestykseen. Esim.

1,2,3],[1,3,2],[2,1,3],[2,3,1],[3,1, 2], [3,2,1]
Valittaessa listan i:nnettd alkiota on n 4+ 1 — i vaihtoehtoa.

Merkitaan d;:lla, montako valittua pienempdaa vaihtoehtoa oli.
Nyt0<di<ni=n+1-i,ja

rank (r) = » di (n—i)!

Esim. 7 =1[2,4,1,3] = d =[1,2,0,0] ja

rank (1) =1-314+2-21+0-11 =10
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Aputulos

Jos listatd = [dy,...,dy], missa 0 < d; < n; jarjestetaan
leksikografiseen jarjestykseen, niin

rank (d) = Zdi H nj

i=1  j=i+1
successor(d):
unrank(r): I=n
for i = n downto 1: while d; =n; — 1
di < r mod n; le—i—1
r d —d+1
M {—. .
N forj=i+1ton
dj=0

©Harri Haanpaa 2003-2004
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Permutaatioiden leksikografinen unrank ja seuraaja

Vastaavasti unrank (10) antaa ensin d = [1, 2,0, 0], ja siitd
saadaan 7 = [2,4,1, 3].

Seuraaja: Pyritdan olemaan koskematta alkup&aéan alkioihin;
etsitddn listan lopusta lyhin osalista, joka ei ole kaanteisessa
lex. jarjestyksessa. Vaihdetaan osalistan ensimmainen alkio
seuraavan suuremman alkion kanssa, ja kdannetaan osalistan
loppu kasvavaan jarjestykseen. Esim.

[3, 6,2,7,5,4,1| — [3,6,4,7,5,2,1] — [3,6,4,1,2,5,7]
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Permutaatioiden minimimuutosjarjestys:
Trotter—Johnson

Permutaatioiden minimimuutos on vierekkaisten alkioiden
transpositio: [...,i,j,...] = [...,],i,...].
Trotter (1962): lisataan alkioiden

{1,...,n — 1} minimimuutosjarjestykseen
T"1 alkio n seuraavasti. Kopioidaan

kukin T"1:n alkio n-kertaisesti, ja T3
lisdtaan sopiviin véleihin alkio n niin, etta 3
n:n paikat muodostavat siksak-kuvion.
TH=[1,T?=[1,2],[2,1]

w
NNNEFE PP
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Trotter—Johnson rank
TJRank(m,n):
7’ « 7 ilman alkiota n
r — TJRank (7',n — 1)
jos r parillinen:
I < nr + alkioiden lkm n : n oik. puolella
muuten:
r «— nr + alkioiden lkm n : n vas. puolella
returnr
Esim. TIRank([3,4,2,1],4):
r =TJRank([3,2,1],3)
r =TJRank([2,1],2) =1
r pariton;r —3-1+0=3
r pariton;r — 4-3+1=13

©Harri Haanpaa 2003-2004
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1 2 3 47
1 2 4 3
1 4 2 3
3y : 4 1 2 3
Menetelma on tunnettu jo 4 1 3 2
1600-luvun Englannissa 143,73
kirkonkellojen soitossa nimella 1 3 2 4
) 3 1 2 4
plain changes. 3 1 4 2
3 4 1 2
r T 4 4 3 1 2
[17 2, 3] T = 4 3 > 1
[1,3,2] 3 4 2 1
3 2 4 1
-|-3 — [37 17 2] 3 2 1 4
[3,2,1] 2 3 1 4
2 3 41
[27 3, 1] 2 4 3 1
2,1.3] 42 3 1
- - 4 2 1 3
2 4 1 3
2 1 4 3
L 2 1 3 4
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Trotter—Johnson unrank

TJUnrank(r, n):
7'« TJUnrank (|£],n—1)
I < r modn
jos 7’ parillinen:

7w « 7', johon lisatdan n s.e. sen oik. puolelle jaa r alkiota
muuten:

7w « 7', johon lisatdan n s.e. sen vas. puolelle jaa r alkiota
return 7

Esim. TJUnrank(13, 4):
TJIUnrank(3, 3):
TJUnrank(1,2) = [2,1]
1 pariton: lisatdan alkio 3 s.e. sen vas. puolelle jaa
3 mod 3 = 0 alkiota: [3, 2, 1]
3 pariton: lisataan alkio 4 s.e. sen vas. puolelle jaa
13 mod 4 = 1 alkiota: [3,4,2, 1]
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Trotter—Johnson successor

TJSuccessor(m, n):

7'« 7 ilman alkiota n

jos ©’ on parillinen ja n:a voidaan siirtda vasempaan, tehdaan
niin

muuten jos 7’ on pariton ja n:a voidaan siirtaa oikealle, tehdaan
niin

muuten lasketaan TJSuccessor(7’,n — 1) pitden n:& paikallaan
Esim. TJSuccessor([4,3, 1, 2]):

7' = [3,1,2] on parillinen, mutta 4:a ei voi siirtdd vasempaan;
lasketaan [4] +TJSuccessor([3, 1, 2]):

7' = [1, 2] on parillinen, mutta 3:a ei voi siirtdé vasempaan;
lasketaan [3] +TJSuccessor([1, 2]):

7' = [1] on parillinen, ja 2:a voidaan siirtdd vasempaan: [2, 1]
saadaan [4] + [3] + [2,1] = [4,3,2,1]
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Myrvold & Ruskey: rank
Rank:n laskemiseksi pitaa ensin paatella r;:t ja sitten laskea

n

rank (7) = » (1 — 1) (i — 1)!

i=1

Koska 7:n edellisen sivun esitysmuodossa alkiota n
permutoidaan vain vasemmanpuoleisessa transpositiossa,

7 (n) = ry. Nain 7:sté voidaan helposti paatella r,. Sitten
lasketaan (n r,) 7, jossa n kuvautuu itselleen ja oleellisesti jaa
kasiteltavaksi joukon {1,...,n — 1} permutaatio, ja iteroidaan.

©Harri Haanpaa 2003-2004
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Myrvold & Ruskey: unrank
Sen sijaan, etté valittaisiin jokin jarjestys, jolle laskettaisiin sitten
rank- ja unrank-funktioita, Myrvold ja Ruskey valitsivat nopean
unrank-funktion ja kehittivat sita vastaavan rank-funktion.

Perinteinen tapa luoda satunnainen permutaatio:
for i = n downto 1

swap(r (i), 7 (1))
missa r; = random (1, ... ,i). Syntyy permutaatio

T=(Nrm)(n—=21r_1)...(2r2)(1r)

(tassa merkitéaan (i i) = (i) yksinkertaisuuden vuoksi).
Jokaisella permutaatiolla on yksikasitteinen esitystapa tassa
muodossa.

Unrank on yksinkertainen: paatellaan rank:sta ri:ien arvot ja
konstruoidaan permutaatio yll&olevalla algoritmilla.
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Jarjestys ei ole kovin intuitiivinen:

0:2341 6:4123 12:3241 18:1423
14312 7:3124 13:3412 19:1324
12413 8:2431 14:4213 20:4231
12314 9:4132 15:3214 21:1432
:3421 10:2143 16:4321 22:1243
13142 11:2134 17:1342 23:1234

aprowdNBE
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Kokonaislukujen ositus

P (m): monellako tavalla positiivinen kokonaisluku m voidaan
esittdéa positiivisten kokonaislukujen summana

m = a; + ... + an, kun summattavien jarjestyksella ei ole
merkitysta? (tai vastaavastia; > ... > ap)

P(5)=7: 5,4+1, 3+2, 3+1+1, 2+2+1
2+1+1+1, 1+1+1+1+1

P(1)=1,P(2) =2 P(3) =3 P(4)=5P(5) =7,
P(6)::11,P(m)AJ@(?”Vsz/no
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Ferrers-Young-kaaviot

Osituksen Ferrers-Young-kaavio saadaan kirjoittamalla kutakin
a;:ta vastaava maara pisteita omalle rivilleen.

T=44+2+1=D= e o

Kaantamalla rivit sarakkeiksi saadaan vastaava
konjugaattikaavio ja konjugaattiositus:

D" = =7=3+2+1+1

P (m,n):
m:n osituksia, joissa on n osaa, on yhta monta kuin m:n
osituksia, joissa suurin osa on n.
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Ositusten generointi
GENRECPARTITION(M,B,N)
ifm=0
output ([az,...,an])
else
fori =1 to min (B, m):
an41 |
GenRecPartition(m —i,i,N + 1)
RecPartition(m, m, 0)
Parametri m on ositettava kokonaisluku, parametri B on suurin
kokonaisluku, joka voidaan laittaa seuraavaksi kiinnitettavaan
a;:hin rikkomatta suuruusjarjestysta, ja N on jo kiinnitettyjen
arvojen lkm.
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Relaatio |
Selvasti P (m,m) = P (m,1) = 1, kun m > 1; maéaritellaan
P(m,0)=0jaP(0,0) =1.
Teoreema 3.2: Kunm > n > 0,

P(mn)=P(mM-1,n—-1)+P(m—n,n).

Tod. Merkitd&n P (m, n):ll& m:n n-ositusten joukkoa. Jaetaan
P (m, n) kahtia ja maaritellaédn kuvaukset:

josan =1, ¢1 ([as,...,an]) =[a1,...,an-1];

josan > 1, ¢, ([ag,...,an]) =[lar —1,...,an — 1]

®; ja $, ovat bijektioita P (m, n):n osilta joukoille
P(m—1,n—-1)jaP(m—n,n), joten joukkojen alkioiden
lukumaarat ovat identtiset.
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Relaatioita Il
Teoreema 3.3:

P(m,n)=> P(m-n,i

Tod: Jaetaan P (m, n) osiin P (m, n);, joista kuhunkin kuuluvat
ositukset, joissa on tasan i osaa, jotka ovat suurempia kuin 1.

Kullekin 0 <'i < n méaaritelladn bijektio
®; : P(m,n); — P(m—n,i)
seuraavasti:

o ([ag,...,an]) =las — 1,...a — 1]

©Harri Haanpaa 2003-2004
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Rank-funktio P(m,n):lle

std. muoto  kaant. std. muoto

[7,1,1,1] [1,1,1,7]
Jarjestetdédn ositukset (6,2,1,1] [1,1,2,6]
[ai,...,an] kdanteisen [5,3,1,1] [1,1,3,5]
standardimuodon [ay, ..., a;] E‘g; ﬂ H;gg{
mukaiseen leksikografiseen [4.3.2 1] [1.2.3 4]
jarjestykseen. Esim. P(10, 4): [3,3,3,1] [1,3,3,3]
[4,2,2,2] [2,2,2,4]
[3,3,2,2] [2,2,3,3]

Ositukset, joissa ap = 1, tulevat tassa jarjestyksessa ennen
niita, joissa a, > 1. Saadaan

rank ([az, ..., an])

| rank([as,...,an-1]) josan=1
" | rank([ai—1,...,an—1]) +P(m—-1,n—-1) josan>1
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Seuraajafunktio P(m,n):ssa

Partitio [ay, . .., an] on viimeinen, kun a; < a, + 1. Talléin m on
jaettu mahdollisimman tasan n:lla.

Valitussa jarjestyksessa koetetaan pitaa viimeiset alkiot
mahdollisimman muuttumattomina.

Seuraajafunktio:

1. etsitaan listan ensimmainen osalista, joka ei ole tasan
jaettu, ts. pienin i, jolle a; > a; + 1.

2. Kasvatetaan a;:td yhdella ja asetetaan a,,...,aj_;
minimiarvoonsa (= &)

3. Tasmataan summa asettamallaa; =m — ", a;.
Esim.:

[5,5,4,2,1]:llei = 4. Asetetaanas =as+1=3,a3=3,a, =3
jaa; =17-3-3-3—-1=7;saadaan [7,3,3,3,1].

Nimetyt puut
Graafi G = (V, ) on puu, kun se on kytketty ja syklitén. Solmun
v asteluku on niiden kaarien mééara, joissa solmu esiintyy.
Olkoon V = {1,2,...,n}. Tall6in on n"~2 eri puuta, joiden
solmujoukko on V.

Olkoon 7, niiden puiden joukko, joiden solmujoukko on V.
Pruferin vastaavuus:

Priifer : Ty, +— V"2

Priifer 1 : V"2 — T,

©Harri Haanpaa 2003-2004
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Prifer
PRUFER(N, &):
fori=1ton—2:
olkoon v korkeanumeroisin solmu, jonka asteluku=1
etsitdan kaari {v,v’'} € £ ja asetetaan L; — Vv’
poistetaan graafista kaari {v,v’}

Kukin solmu v esiintyy listassa L deg (v) — 1 kertaa. Graafiin jaa
kaari {1,v}, missa v:n asteluku on 1 algoritmin ajamisen
jalkeen.
INVPRUFER(N, L):
lasketaan listasta L solmujen asteluvut
lisdtaan listan jatkoksi ykkonen: Ly_1 <+ 1
fori=1ton—1:
olkoon v korkeanumeroisin solmu, jonka asteluku=1
lisatdén graafiin kaari {v, L;}
vahennetdan v:n ja L;:n astelukua yhdella
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Prifer-esimerkki

Solmujen asteluvut | L; | Kaari

1 5 3 4 [12,1,2,1,31,3] | 8 | {7,8}

— o [1,2,1,2,1,3,0,2] 6 | {5,6}

[1,2,1,2,0,2,0,2] | 8 | {3,8}

[1,2,0,2,0,2,0,1] | 4 | {4,8}

— [1,2,0,1,0,2,0,0] | 6 | {4,6}

5 6 7 8  [1,200,0100] |2 | {26}
[1,1,0,0,0,0,0,0]

Listaesityksesta saadaan helposti rank- ja unrank-funktiot
tulkitsemalla lista n-kantaisena lukuna.
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Catalanin luvut

1 2n
C, =
=av1(n) %,
Catalanin luvut esiintyvat monessa yhteydessa: @ @
» monellako eri tavalla matriisitulolauseke
voidaan suluttaa niin, ettd aina kaksi tekijaa @@
kerrotaan kerrallaan: ((M1 (M2M3)) (Ms4Ms))
» monellako eri tavalla konveksi n + 2-kulmio @@
voidaan kolmioida @ @
» montako sellaista 2n bitin jonoa on, joissa on
n ykkosta ja n nollaa, ja joissa mink&aan @
kohdan vasemmalla puolella ei ole enemman
ykkosia kuin nollia: 000111, 001011, 001101, @@
010011, 010101

T-79.161 Kombinatoriset algoritmit

Catalanin luvuista

Em. kaltaiset binaariluvut
voidaan esittaa vuoristona, joka
ei laske O-tason alle. Esim.

a = 00101101 vastaa vuoristoa

Peilataan ne vuoristot, jotka
laskevat O-tason alle, akselin
y = —1yli alusta siihen asti,
jossa ne ensimmaisen kerran

T VAN

laskevat O-tason alle. Saadaan \/ ——————————————
bijektio O-tason alle laskevienja 1. .~ .~
(—2,0):sta (2n,0):aan A

kulkevien vuoristojen vélille.
Co= () = (Z%) = (1- ak1) &) = i2: (3)
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Catalan-rank ja -unrank

Lasketaan, monellako tavalla vuoriston voi saattaa loppuun
kustakin kohdasta, esim. tapaus Cs:

5 1

4 5 1

3 14 4 1

2 28 9 3 1

1 42 14 5 2 1

0| 42 14 5 2 1 1

o 1 2 3 45 6 7 8 9 10
rank: seurataan vuoristoa; kun se menee oikealle alas, lisataan
rank:iin luku, joka olisi ollut oikealla ylhaalla.

unrank: jos rank > oikealla ylh&alla oleva luku, menn&éan
oikealle alas ja vahennetéan oikealla ylh&alla ollut luku
rank:sta; muuten menndan oikealle ylos

Esim. rank (0010110101) = 22
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Peraytymishakuesimerkki

Selkareppuongelma: Annetaan n esinetta, joiden painot ovat
W1,...Wp ja hyodyt p1, ..., pn. Repun kapasiteetti
on M. Maksimoidaan P(x) = > piX;
rajoitusehdoilla x; € {0,1} ja > wix; < M.

KNAaPsACK1(]):

if | =n:
Konstruoidaan if ST wixi < M:
rekursiivisesti lista CurP — > pixi
[Xo, . ..,Xn_1]. Tass& | on jo i C”rpo >P0ptpé 5
kiinnitettyjen muuttujien x; og:x — [X:f' o]
lukumaara; rekursio else:
kaynnistetaan kutsulla x =1
KNAPSACKl(O). KNAPSACK1(l + 1)

X = 0
KNAPSACK1(l + 1)
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Peraytymishaku

» yleinen menetelm& kombinatorisen haku-, optimointi-,
generointi- tai enumerointiongelman ratkaisemiseen.

» rekursiivinen: toteutetaan tyypillisesti itsedén kutsuvilla
aliohjelmilla, jotka rakentavat ratkaisun askel askeleelta

» taydellinen haku: koko ratkaisuavaruus kaydaan lapi

» karsinta saastaa tarkastelemasta epaoleellisia
hakuavaruuden osia
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Peraytymishaku yleisesti

Monen kombinatorisen ongelman ratkaisut voidaan esittaa
listana X = [Xo,...,Xn_1], Misséa x; € P;, missa P; on &arellinen
xj:n mahdollisten arvojen joukko. Peréaytymishaku konstruoi
joukon Py x Py x ... x P,_1 kaikki alkiot. Haun aikana
konstruoitavan listan pituus vastaa hakusolmun syvyytta
hakupuussa.

Osittainen ratkaisu [Xo, . .., X _1] voi rajoittaa hakua; joskus
voidaan paatella, etteivat jotkin x; € P, voi johtaa kaypiin
ratkaisuihin. Tall6in voidaan karsia hakupuuta ja rajoittaa haku
vaihtoehtojoukkoon C; C Py.
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KNAPSACK2(]):

if | =n:
BACKTRACK(I): if CurP > OptP:
jos [Xo, ..., X_1] on OptP — CurP
e . OptX «— [Xo, . .. Xn—1]
kaypa ratkaisu: il = n:
kasittele se C —0
laske C, else if 1o wixi +w; < M:
kullekin x € C;: C —{0,1}
else:
X «— X C — {0}
BACKTRACK(Il + 1) forx € G:
Xj41 < X

KNAPSACK2(l + 1)
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Klikkien generointi 1

Esilasketaan aluksi kullekin solmulle v apujoukot

Ny ={ueV:{uv}eE}jaG, ={ueV:u>v} Ny,on
solmun v naapurien joukko ja G, on valitussa jarjestyksessé
solmun v jalkeen tulevien solmujen joukko.

Haun aikana X on lista solmuja, jotka muodostavat klikin; N on
X:n solmujen yhteisten naapurien joukko; ja C on yhteisten
naapurien joukko, jotka ovat jarjestyksessa viimeisen X:aan
lisdtyn solmun jalkeen.
ALLCLIQUES(X,N,C):
output X
if N = 0:

X on maksimaalinen
forv € C:

ALLCLIQUES(X + [V],NNNy,C NNy NGy)

ALLCLIQUES([],V, V)

©Harri Haanpaa 2003-2004

T-79.161 Kombinatoriset algoritmit

Klikkien generointi

Klikki on graafin G = (V, £) solmujoukon V sellainen osajoukko
S C Y, etta kaikkien S:n solmuparien x,y € S, x # y valilla on
kaari: {X,y} € €.

Maksimaalinen klikki on Klikki, joka ei ole suuremman klikin
osajoukko.

Maaritellaan peraytymishaku:

[Xo, e ,X|_1] vastaa klikkia S, = {Xo7 R ,X|_1}

C = {V € V\S|_1 : {V,X} € & kaikilla x € S|_1}
= {veC i\ {X1}:{v,x_1} €&}

Ongelma: algoritmi generoi kaikki k solmun Klikit k! kertaa,
kerran kussakin jarjestyksessa! Ratkaisu: maaritelladn
solmuille jarjestys vo < ... < v,_1 ja valitaan

Ci={veC_1:{v,x1} €EAV >X_1}
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Hakupuun koon arviointi

Jos hakupuun joka kohdassa |C;| = c;j, puun koko on

IT| =1+ cp+ CoC1 + CoC1C2 + ...+ CoCy . ..Ch_1. Yleensd nain
ei ole. Kutsutaan hakupuun solmuja nimilla [Xo, . .. X;_1] sen
mukaan, mita valintoja tekemalla niihin pa&staan. Puun kokoa
voidaan arvioida valitsemalla joka askeleella tasajakautuneesti
satunnainen vaihtoehto, jolloin todenn&kdisyys, etta polku
kulkee solmun X kautta, on

1 kunl =0
p(X)= p(f(X))

ctexy kun >0,

missa f([Xo, . .. X1_1])=[Xo, - - - , X|_2] (solmun is&). Merkitaan
m(X) =1, jos X kuuluu polkuun, ja m(X) = 0, jos ei.
Arvioidaan puun kokoa laskemalla
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Vaite: E (N) = |T|. Todistus:

E(m(X))
E(N)=E
Z 200
SR
XGT XeT
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Tasmallinen peitto I

ALLCLIQUES-algoritmissa valitaan solmuille jarjestys. Valitaan
osajoukoille laskeva leksikografinen jarjestys. Merkitdan H;:lla
niiden osajoukkojen joukkoa, joiden pienin alkio oni. H;:n
joukot edeltavat H;_ 1:n joukkoja.

ALLCLIQUES-algoritmissa C; muodostuu solmuista, jotka ovat
jarjestyksessa listassa jo olevien jalkeen ja kaikkien listassa
olevien solmujen naapureita. (tassa: eivat sisalla yhteisia
alkioita ko. osajoukkojen kanssa)

Parannus: jos r on pienin alkio, jota listassa olevat joukot eivat
peit&, suppeampi valintajoukko C/ = C; N H; riittda — muuten ei
alkiota r saada peitettya!
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Tasmallinen peitto (Exact Cover)

Kun annetaan joukko R ja joukko S sen osajoukkoja, voidaanko
valita osajoukkojen osajoukko, joka osittaa R:n?
R={0,....,n—1}.S ={Sp,...,Sm_1}, misséd S; C R kaikilla
i. Onko olemassa S’ C S, jolle Jy.s/ X =S jaSNS; =0, kun
Si, Sj € S’?

Graafin g = (V,€), missaV ={0,...,m—1} ja

&= {{i,i} : Sin'S; = 0}, Klikit vastaavat ongelman
osittaisratkaisuja. Voitaisiin suoraan soveltaa
ALLCLIQUES-algoritmia ja tarkastaa, onko jokin |0ydetyista
maksimaalisista klikeista ratkaisu.
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Rajoitusfunktiot

Optimointitehtavassa hakupuuta voidaan karsia arvioimalla,
miten hyvia ratkaisuja jostakin haarasta voi [6ytya.

Olkoon profit (X) ratkaisun X hyoty. Olkoon P (X) suurin hyéty,
joka voidaan saavuttaa osittaisratkaisun X jalkelaisissa. Olkoon
B (X) helposti laskettava funktio, jolla arvioidaan P (X ):4a s.e.
B (X) > P (X).

BOUNDING(X):
Jos paras aiemmin Idydetty jos X on kéypa ratkaisu:
ratkaisu on X', kasitellaan P profit (X)

e i ) if P > OptP :
osittaisratkaisua X, ja OptP — P
/ : OptX — X
profit (X') > B (X) voidaan __ c
haara karsia, silla B — B(X)

profit(X")>B(X)>P(X), eika kullekinx € C;:

A iA . if B < OptP: # jos karsitaan my6s
X:n JalkelalSten JOUkossa voi return # yhtasuuruudella, testin on
olla X":a parempaa

# oltava tassa, silla
. # OptP voi muuttua
ratkaisua. P

BOUNDING(X + [Xx])
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Rationaaliselkareppu

Eras tapa muodostaa rajoitusfunktio on hdllentaa joitakin
alkuperéisen tehtavan rajoituksista siten, etta ratkaiseminen
helpottuu.

Selkareppuongelma: Annetaan n esinettd, joiden painot ovat
W1,...Wp ja hyodyt py, ..., pn. Repun kapasiteetti
on M. Maksimoidaan P(X) = > piX;
rajoitusehdoilla x; € {0,1} ja > wix; <M.

Rationaaliselkareppuongelma: kuten edelld, mutta vaaditaan
Xj € {0,1}:n sijaan, ettd 0 < x; < 1.
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Selkéareppu

KNAPSACK3(I, CurW): i I .
il = n: (1, Curw) Tama algoritmi olettaa, etta

if S pix; > OptP: B> .>h

OptP «— > pix;
P OptX X satunnaisilla ongelmilla tama
"= r(‘:'l 0 karsinta pienensi hakupuuta
else if CUrW + w1 < M: dramaattisesti (parhaimmillaan
C — {0,1} muttei epatyypillisesti
else: 18953093—180).
C — {0}

B — >, piXi+ RKNAP(PI11, .., Pn, Wit1,...Wn, M — CUrW)

forx € C;:
if B < OptP
return
X1 < X

KNAPSACK3(l 4+ 1, CurW + w4 1X11)
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Rationaaliselkareppu

Annetaan n esinetta, joiden painot ovat wy, . .. w, ja hyddyt
P1,---,Pn- Repun kapasiteetti on M. Maksimoidaan

P(x) = > piX; rajoitusehdoilla 0 < x; < 1ja y wjx < M.
Kokonaislukuarvoisilla p;, wij, M muuttujat x; tulevat olemaan
rationaalisia. Ahne algoritmi antaa optimin:

RKNAP(P1,...,Pn,W1,...,Wn, M)
jarjesta esineet s.e. p1/wy > p2 /W2 > ... > pn/Wp

fori =1ton: -
. M—>" 70 WiX;
Xj < min (1, %)
return > piX;
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Kauppamatkustajan ongelma

TSP1(l):
Annetaan K, = (V,£), n solmun ifl = n:
taydellinen graafi, ja kustannusfunktio C « cost (X)
cost : £ — Z*. Etsi Hamiltonin kierros if C < OptC:

OptC « C

X, jolle cost (X) = > g (x) cost () on OptX — X

pienin. (Hamiltonin kierros on polku,
joka kay kaikissa solmuissa ja palaa ifl = 0:
lahtopisteeseensa.) C — {0}
Hamiltonin kierros voidaan esittaa ~ ©lseifl =1 . .
solmujen permutaationa, ja kierros o0 G iln=1)
voidaan valita alkamaan solmusta O. Ci—Cim1\ {Xi-1}
Kierros 25 1 0 3 4 6 2 voidaan siten

esittaa listana [0, 3,4, 6, 2,5, 1] tai
[0,1,5,2,6,4,3].

for each x € C;:
X «— X

TSP1(l +1)
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Rajoitusfunktioita kauppamatkustajalle

cost-funktio voidaan esittda

. . oo 3 5 8
matriisina M, jossa mj; on 3 o 2 7
kaaren (i, ])(suunnattu!) M = E 2 o 6
kustannus. 8 7 6 oo

MINEDGEBOUND: Lasketaan kunkin sarakkeen (rivin)
pienimmat arvot yhteen; pitddhan jokaiseen solmuun tulla
jostakin (jokaisesta menna jonnekin).

REDUCEBOUND: Jos jonkin rivin (sarakkeen) kaikista alkioista
vahennetaan k, kierroksen pituus pienenee k:lla. Siis: olkoon ¢
sarakkeiden pienimpien alkioiden summa. Vahennetdan kunkin
sarakkeen kaikista alkioista pienin alkio. Lasketaan saadusta
matriisista vastaavasti riveittain r. Nain joka riville ja
sarakkeeseen tulee ainakin yksi 0. Alaraja: ¢ +r
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Rajoituksia maksimiklikkiongelmalle

ALLCLIQUES-proseduurissa C; oli niiden solmujen joukko, jotka
ovat osittaisratkaisun yhteisia naapureita, ja tulevat
jarjestyksessa osittaisratkaisun solmujen jalkeen.

Rajoitus: B (X) = [X]| + |C|
Rajoja graafinvaritysongelmasta: Jos graafin solmut voidaan
varittda k varilla ilman, ettd yhdenkaan kaaren paatepisteet

ovat samanvarisia, sen suurin klikki on kooltaan korkeintaan k
(klikin kaikki solmut ovat naapureita ja siten erivarisia).

Rajoitus: varitetdan solmujen C; indusoima graafi. Jos tama
onnistuu k varilla, B (X) = |X]| + k.

Graafinvaritysongelma on laskennallisesti hankala. Raja
voidaan hakea ahneella algoritmilla: varitetaan kukin solmu
vuorollaan mahdollisimman pieninumeroisella varilla. Tai
voidaan varittaa graafin solmut aluksi, ja tarkastella kustakin
C,:st4, monenko varisid solmuja se sisaltaa.
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Rajoituksia kauppamatkustajalle Il
Osittaisratkaisua X = [Xo, ..., X|_1] vastaava alaraja saadaan
seuraavasti: kasitelladn X:a kuin se olisi yksi solmu, josta
solmuun y siirtyminen aiheuttaa kustannuksen cost ((x_1,Y))
ja johon siirtyminen solmusta aiheuttaa kustannuksen
cost ((Y,Xo))-

Korvataan alkuperaisen matriisin rivi Xq rivilla x,_, ja asetetaan
My,x, = 00. Poistetaan kustannusmatriisista rivit ja sarakkeet
X1y, X121

5
M= 2
00

3 N o

© 3
3 ™
5 2
8 7

N&in ongelma on saatu redusoitua n — | 4+ 1 solmun
suunnatuksi kauppamatkustajan ongelmaksi, johon voidaan
soveltaa edellisia alarajoja.

6 oo
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Haaraudu ja rajoita (branch and bound)

BRANCHANDBOUND(X):
jos X on kaypa ratkaisu:
P « profit (X)

Aiemmin vaihtoehdot x € C, e >8§tt§ -
on kayty lapi OptX « X

mielivaltaisessa
jarjestyksessa. Parempi voi
olla laskea kullekin x:lle

laske By <« B (X + [x])

B (X + [x]) ja tarkastella
vaihtoehdot < vaihtoehdot + [(x, Bx)]

ensin lupaavimpia
vaihtoehtoja NA&in saatetaan jarjesté vaihtoehdot By:n laskevaan

e . jarjestykseen
|6ytaa hyvia ratkaisuja
karsimaan hakua.

laske C;

vaihtoehdot « [ ]
kullekin x € C;:

kullekin (x, Bx) € vaihtoehdot:
if By < OptP:
return

BRANCHANDBOUND(X + [X])

©Harri Haanpaa 2003-2004




T-79.161 Kombinatoriset algoritmit

Dynaaminen ohjelmointi maksimiklikkiongelmassa

for i = n downto 1:
found «— false
MAXCLIQUE([i],Gi N N;)

Etsitaan graafin G = (V, £), P
G — Op

missa V = {1,...,n}.
Ny ={ueV:{u,v} eE}ja if|X|>OptP:
Gy ={ueV:u>v} OptP « [X]

Merkitaan c,:lla suurimman OptX «— X
found «—true

Gy :hen sisaltyvan klikin S return
kokoa. Nyt c;_; € {ci,ci + 1} ja if [X| + |N| < OptP
Ci_1 = Cj + 1 vain silloin, kun return

_ icAlAS for x € N:
Gj_, sisaltaa c; + 1 solmun .

o e s if [X| 4+ cx < OptP:
klikin (johon vaistamatta kuuluu return
solmu i — 1). MAXCLIQUE(X + [X],N N Ny)

if found:
return
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Optimointiongelma
maxP (x)
g(x)<0,j=1...m
xeX
X aarellinen
P (x) on kohdefunktio, ja gj (x) < 0:t ovat rajoitusehtoja. Mika
tahansa x € X on ratkaisu. Jos liséksi g; (x) < 0, x on kdypa
ratkaisu. Jos P (x) > P (x') kaikilla x” € X, g; (x) < 0, ratkaisu
X on optimaalinen.
Sakkofunktiomenetelmalla saadaan epakayvista ratkaisuista
kaypia:
max P (x) — p > @ (g (x))
X e X
X aarellinen,
missd ¢ (y) =0, kuny <0,ja®(y) > 0, kuny > 0. Voidaan
valita riittavan suuri p:n arvo heti aluksi tai kasvattaa y:ta
vahitellen.
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Heuristiset menetelmét

heuristic: involving or serving as an aid to —
problem-solving by experimental and especially
trial-and-error methods; also : of or relating to
exploratory problem-solving techniques that utilize
self-educating techniques (as the evaluation of
feedback) to improve performance

» kun ratkaisuavaruus on liian suuri peraytymishaulle

» etsivat hyvia ratkaisuja yrityksen ja erehdyksen kautta
tekemalla muutoksia aiempiin ratkaisuihin

» sopivat optimointiongelmiin (jos hyva ratkaisu riittédd) ja
hakuongelmiin, mutta eivat yleensa enumerointi- tai
generointiongelmiin
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Yleinen heuristinen menetelma

Heuristisissa menetelmissa keskeinen kasite on naapuristo.
Ratkaisun x naapuristo on N (x) C X. Heuristiikka hy (x)
palauttaa jonkin kayvan ratkaisun x:n naapuristosta tai Fail.

GENERICHEURISTICSEARCH:
X « jokin kdypa x € X
BestX «— x
while not lopetusehto:
y < hy (X)
if y # Fail
X Y
if P (x) > P (BestX)
BestX «— X
return BestX
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Mahdollisia heuristiikkoja

1. etsikaypay € N (x) \ {x}, jolle P (y) on suurin; palauta y
tai Fail, jos ainoatakaan kayp&a ratkaisua ei ole

2. etsikdypay € N (x), jolle P (y) on suurin; jos
P (y) > P (x), palauta y, muuten Fail

3. etsijokin kdypay € N (x)

4. etsijokin kaypay € N (x); jos P (y) > P (x), palauta y,
muuten Fail
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Naapuristoheuristiikat
Maksimoitaessa kullakin iteraatiolla

Steepest ascent: Valitaan x:n kaypa naapuri, jolla
kohdefunktion arvo on suurin, kunnes ei enda
|6ydy naapuria, johon siirryttaessa kohdefunktio
kasvaisi

Hill-climbing: Valitaan jokin x:n kdypa naapuri, jolla
kohdefunktion arvo kasvaa, kunnes sellaista ei
enéa loydy

Molemmat naista pysahtyvat ensimmaiseen paikalliseen
optimiin. Paikallinen optimi on ratkaisu x, jolle patee, etta

P (x) > P (y) kaikilla kayvillay € N (x).

Lokaaleja optimeja voidaan jossakin m&arin vahentaa
laajentamalla naapuristoa, mutta se harvoin poistaa ongelman;
liséksi naapuriston kasvaessa hy (x):n laskenta tulee
tyoladmmaksi.
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Tasainen graafin ositus

Annettu: 2n solmun taydellinen graafi G = (V, €) ja
kustannusfunktio cost : £ — Z* U {0}.

min C {Vo, Vl} = Z cost ({VO7V1})

VoEVp,V1EVL

YV =VyUVs, |Vo’ = ’V1| =n
Esimerkkiratkaisu: Ratkaisuavaruus X olkoon V:n ositusten
Vo, V1], joille [Vo| = | V1| = n. Osituksen x naapuristoksi N (x)
valitaan niiden ositusten joukko, jotka saadaan x:sté siirtdmalla
kummastakin joukosta yksi alkio toiseen. Heuristiikka hy (x)
voisi olla steepest ascent: etsi paras naapuri y; jos
kohdefunktio paranee, palauta y, muuten Fail.
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Naapuristoheuristiikat Il

Great deluge: Valitaan joka iteraatiolla kdypéa naapuri
y € N(x), jolle P (y) > W, miss& W on
vedenpinnan taso. Kasvatetaan W :ta aika ajoin,
kunnes kaypia naapureita ei ole.

Record-to-record travel: Valitaan joka iteraatiolla kdypa naapuri
y € N (x), jolle
P (y) > P (BestX) — D, missa D on vakio.
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Simuloitu jadhdytys
Simuloitu jadhdytys perustuu analogiaan metallin
jaéhtymisesta.
hy (x): Valitaan satunnaineny € N (x). Olkoon
AP =P (y) — P (x). Jos AP > 0, palautetaan y. Jos AP < 0,
palautetaan y todennakoisyydella e2P/T missa T on
systeemin senhetkinen lampdtila; muuten Fail.

Aluksi T on suhteellisen suuri, joten ratkaisua huonontavia
siirtoja hyvaksytaan usein. Haun mittaan lampotilaa lasketaan,
jolloin huonontavia siirtoja hyvaksytaan yha harvemmin.

Yksinkertaisimmillaan voidaan joka iteraatiolla asettaa
T «—aT,missda <1, muttaa~ 1.
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TABUSEARCH
TabulList « ]
valitse kaypa x € X
while not lopetusehto:
T ={y:y € N(x),change(x,y) € TabuList}
N—NQ)\T
etsi kdypay € N jolle P (y) on suurin
X Yy
lisd&a TabuList:iin change (y, X)
poista TabulList:sta kaikki paitsi | uusinta alkiota
if P (X) > BestP
BestP «— P (X)
BestX «— X
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Tabu-haku

Heuristiikka, jossa valitaan x:n kdypa naapuri, jolla
kohdefunktion arvo on suurin, siirtyy kylla pois paikallisesta
optimista, mutta palaa usein heti takaisin. Siksi tabu-haku:

hn (x): Valitaan x:n k&ypa naapuri, jolla kohdefunktion arvo on
suurin, kuitenkin perumatta mitaan viimeisen | iteraation aikana
tehtya muutosta.

change (X,y) kuvaa muutosta, joka tehdaan siirryttdessa x:sta
sen naapuriin y:hyn.
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Geneettiset algoritmit

Sen sijaan, etta yllapidettaisiin yhta senhetkista ratkaisua,
voidaan yllapitaa kokonaista populaatiota. Uusia ratkaisuja
saadaan risteyttdmalla vanhoja ja mutatoimalla niita.

Risteytyksesséa kahdesta ratkaisusta saadaan kaksi uutta
ratkaisua. Mutaatiossa ratkaisu x korvataan jollakin
naapurillaan; x < hy (x).
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GENETICALGORITHM
valitse alkupopulaatio P
while not lopetusehto:
QP
laske risteytettavien parien lista R
for (w,x) € R
(y,z) = risteytys (W, X)
y < hn(y)
z —hy (2)
Q—Qu{y,z}
P — Q:n popsize parasta yksiloa
b «— Q:n paras yksilo
if P (b) > P (BestX)
BestX — b
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Permutaatioiden « ja [ risteyttamiseksi voidaan valita
1<j<k<n,ja
PARTIALLYMATCHEDCROSSOVER(N, &, 3, ], k)
5
fori =jtok:

v+~ (& Bi)v

6 (ai Bi)d
Risteytyksen tulokset eivat aina ole kaypia ratkaisuja. Voidaan
1) soveltaa sakkofunktiomenetelmaa
2) raataloida ongelmalle risteytysfunktio, jolla jalkeldiset ovat
aina kaypia.
Parinmuodostus: populaation ratkaisut voidaan parittaa eri
kriteerein, esim. paremmuusjarjestyksessa. Voidaan myos
generoida hyvista ratkaisuista enemman jalkelaisia.
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Risteytys ja parinmuodostus

Listat A =[aj1,...,an] ja B = [by,...,by] voidaan risteyttaa
esim. seuraavasti:

single-point crossover Valitaan 1 <j < n. Jalkelaiset ovat
C= [al, . ..aj,bj+1,...bn] ja
D= [bl,...bj,aHl,...an}.

two-point crossover Valitaan 1 < < k < n. Jalkelaiset ovat

C=[a1,...,aj,bj41,..., b, 841, ..., an] ja
D= [bl,...,bj,aHl,...,ak,bk+1,...,bn].
uniform crossover Valitaan S C {1,...,n}. Jalkeldisilla ¢; = &

jad; =bj, josi € S; muuten ¢; = b; ja d; = a;.
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Steinerin kolmikkojarjestelmat

Steinerin kolmikkojarjestelméa on joukkojarjestelma (V, B),
misséa B koostuu V:n 3-osajoukoista, ja kukin V:n 2-osajoukko
on tdsmalleen yhden b € B:n osajoukko. STS on taydellisen
graafin kaarien ositus kolmioiksi. Esim.

Vv = {1,...7}
(1,2,4}, {2,3,5}, {3,4,6},

B = { {457}, {1,56}, {2,6,7},
{1,3,7}
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Hill-climbing ja Steinerin kolmikkojarjestelmat

Piste v € V on elava, jos siita lahtee kaaria, jotka eivat viela ole
missaan kolmiossa b € B. Kaari {u, v} on elava, jos se ei
esiinny missdan kolmiossa b € B.

STINSON'SALGORITHM(V):
V—{1,...,n}
B0
while |B] < v (v — 1) /6:
valitse elava piste x
valitse elavat kaaret {x,y} ja {x,z}
if {y,z} on elava:
B—BU{{x,y,z}}
else
etsi B:sta blokki {w,y,z}

B—BU{{x,y,z}}\ {{w,y,z}}
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Selkareppu ja tabu-haku
Valitaan naapuristo:
N (x) = {y € {0,1}" : dist (x,y) = 1}.
Ei maksimoidakaan hyo6tyfunktiota(?!!), vaan

1. lis&taan reppuun esine i, joka ei ole tabu-listalla ja jolla on
suurin p;j/wi-suhde niista esineistd, joilla x; = 0 ja jotka
mahtuvat reppuun

2. ellei sellaista ole, poistetaan repusta esine i, joka ei ole
tabu-listalla ja jolla on pienin p; /w;-suhde niisté esineisté, joilla

X = 1.

3. Lisataan tabulistaan i.
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Selkéareppu ja simuloitu jaahdytys

Selkareppuongelma: Annetaan n esinettd, joiden painot ovat
W1, ... Wy ja hyddyt ps, ..., pn. Repun kapasiteetti
on M. Maksimoidaan P(x) = >_ piX;
rajoitusehdoilla x; € {0,1} ja > w;x; < M.

Valitaan naapuristo:

N (x) = {y € {0,1}" : dist (x,y) = 1}.

Satunnainen naapuri y saadaan kaantamalla satunnainen Xx;.
Jos x; = 0, kohdefunktion muutos AP = +p;, ja uusi naapuri
hyvéaksytaan, jos se on kaypa. Jos x; = 1, AP = —p;, ja uusi
naapuri hyvaksytaan todennékoisyydella ePi/T .

Valitaan aluksi T siten, ettd suuri osa huonontavistakin siirroista
hyvaksytaan; esim. 4 max; p;, ja asetetaan joka iteraation
jAlkeen T «— aT. Kirjassa parhaat tulokset saatiin

a = 0.9999:l1a.
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Kohdefunktion sileys

On huomattavaksi eduksi, jos kohdefunktion arvo on suuri
ratkaisuilla, jotka ovat lahella optimiratkaisua. Olkoon

Xj € {O, 1} ja

N (x) = {y € {0,1}" : dist (x,y) = 1}.

Vrt.

1. max ) X

2. max[[; x;

3.max) ;x —3 (> ;xi mod 4)

4. max2n[[ix — > i X

Laajat “laaksot” tai “tasangot” kohdefunktiossa ovat usein
hankalia. Valittu ongelman esitystapa ja naapuristo ovat
avainasemassa.
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Graafin varitys
Miké& on pienin maara vareja, joilla graafi G = (V, £) voidaan
varittéa siten, etta u ja v ovat erivarisia, jos {u,v} € £?
Ositetaan solmut variluokkiin V; ...V esim. ahneella

algoritmilla. Kun on l6ydetty k-varitys, etsitdaan heuristisella
haulla k — 1-véritysta seuraavasti.

Otetaan kohdefunktioksi max >_; [Vi|°. Tamé ohjaa hakua
sellaiseen suuntaan, etta joillakin vareilla véritetdan paljon
solmuja (ja toisilla taas v&hén). Jos jonkun osan koko menee
nollaan, on I6ytynyt k — 1-varitys, ja voidaan alkaa etsia

k — 2-varitysta jne.
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Kauppamatkustajan ongelma

Ratkotaan kauppamatkustajan ongelmaa geneettisilla
algoritmeilla.

n-opt-naapuristo: poistetaan syklista n kaarta ja lisataan siihen
n kaarta niin, ettd saadaan taas sykli.

Voidaan méaaritella risteytysfunktio seuraavasti: Risteytetaan
kaksi ratkaisua jollakin permutaatioita yhdistelevalla
risteytysfunktiolla, ja sovelletaan tAmén jalkeen saatuun
tulokseen steepest descent -menetelmaa esim.
2-opt-naapuristolla.

Voidaan my6s yksinkertaisesti risteyttaa permutaatiot ja lisata
steepest descent kohdefunktioon. Talldin permutaation
hyvyytta arvioitaisiin soveltamalla siihen ensin steepest descent
-hakua ja laskemalla kohdefunktion arvo taman jalkeen.
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Schurin luvut
Schurin luku s (m) on suurin kokonaisluku s, jolla kokonaisluvut
X ={1,...,s} voidaan osittaa m osaan siten, etta missaan
joukossa ei ole kahta (ei valttamatta eri) alkiota ja niiden

summaa.
{1,4,7,10,13}

Esim.s(3) =13: ¢ {2,3,11,12}
{5,6,8,9}

Kun etsitddn lukujen 1...s summatonta ositusta, ilmeisin
valinta kohdefunktioksi olisi eri osissa esiintyvien summien
lukumaara, mutta parempi on maksimoida max c,f; + c,fy,
Missé c; > ¢y ja
f1 = maxt, jolla missédan osassa ei ole summaa t
fo =0 > tuex 9 (L, U)

. 0 jost4+u<s
mlssag(t,u)_{ 2s—t—u jost+u>s
Tassa f,:n tarkoitus on vain ohjata hakua lupaavaan suuntaan.
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Ryhma
Joukko-operaatiopari (G, *) on ryhma, jos

1. Bin&&rinen operaatio * on suljettu: g; * g € G kaikilla
01,02 €G,t18.x:GxG—G

2. Ryhmassa on yksikkoalkio I, jolla g « I = g = I *x g kaikilla
geG

3. Jokaisella g € G on kaanteisalkio g~ € G, jolle
g txg=I=9gxg'

4. Binaarioperaatio * on liitannainen:
(01%92)*03 =01*(g2+93) kaikilla g1,92,93 € G

Esimerkkeja:

kokonaisluvut modulo n ja yhteenlasku

m x m-matriisit, joiden determinantti # 0
kolmiulotteisen kappaleen rotaatiot

Kun operaatio on ilmeinen, puhutaan ryhmasta G.
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Kertotaulu
Adrellinen ryhméa voidaan esittaa tauluna:

*[|[I a b ¢ d e f g
I||I a b ¢ d e f g
alla b ¢c I e f g d
bijlb ¢ I a f g d e
clffc I a b g d e f
difld g f e I ¢ b a
elfle d g f a I ¢ b
f f e d g b a I c
gllg f e d ¢ b a I

Kun 1. riviin ja sarakkeeseen laitetaan I, kertotaulu on
redusoitu latinalainen neli6, jossa patee liitannaisyys
M M [gi,g;] 9] =M [gi.M [gj, 9]]-

Ryhmaéan aliryhma:

H on G:n aliryhm4, jos H onryhméjaH C G.

Esim. edellisessé taulussa {I,a,b,c}.
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Sivuluokat

Kung € GjaH C G, merkitddn gH = {gh : h € H}. Kun
A,B C G, merkitddan AB = {ab :a € A,b € B}.
Olkoon H aarellisen ryhman G aliryhma. gH on vasen
sivuluokka (left coset), johon g € G kuuluu.
Lagrange: jos H on G:n aliryhmd, G voidaan esittaa
pistevieraiden vasempien sivuluokkien unionina:

G=giHUgHU...UgnH,

missé gi € G, jagiHNgjH =0, kuni #j.

Jos g1H N goH # (), missa g1, g, € G, taytyy olla olemassa
hy,hz € H, joilla g1h; = gzhs ja g1 = g2hph;t. Nyt mille
tahansa h € H saadaan g.:h = 9> (hzhl‘lh) € goH, ja

g1H C goH. Koska |g1H| = |g2H| = [H|, g1H = g2H. Liséksi
jokainen g € G kuuluu sivuluokkaan gH; sivuluokat siis
osittavat G:n, ja |G| on jaollinen |H|:lla.
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Aliryhmista
Aarellisen ryhman kertaluku |G| on joukon alkioiden Ikm.

Jos H on ryhmén G epatyhja osajoukko, H on G:n aliryhma,
joss H on suljettu (G:n operaatiolla):

Tod. Jos H = {I}, tilanne on selva. Oletetaan, ettd hih, € H
kaikilla hy, h, € H. Valitaan jokin h € H. Kaikilla n € Z* patee:
h" =hh...h € H. Koska H on aarellinen, taytyy olla jotkin

m < ns.e. h™ = h". Nyt h"h"~™ = h™h"~M = h" ja

h"M =TcHsekah1=h""m"1cH,
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Transversaalit

Kun G esitetdan pistevieraiden vasempien sivuluokkien
unionina

G=giHUgHU...UgnH,
joukko T = {g1,...,9n} On H:n vasen transversaali. Se
voidaan muodostaa valitsemalla n = }f"—} sivuluokan edustajaa
gi € G siten, etta mik&an valittu g; ei kuulu mihink&dan aiempaan
sivuluokkaan.
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Transversaalit: esimerkki

«+|]T a b c d e f g
I(f{I a b c d e f g
ajlla b c I e f g d
bbb ¢c I a f g d e
cl|lc I a b g d e f
dj|d g f e I ¢ b a
ele d g f a I ¢ b
fi|f e d g b a I c
gllg f e d ¢c b a I

Aliryhmalla H = {I,a, b, c} on sivuluokat {I,a,b,c} ja
{d,e,f,g}. Transversaali saadaan valitsemalla kustakin
sivuluokasta yksi alkio; esim. T = {I,d} tai T = {b,f}.

TH =1I{I,a,b,c}ud{I,a,b,c} ={I,a,b,c}u{d,e,f,g} =G.
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Graafin automorfismit
Merkitaadn o ({u,v}) = {a(u),a(v)}
Graafin G = (V, £) automorfismi « on sellainen V:n
permutaatio, ettd « ({u,v}) € £ kaikille graafin kaarille
{u,v} €&.
Automorfismit muodostavat ryhman Aut (G):
Aut (G) on epatyhja, silla selvasti I € Aut (G)
Jos a, B € Aut (G), niin af € Aut (G): oletetaan, etta
{u,vief. g({u,v}) €& ja(af)({u,v}) = a(B({u,v})) €€,
joten Aut (G) on suljettu.
Aut (G) on Sym (V):n epatyhja osajoukko, joka on suljettu
samalla operaatiolla, joten Aut (G) on Sym (V):n aliryhma ja siis
ryhma.
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Permutaatioryhmét
Tarkastellaan jonkin perusjoukon X permutaatioita.

Permutaatiot (bijektiot 7 : X — X) muodostavat ryhman, kun
operaatioksi valitaan funktioiden yhdistely

(mm2) (X) = (71 0 m2) (X) = 71 (72 (X)), silla

1. Kahden permutaation yhdiste on permutaatio

2. on olemassa identiteettialkio (I (x) = x)

3. permutaatioilla on kdanteispermutaatio

4. funktioiden yhdistely on liitAnnaista

Olkoon X epatyhja joukko ja Sym (X') sen permutaatioiden
joukko. Sym (X') operaationa funktioiden yhdistaminen on X’:n
symmetrinen ryhma. Jos |X'| = n, niin Sym {X }:ss& on n!
alkiota.

Permutaatioryhmét ovat symmetrisen ryhman aliryhmia. Esim.
Kun X ={0,1,2,3,4}, permutaatiot

{1,(0,1,2) (3,4),(0,2,1),(3,4),(0,1,2),(0,2,1) (3,4)} muodostavat
permutaatioryhman.
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Generaattorit
Alkiot a1, ..., ar generoivat ryhméan G, jos kaikki alkiotg € G
voidaan esittda alkioiden ag, . .., ar aarellisena tulona

g = o, o, - - - Qs

missa 1 <i; <r kaikilla j. Alkiot o, ..., o ovat ryhman G
generaattorit, ja merkitddn G = («aq,..., ).
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Esimerkki: Rubikin kuutio

Ideal Toy Company stated on the package of the original Rubik cube that there were
more than three billion possible states the cube could attain. It's analogous to
MacDonald’s proudly announcing that they’'ve sold more than 120 hamburgers.

(J. A. Paulos, Innumeracy)

| 1 2 3|
| 4 top 5|
| 6 7 8 |
+ + + +

+
| 9 10 11|17 18 19|25 26 27|33 34 35|
| 12 left 13 | 20 front 21 | 28 right 29 | 36 rear 37 |

|14 15 16 |22 23 24|30 31 32|38 39 40|
+ + + +

+
| 41 42 43|
| 44 bottom 45 |
| 46 47 48 |

gap> cube := Group(

(1, 3, 8 6)(2 5 7, 4)( 9,33,25,17)(10,34,26,18)(11,35,27,19),
( 9,11,16,14)(10,13,15,12)( 1,17,41,40)( 4,20,44,37)( 6,22,46,35),
(17,19,24,22)(18,21,23,20)( 6,25,43,16)( 7,28,42,13)( 8,30,41,11),
(25,27,32,30)(26,29,31,28)( 3,38,43,19)( 5,36,45,21)( 8,33,48,24),
(33,35,40,38)(34,37,39,36)( 3, 9,46,32)( 2,12,47,29)( 1,14,48,27),
(41,43,48,46)(42,45,47,44)(14,22,30,38)(15,23,31,39)(16,24,32,40));;

gap> Size( cube );
43252003274489856000
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Ryhmien isomorfismi

Voidaan haluta erottaa ryhman rakenne siitd, millaisia
vaikutuksia sen alkioilla on johonkin joukkoon.

Talléin ryhma voidaan esittéaa luettelemalla sen generaattorit ja
generaattorien valiset suhteet. Seka G’ ettd G” voidaan esittaa

muodossa

4

(r,s):r*=s2=(rs)>=e

Ryhmaon G = {e,r,r?,r3 s,rs,r?s, sr }; muut generaattorien
tulot voidaan sieventdd joksikin naista.

Homomorfismi ryhmaltd G ryhmalle H on kuvaus G:lta H:lle,
joka sdilyttdd ryhman rakenteen: ¢ : G — H,

o (Xy) = ¢ (x) ¢ (y). Bijektiivinen homomorfismi on ryhmien
isomorfismi. Esimerkissa eraat isomorfismit saadaan
maarittelemalla

d@= 5 7)o % oo G ] |ine
¢ (e) =1, ¢" (r) = (07 1,2, 3)! ol (S) = (07 l) (27 3) jne.
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Ryhmien isomorfismi
Tarkastellaan ryhmia

1 0 0 1 -1 0 0 -1

o — [o I R [ o}’ o -1 |1 o |’
-1 0 01 0o -1 1 0
[o 1}’ [1 o}’ -1 0 |” |0 -1

operaationa matriisien kertolasku, ja

)

I, (0,1,2,3), (0,1
0,3)

p 2,3), (0,2),
G :{(0,2)(1,3), (0,3,2,1), (0, %12;, 2 }

(1,3)

)

Molemmat vastaavat nelion automorfismiryhmaa; G’:lle nelio
on esim. joukko {( il > x| < d} C R? ja G”:lle esim. graafi
2

(V,€), missdaV ={0,1,2,3} ja

E ={{0,1},{1,2},{2,3},{3,0}}.

Kummankin ryhman alkioita voidaan tarkastella funktioina, jotka
kuvaavat joukon itselleen; R? — R? tai V — V.

Ryhmien rakenne on tdsmaélleen samal!
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Ryhman vaikutus (action)
Ryhmén G vaikutus joukkoon X on funktio o : G x X — X,
merkitdan « : (g, x) — gx, jolle patee:
1. Ix = x kaikille x € X
2. g (hx) = (gh) x kaikillag,h € Gjax € X.
Huomaa, etta jos gx; = gxo, niin
g M (gx)=(g7'g)xa =Txa =X
=971 (9%2) = (9719) X2 = Ixp = Xa.
Itse asiassa kukin g maarittaa joukon X’ permutaation.
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Alkion rata (orbit)

Alkion x rata on orb (x) = {gx : g € G} C X ja alkion x
stabiloija on Gy = {g € G : gx = x} C G. Koska Gy on epétyhja
(I € Gx) ja suljettu, se on aliryhma4, ja sille voidaan etsia
transversaali. Jos kahdelle transversaalin alkiolle g; ja g; patee
gi (x) = gj (x), niin g;'gi (x) = 97 'g; (x) = X, ja g 'g; € Gx.
Nyt g, g; (Gx) = Gx ja 0iGx = gig; 'g;Gx = g;Gx — mutta
transversaalissa on vain yksi alkio kustakin sivuluokasta, joten
gi = g;. Nain siis |orb (x)| = |G| / |Gx|.
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Permutaatioryhmé&n tietokone-esitykset

Voitaisiin tallettaa ryhmén permutaatiot esim. leksikografisessa
jarjestyksessa.

1. Selvida binaarisella haulla, kuuluuko g G:hen

2. Alkiot voidaan luetella helposti

3. Tilaa tarvitaan paljon; Sym (n):ll& ryhméssé on n!
permutaatiota

©Harri Haanpaa 2003-2004
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Permutaatioryhman tietokone-esitykset

Permutaatioryhmén esityksell& olisi hyva olla seuraavat
ominaisuudet:

1. Voidaan tarkistaa, kuuluuko jokin g ryhmaan G
2. Voidaan luetella ryhman alkiot
3. On tilavaatimuksiltaan kohtuullinen

Esim. kuutiograafi:

0 2
Aut (G) = («, ), missa
4 6 a=(0,1,3,7,6,4)(2,5) ja
s 4 5=1(0,1,3,2)(4,5,7,6)
|G| = 48
1 3
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Permutaatioryhméan tietokone-esitykset
Voitaisiin tallettaa vain ryhman generaattorit.

3. Tallennustilaa tarvitaan vahan, mutta

1. & 2. Joudutaan tekema&an breadth-first-haku kaikkien
alkioiden generoimiseksi, ja saadaan duplikaatteja; esimerkissa
aaaaaf60 = afaa.

SIMPLEGEN(I):

G0

N — {I}

while N # 0:
G+~ GUN
N — NI\ G

missa ' on ryhméan generaattorien joukko ja NI on
{ng:neN,gerl}.
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Schreier-Sims
Olkoon G permutaatioryhma joukossa X = {0,...,n — 1}.
Merkita&n
Go={ge€G:g(0)=0}.
Go on aliryhmé, joka stabiloi pisteen O.
Alkion O rata G:ssa on

orb(0) = {g(0) : g € G} = {X0,1,%0,2; - - - s X0,no }

Muodostetaan U, valitsemalla kutakin 0:n radan alkiota X ;
kohti ryhmén alkio hg, jolla h0,i(0) = Xo ;.

Uy on Gg:n vasen transversaali (G = UpGyp): Jokainen g € G
kuvaa 0:n jollekin xg ;:lle. g = hg;; (h&ilg), ja h&ilg € Gy. Siten
g € hgiGo. U:ssa ei ole kahta saman sivuluokan edustajaa:
kunkin sivuluokan hg ;G alkiot kuvaavat 0:n eri Xg ;:lle.
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Schreier-Sims-esimerkki
Kuutiograafille voidaan valita esim.

(0)(1)(2)(3) (4) (5) (6) (7),
(0,1,3,7,6,4)(2,5),

(0)(1,2) (3) (4) (5,6) (7),
(0)(1,4,2)(3,5,6) (7)

{ (0)(1)(2) (3) (4) (5) (6) (7)), }

_ [ (0)(1)(2)(3)(4)(5)(6)(7),
= { (0)(1)(2,4)(3,5) (6) (7) }
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Schreier-Sims
Sovelletaan ideaa rekursiivisesti:

Go = {g€G:g(0)=0}
Gi = {9€Go:9(1) =1}
G, = {0€G1:9(2)=2}

Gho1 = {0€Gp2:9(n—1)=n-1} ={I}

NytG D GpD...2 G 1 ={I}.
Ryhmé&n G:n Schreier-Sims-esitys on G = Uglfy .. . Un_1.
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Schreier-Sims

Kun tunnetaan G:n Schreier-Sims-esitys Uplt; . . . Un_1, kaikki
elementit on helppo kayda lapi rekursiivisesti: lasketaan kaikki
g = UgUy ...Upn_1, MiSSa U; € U.
Tarkistaminen, onko g € G tapahtuu seuraavasti. Yritetd&n
kirjoittaa g € G voidaan kirjoittaa muodossa ugus ... Un_1.
Ensin g (0):sta paatellaan, mika ug € Uy on valittava (se, jolle
Up (0) = g (0)). Tdmén jalkeen ongelma redusoituu
tarkistamiseen, onko u,'g € G, ts. yritetaan kirjoittaa u, *g
muotoon uj ... Up, jne.
TesT(n,9,G = [Uo, ..., Un_1]):
fori —Oton—1:
jos loytyy h € Ui, jolle h (i) = g (i):
g« h™'g
muuten:
return i
return n
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Schreier-Sims-esityksen laskeminen
ENTER(I’], 9,6 = [u07ul; S 7un—1]):
i —TEST(N,g,G = [Up,Us, ..., Un_1])

ifi =n
return _
U — U u{g} Enter-funktlo tarkastaa,
forj =0toi: uuluuko g
for h € U4 Schreler-Slmg-
ENTER(n, gh, G) muodossa esitetyyn
ryhmaan G, jajollei
MAIN: kuulu, lisaa
fori —0Oton—1: generaattoreihin g:n.
U — {1}
fora el
ENTER(N, o, G = [Up, - .., Un_1])
return G
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Osajoukon radat

G olkoon X':n permutaatioryhméa ja S € X. Ryhman alkio g
vaikuttaa S:aan tavallisesti siten, etta g (S) = {g(s) : s € S}.
Nain G siis permutoi myds X’:n osajoukkoja.

Sinrataon G(S) = {g(S) : g € G}. Jos joukkojarjestelmalla
on epatriviaali automorfismiryhma, sen blokkien joukko on
unioni osajoukkojen radoista: jos S € B, on oltava myds

g (S) € B kaikillag € G.

S:n stabiloija G:ssdaon Gs = {g € G:g(S) =S}. Gs on G:n
aliryhma, silla se on suljettu ja epatyhja.

Lemma: |G| = |G (S)| - |Gs]|.

Tod: Kuten kalvolla Alkion rata; ajatellaan ryhmén vaikuttavan
X:n osajoukkoihin.

Vasempia sivuluokkia on |G|/ |Gs], ja jokainen kuvaa S:n eri
joukolle, joten |G (S)| = |G|/ |Gs].
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Schreier-Sims-kannanvaihdos
Edella Schreier-Simsissa kiinnitettiin alkiot jarjestyksessa

0,...,n — 1. Voidaan toki kiinnittaa alkiot mielivaltaisessa
jarjestyksessa. Valitaan alkioiden {0, ...,n — 1} permutaatio 3,
ja

Go=1{9€G:g(8(0)=5(0)},
ja
Gi={geGi_1:9(8(i)=p()}.

Kaikki operaatiot tehdaan aivan vastaavasti kuin aiemmin.

Uutena operaationa on kannanvaihto: muunna kannassa (3
esitetty ryhma kantaan (3. Tama tehdaan lisaamalla kannan 3
permutaatiot enter-proseduurilla kannan 3 mukaiseen
Schreier-Sims-esitykseen.
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Esimerkki: Ramseyn luku

Ramseyn luku R (k, 1) on pienin kokonaisluku n, jolla kaikki n
solmun graafit sisaltavat k solmun klikin tai | solmun
riippumattoman joukon. Osoitetaan, ettd R (3,4) > 8 etsiméalla
8 solmun graafi, jossa ei ole 3 solmun klikki& eika 4 solmun
riippumatonta joukkoa.

Rajoitetaan hakuavaruutta arvaamalla, etta voimme l6ytaa
ehdot tayttavan graafin G = (V ={0,1,...,7},€), jonka
automorfismiryhma on syklinen:

Aut(G) =((0,1,2,3,4,5,6,7)).

Talléin £ on unioni V:n 2-osajoukkojen ratoja.
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Esimerkki: Ramseyn luku
V:n 2-osajoukkojen radat ovat

O1 = {{0,1},{1,2},{2,3},{3,4},{4,5},{5,6},{6,7},{0, 7}}
Oz = {{0,2},{1,3},{2,4},{3,5},{4,6},{5,7},{0,6},{1,7}}
{10,3},{1,4},{2,5}.{3,6},{4,7},{0,5},{1,6},{2,7}}
Os = {{0,4},{1,5},{2,6},{3,7}}.

o
w
Il

Kokeilemalla huomataan, etta kaarijoukot £ = O3 U O,4 ja
& = 071 U Q4 tayttavat ehdot.
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Esimerkki: Ramseyn luku  R(5,9) > 120

On olemassa 120 solmun verkko, joka ei sisalla 5-klikkia eikéa
9-riippumatonta joukkoa. Se voidaan loytaa tabu-haulla:

» Jaetaan kaaret ratoihin kuten edella (syklinen
automorfismiryhma).

» Valitaan satunnainen osajoukko ratoja.

» Lisataan verkkoon tai poistetaan siita toistuvasti sellainen
osajoukko, ettd muutos johtaa verkkoon, jossa on
mabhdollisimman vahan 5-klikkeja tai 9-riippumattomia
osajoukkoja.

» Ei kuitenkaan koskaan lisata tai poisteta kaarijoukkoa, joka
on lisatty tai poistettu viimeisen 12 siirron aikana.

(V,€), missd £ = {{v,v+d (mod 120)} :d € S,v € V},

Vv =1{0,...,119}jaS = {2,3,6,7,13,15,17, 18,19, 20, 22, 23,
28,29, 31, 33, 41, 42, 43,45, 48,52, 53,54, 60}, toteuttaa
ehdot.
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Burnsiden lemma

(Frobenius, 1887) Jos aarellinen ryhmé G vaikuttaa aarelliseen
joukkoon X, ja N on ratojen lukuméaara, niin

1
N:@ZF(Q),

geG

missa F (g) on niiden x € X lukumé&ara, joille gx = x.

Tod: yo. summassa kukin x € X' lasketaan |G| kertaa (Gx:n
maaritelmé&n mukaan). Jos x ja y ovat samalla radalla, niin
|Gx| = |Gy, joten radan kaikki |G|/|Gy| alkiota lasketaan |Gy |
kertaa, yhteensa siis |G| kertaa. Joka radasta summaan tulee
|G|, jolla jakamalla saadaan ratojen maara.

T-79.161 Kombinatoriset algoritmit

Burnsiden lemma

Tarkastellaan k-osajoukkoja, joihin permutaatioryhma vaikuttaa
luonnollisella tavalla.

Merkitéan F(g):lla, montako k-osajoukkoa g kiinnittaa:
F(g)={Sc&}:[S[=kjag(S)=5|.

F(g):n laskemiseksi lasketaan ensin g:n syklien pituusjakauma
ja merkitaan
type(9) = [t1,.. ., ta],

missa t; on i-pituisten syklien lukumaéara. Jos g (S) = S, niin S
on unioni joidenkin g:n syklien alkioista.

Jos S:ssa on ¢; syklia, joissa on i solmua, niin on oltava ¢; < t;,
jak = > ic;. Annetuille ¢;:n arvoille sellaisia joukkoja on

[T &)-
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Burnsiden lemma

Lasketaan annetulle k ja annetulle [ty, ..., ty] rekursiolla kaikki
mahdolliset c;-yhdistelmat, joille ¢; <t jak =), ic;:
CHIG(n,k,i,t):
ifi=1x«0
ifi =n+1:

ifk =0:

x = x+1I%i )

return
Ci « {0,...,min (&, |k/i])}
for x € Ci:

Ci — X

CHIG(n,k —icj,i +1,t)
return y
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Burnsiden lemma — esimerkki

Montako oleellisesti erilaista viisiraitaista lippua on, kun kukin
raita on joko sininen, valkoinen tai punainen? Lippuja ei pideta
oleellisesti erilaisina, jos toinen saadaan toisesta peilaamalla.
Lippuja voidaan tarkastella listoina [cy, Co, . . ., Cy], missa kukin
¢; € C. Vaihtoehtoja on siis |C|". Ryhma koostuu kahdesta
permutaatiosta, identiteetista ja peilauksesta 7, joka vaikuttaa
lippuun s.e. 7 [cy,...,Cn] = [Cn,...,C1]. Lasketaan kummallekin
permutaatiolle 7, kuinka monta lippua se kiinnittaa. F (I) = |C|"
ja F (r) = |C|™?! ja lippujen maara on

N=12 (]C\” + ]le”m) eli tissa esimerkissa

3 (243 4 27) = 135.
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k-permutaatioiden radat

o on X:n k-monikko, jos o = [X1,...,Xk], missa x; € X. Jos
Xi # Xj, kun'i # j, o on X':n k-permutaatio. A:n
k-permutaatioiden joukko on My (X).

Vastaavasti kuin osajoukoille permutaatioryhmén luonnollinen
vaikutus on,

g(a):[g(xl),...,g(xk)]
ja
G(o)={9(0): 9 €G}.

Burnsiden lemman tapaan
— 1 =
Nk = G| Z Xk (9),
geG

missa
Xk = {o €k (X) :g(0) =0}
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Rataedustajien etsinta

Kun tunnetaan k + 1-osajoukkon ratojen lukumaara Ny 1,
voidaan etsia yksi joukko kultakin radalta. Jos R on joukko
k-osajoukkojen rataedustajia,

S={AU{X}:AeR,x e X\A}

siséltaa edustajan kultakin k + 1-osajoukkojen radalta; joiltakin
useampiakin. Samojen ratojen edustajia pitdéd poistaa, kunnes
jaljella on edustaja kultakin radalta.

Yksinkertainen idea:
kaikille g € G:
kaikille A € S laskevassa leks. jarjestyksessa:
jos rank (g (A)) < rank (A):

S —SU{g(A)}\{A}
jos |S] = N1
return
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k-permutaation radan minimiedustaja

Olkoon meilla k-permutaatio t = (tg,...,t), jonka alkiot t; € X.
Kun ryhma G permutoi jarjestettyd joukkoa X, se indusoi
vaikutuksen k-permutaatioiden joukossa. Etsitéan radan G (t)
leksikografinen minimiedustaja min G (t).

Ensinnékin t; tulee kuvata jarjestyksessad mahdollisimman
aikaisin tulevalle alkiolle. Lasketaan t; = min G (t;) esim.
soveltamalla G:n generaattoreita ja leveyshakua; I0ydetaan
myos g, jolle t; = g (t1). Lasketaan t’ = g (t) ja etsitaén
edelleen min Gy, (t"), jne. Tarvittavat stabiloija-aliryhmat voi
laskea vaikkapa soveltamalla Schreier-Sims-kannanvaihtoja.
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Rataedustajien etsinta
‘R on k-osajoukkojen rataedustajien joukko. Lasketaan

S={AU{x}:AeR,x e X\A},

korvataan jokainen S:n joukko ratansa minimiedustajalla ja
poistetaan duplikaatit.

Optimointi: kun AU {x} on tarkistettu, ei tarvitse tarkistaa enaa
osajoukkoja G (A U {x}). Erityisesti kun g:n
Schreier-Sims-kannalle {5(0),...,5(k — 1)} = Aja g (k) = x,
ei tarvitse tarkastella osajoukkoja muotoa A U {c}, missa

C € Uy (X)
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k-osajoukon radan minimiedustaja

Olkoon meilla jarjestetyn joukon X k-osajoukko

T ={tg,...,t%}. Kun ryhméa G permutoi X:&, se indusoi
vaikutuksen k-osajoukkojen joukossa. Etsitaén radan G (T)
leksikografinen minimiedustaja min G (T ).

Etsitaéan kullekin t; ratansa minimialkio min G (t;) ja vastaava
ryhman alkio g;. Olkoon t’" = ming; (t;) ja vastaava ryhman alkio
g’. Lasketaan T/ = g’ (T) ja sovelletaan menettelya
rekursiivisesti min G, (T'):n etsimiseen.

Jos jossakin vaiheessa on useita t;, joilla t’ = g; (t;), kokeillaan
kaikki vaihtoehdot rekursiossa vuorollaan.

Tarvittavat stabiloija-aliryhmat voi laskea vaikkapa soveltamalla
Schreier-Sims-kannanvaihtoja.
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Orderly algorithm

Kun ryhma G vaikuttaa joukkoon X, jonka alkioille on maaritelty
jarjestys, ja joukon X osajoukkoihin indusoidulla tavalla,
voidaan osajoukot jarjestaa seuraavasti: S < T, jos on
olemassas € S, jolle s ¢ T, ja kaikillax < s joko x € S ja
xeTtaix¢Sjax ¢T.

Nyt ratojen minimiedustajat saadaan seuraavalla algoritmilla
tyhjasta joukosta lahtien:

ORDERLY(S):
process S
C={x:xeXAXx>sVseS}
for x in C:
if CANONICAL(S U {x}):
ORDERLY(S U {x})
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Tod: Merk. F (S) = S \ {maxS}. F on heikosti monotoninen:
Sl < Sz = F (Sl) < F (82)

Induktion perustapaus: Kun n = 0, kaikki n alkion joukot tulevat
kasitellyksi.

Induktioaskel: Jos kaikki n alkion kanoniset osajoukot tulevat
kasitellyiksi, myos kaikki n + 1 alkion kanoniset osajoukot
tulevat kasitellyiksi: Olkoon S kanoninen n + 1-osajoukko.
Koska S on kanoninen, S < g (S) kaikillag € G, ja

F (S) < F (9 (S)) kaikilla g € G. Todetaan, etta

F(g(S)) <g(F(9)) kaikilla g € G — molemmat saadaan
poistamalla g (S):sté yksi alkio, F (g (S)):n tapauksessa
maxg (S). Koska F (S) < g (F (S)) kaikilag € G, F (S) on
kanoninen. Nyt S tulee induktion nojalla kasitellyksi, koska

F (S) on kanoninen.
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Orderly algorithm -esimerkki Il
Binaarikoodi on joukko n-bittisia binaarisanoja.
Minimietaisyyskoodissa kaikkien koodisanaparien tulee erota
vahintdan d kohdassa. Ekvivalenssi: bittipositioita
koodisanoissa voi permutoida vapaasti; yksittaisissa positioissa
olevat bitit voi kd&ntda. Nama etéaisyydet sailyttavat operaatiot
maarittelevat ryhnman, joka vaikuttaa koodisanojen joukkoon;
kun koodisanoille on maaritelty jarjestys, koodeille voidaan
maaritella lex-jarjestys.
Voidaan perustella, ettd kanonisuustesti voidaan suorittaa
seuraavasti: ajatellaan koodia 0/1-matriisina, jonka rivit ovat
koodisanoja ja sarakkeet vastaavat positioita. Kadydaan
peraytyvalla haulla lapi kaikki mahdollisuudet jarjestaa rivit.
Kullakin rivijarjestyksella kaannetaan bitit niissé sarakkeissa,
joissa 1. koodisanassa on 1-bitteja. Lopuksi jarjestetdan
sarakkeet kasvavaan jarjestykseen. Pienin eri haaroissa saatu
tulos on kanoninen muoto.
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Orderly algorithm -esimerkki |

Summapakkaus modn: Annetulla n etsitdan suurin joukko

S C Zn, jolle patee, etta mitaan x € Z, ei voida esittaa kahdella
eri tavalla kahden S:n alkion summana. On helppo méaaritella
Zy alkioille jarjestys, ja tama maaraa osajoukoille
leksikografisen jarjestyksen.

Funktiot muotoa f (x) = ax + b (mod n) sailyttavat samat
summat samoina ja eri summat eri summina, kunhan

gcd (a,n) = 1. Nama funktiot muodostavat ryhman.
Kanonisuustesti joukolle S voidaan tehda esim. kokeilemalla
kaikille ryhmén alkioille, olisiko f (S) < S.
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Sivuluokat, transversaalit ja radat

Olkoon G joukon X permutaatioryhma ja (X, B)
joukkojarjestelma. Kun g € G, merkitaan

g(B)={9(S):SeB}.
Nyt B:n stabiloija on aliryhméa
H={geG:g(B)=B}CG.

On siis olemassa H:n vasen transversaali T = {g1,...,0r}.

Teoreema: B:n radassa onr = |G|/ |H| alkiota, ja
G(B)=T(B)={91(B),...,0r (B)}.
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Todistus: Edelleen kalvon Ryhman vaikutus mukaan. Nyt ryhma
G vaikuttaa joukkojarjestelmiin. Vasemmassa transversaalissa
on |G|/ |H| alkiota, joista jokainen kuvaa B:n eri
joukkojarjestelmélle — jos olisi g; (B) = g; (B), niin

919 (B) =910 (B) = B,jag 'g; € H. Nyt g; ja gj kuuluvat
samaan sivuluokkaan, silla giH = g; (gi‘lng> =gjH, jaon
oltava g; = g;; transversaaliinhan kuuluu vain yksi edustaja
kustakin sivuluokasta.
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Symmetristen objektien generointi

Jos kombinatorista objektia etsittaessa hakuavaruus on liian
suuri, voidaan rajoittaa hakuavaruutta rajoittamalla tarkastelu
objekteihin, joilla on (vahintaan) tietty automorfismiryhma.
Esimerkki: X = {0,...,24} jaG = ((0,1,...,24)). Kun B on
joukkojen {0, 8,13}, {0,2,3}, {0,4,11} ja {0, 6,15} ratojen
unioni, (X, B) on STS (25). (Steinerin kolmikkojérjestelma,
jossa |X| = 25; jokainen X':n pari esiintyy tasan yhdessa B:n
osajoukossa).

Voitaisiin tietysti myos luetella kaikki sata 3-osajoukkoa.
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Transversaalin laskeminen

Laskemalla Gz C G:n transversaali T ja sitten T (B) saadaan
B:n rata G (B).

Alla lasketaan transversaali varsin naiivisti tarkistamalla kullekin
ryhman alkiolle, onko jokin saman sivuluokan alkio jo
transversaalissa. Ellei, lisataan alkio transversaaliin.

TRANSVERSAL(H, G):
r—[G[/[H]|
T—10
forg € G:
forteT:
ift~1g € H:
goto skip
T—Tu{g}
if |[T| > m:
return T
skip:
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Ratainsidenssimatriisit

Ratainsidenssimatriisi: kun G on X’:n permutaatioryhma ja

0 <t <k < |X|, ratainsidenssimatriisi Ay on N; x Ny-matriisi,
jossa rivi | vastaa t-osajoukkojen rataa A;, sarake j vastaa
k-osajoukkojen rataa Iy, ja aj = [{K €[} : K D Tol, missa
To € A.

Osoittautuu, etté aj = [{K € I} : K D To| ei riipu valitusta
Ty € A:sta:

Jos Tp, T{ € A, onolemassa g € G, jolla g (Tg) = T{. Jos
To CK e, ninT}) C g(K).
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Ratainsidenssimatriisiesimerkki

Olkoon X ={0,...,4} jaG = ((0,1,2,3,4)).
2-osajoukkojen radat ovat

Ay = {{0,1},{172}7{273}7{374}7{47 O}} ja
A, = {{072}7{153}5{274}7{370}7{47 1}}

3-osajoukkojen radat ovat

rn = {{0,1,2},{1,2,3},{2,3,4},{3,4,0},{4,0,1}} ja
r, = {{0,1,3},{1,2,4},{2,3,0},{3,4,1},{4,0,2}}.
2

Ratainsidenssimatriisi Ayz = . Esimerkiksi ay;

1 2
voidaan laskea valitsemalla To = {0,2} € A, ja toteamalla, etté
Top siséltyy ';:n joukoista kahteen ({2, 3,0} ja {4,0,2}).
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Ratainsidenssimatriisin laskeminen

Seuraava algoritmi laskee ratainsidenssimatriisin naiivisti. R ja
S ovat t- ja k-osajoukkojen (t < k) rataedustajien joukot.

forg € G:
forT € R:
forK € S:
if T Cg(K):
A[T,K] —A[T,K]+1
forK € R:
stab «— 0
forg € G:
if g (K) =K:
stab « stab + 1
forT € R:

A[T,K]«— A[T,K]/stab
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Isomorfismit

Graafit G1 = (V1,£&1) ja G2 = (V2, &2) ovat isomorfiset, jos on
olemassa bijektio f : V; — V», jolla

{f(x),f(y)} € &, joss {x,y} € &r.

Talléin f on Gy:n ja Go:n valinen isomorfismi.
Isomorfismi graafilta itselleen on automorfismi.

T-79.161 Kombinatoriset algoritmit

Invariantit

Funktio ¢ on graafi-invariantti, jos sen arvo ei riipu solmujen
jarjestyksesta graafin esityksessa:

¢(G) = ¢ (n (G)) kaikilla 7 € Sym (V).
Esim. kun V = {v1,...,Vn},
¢(G) = [deg(v1), ..., deg (vn)]
ei ole invariantti, mutta monijoukko
¢(G) = {deg(v1),...,deg(vn)}

on; astelistasta saadaan siis graafi-invariantti jarjestamalla se
kasvavaan jarjestykseen. Jos ¢ (G1) # ¢ (Gz), niin G1 ja G,
eivat ole isomorfisia.
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Solmuinvariantit

Olkoon F perhe graafeja, joiden solmujoukko on V. Funktio
D : F x V — R on solmuinvariantti, jos sen arvo ei riipu graafin
solmujen jarjestyksesta.

D(G,v) =D (7 (G), (V) kaikilla 7 € Sym (V).

Esim. deg (V) tai v:n siséltavien kolmioiden lukumaara.
Myb6hempé&a varten oletamme, ettd joukolle R on maéaritelty
jarjestys.
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Invarianteista

Solmuinvarianteista voidaan konstruoida graafi-invariantteja.
Esim. solmuinvariantista D : F x V — R saadaan
graafi-invariantti

¢pr(G) = |Bp[r]|, missaBp[r]={veV:D(G,v)=r}.
Solmu- ja graafi-invariantteja voidaan yhdistell& uusiksi
invarianteiksi:

¢(G) =[01(G),-..,¢n(G)]
ja
D(G,v)=[D1(G,v),...,Dn(G,V)].
D (G, v):n arvojen jarjestys voidaan valita esim. listojen
leksikografiseksi jarjestykseksi.
Solmuinvarianteista saadaan uusia solmuinvariantteja, esim.
montako kaarta v:std menee Bp [r]:n solmuihin:

D; (G,v)=|{v,v'} €E:Vv' eBp]r]|.
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Sertifikaatti

Kahdella ei-isomorfisella graafilla saattaa olla sama invariantti.
Graafiperheelle F sertifikaatti c on funktio, jolla ¢ (G1) = ¢ (G2)
jos ja vain jos G1, G, € F ovat isomorfiset.

Sertifikaatti on my0os invariantti.
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Solmun eksentrisyys ja puun keskusta

Olkoon d (v1, V2) solmujen v ja v, valisen polun pituus. Olkoon
e (v) = max,cy d (v,Vv’) solmun v eksentrisyys.

Yhtenaisen verkon keskusta koostuu solmuista, joiden
eksentrisyys on pienin. Puun keskustassa on enintaan 2
solmua, jotka ovat naapurit.

Tod: Olkoon e (v1) = e (v2) < e (V') kaikille v/ € V, olkoon
{v1,v2} ¢ E ja olkoon vz jokin solmu polulta v;:sté v,:een s.e.
d(vi,v3) =d; > 0jad (vq,Vv2) = d, > 0. Voidaan osoittaa, etta
e (v3) < max(e(vy) —dy, e (vz) — dyp); ristirita. Koska
keskustan solmut ovat naapureita, ne muodostavat klikin, mutta
puussa suurin mahdollinen klikki on kooltaan 2.

Jos puussa on muitakin kuin lehtisolmuja, lehtisolmu ei voi
kuulua keskustaan, silla sen naapurin eksentrisyys on
pienempi. Jos tallaisesta puusta poistetaan lehtisolmut, jaljelle
jddneiden solmujen eksentrisyys pienenee yhdella ja keskusta
sailyy samana.
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Sertifikaatti juurrutetuille puille

Juurrutettu puu on puu, jonka solmuista yksi on nimetty
juureksi. Lasketaan sertifikaatti: poistetaan puusta juuri v,
jonka jalkeen meilla on yksi tai useampi alipuu. Lasketaan
kunkin alipuun sertifikaatti pitden juurena solmua, joka oli v:n
naapuri. Sertifikaatti saadaan lopulta liittamalla yhteen O,
alipuiden sertifikaatit leksikografisessa jarjestyksessa, ja 1.

Sertifikaatti puille

Jos puun keskustaan kuuluu vain yksi solmu, juurrutetaan puu
siité ja lasketaan sertifikaatti juurrutetulle puulle.

Jos puun keskustaan kuuluu kaksi solmua, nimetaan nama
solmut juuriksi, poistetaan niiden valinen kaari, lasketaan
syntyneiden kahden juurrutetun puun sertifikaatit ja liitetaan ne
leksikografisessa jarjestyksessa.
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Sertifikaatti graafeille

Permutoitaessa graafin G = (V, £) solmuja permutaatiolla
7 € Sym (V) saadaan insidenssimatriisi

1, jos {w(u),7m(v)} €&

0 muuten

A (@) u.v] = {

Num, (G) saadaan lukemalla A, (G):n diagonaalin alapuoliset
alkiot binaarilukuna:

dppdgzpdzzp2aygl ... 443a51...a54 ...
Yksinkertainen sertifikaatti:

An1..-aAnn-1

min {Num;, (G) : # € Sym (V)}

tulee etsineeksi samalla suurimman riippumattoman joukon,
mika on paatdosongelmana NP-taydellinen ongelma.
Graafi-isomorfismin ei kuitenkaan uskota olevan niin vaikea
ongelma.
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Sertifikaatti puille

Edellisen kalvon sertifikaatin saa laskettua esim. seuraavasti.
Tassa etsitaan keskipistettd samalla kun sertifikaattia
lasketaan, ja sertifikaatin osat menevat hieman eri
jarjestykseen kuin edella.

Nimea kaikki solmut 01:l1a.
Niin kauan kuin on vahintdan 2 solmua:

aseta T « ei-lehtisolmut (deg > 1)

jokaiselle x € T:

> poista X:n nimest& alusta O ja lopusta 1

» muodosta joukko Y x:n ja sen naapurilehtisolmujen nimista

> liitd Y :n alkiot yhteen leksikografisessa jarjestyksessé, lisaa 0 alkuun ja 1
loppuun, ja kirjoita tulos x:n nimeksi

poista graafista x:n naapurilehtisolmut

Jos jéljellda on 1 solmu, sen nimi on sertifikaatti; jos jaljella on kaksi solmua, sertifikaatti
on niiden nimet leksikografisessa jarjestyksessa yhdistettyna.
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Idea: jarjestetdan solmut solmuinvarianttien maaradmaan
jarjestykseen. Ositetaan graafin solmut solmuinvarianttien
avulla jarjestetyksi ositukseksi B. Olkoon lg niiden
permutaatioiden joukko, jotka sailyttavét osituksen mukaisen
jarjestyksen: jos u € B jav € Bj, niin 7 (u) < 7 (v), josi <j.
Nyt

cert (G) = min{Num, (G) : m € Mg} .
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Sertifikaatti graafeille / osituksen parannus

Olkoon B = [By,, ..., By, ,] graafin G solmujen
(solmuinvariantteihin perustuva) jarjestetty ositus. Jos B on
diskreetti (kussakin epatyhjasséa B [i]:ss& tasan yksi alkio),
olemme valmiit; muuten pyritddn muodostamaan solmut yha
paremmin erottelevia solmuinvariantteja, jolloin myoés lNg
pienenee.

Merkitédn Dt (G,v) = [v/: {v,v'} € £,v' € T|. Invariantti
ilmaisee, montako naapuria v:Il& on T :ssa.

Parannetaan ositusta: jos on solmut u,v € By, jajokin T = B,
siten, ettd Dy (G, u) # Dt (G, V), jaetaan B, pienemmiksi osiksi
Dt :n indusoimalla tavalla Dt :n arvojen mukaiseen kasvavaan
jarjestykseen. Kun Dg, (G,u) = Dg, (G,Vv) kaikillai jau,v € B,
ositus B on tasasuhtainen. On tarkéaa, ettd jarjestys, jossa
ositusta parannetaan, on invariantti!
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Sertifikaatti graafeille

Lasketaan graafin G = (V, &) sertifikaatti. Aloitetaan osituksesta
B = {Bo}, misséa By = V. Hienonnetaan ositusta, kunnes se on
tasasuhtainen, jolloin kuvataan graafin solmut osituksen
maaradmaan jarjestykseen ja lasketaan sertifikaatin arvo.

Jos ositus on tasasuhtainen, mutta ei diskreetti, etsitdan
ensimmainen joukko, jossa on enemman kuin 1 alkio, erotetaan
joukosta kukin alkio vuorollaan omaksi joukokseen, sovelletaan
rekursiota ja valitaan pienin saatu sertifikatti.
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Esimerkiksi:

PARANNA(A):
B —A
olkoon S lista B:n alkioita
while S # (:
poista S:std sen ensimmainen joukko T
jokaiselle B [i] € B (jarjestyksessa):
jokaiselle h: L[h] < {v € B[i]: D1 (G,v) = h}
jos on useampia kuin yksi epéatyhja L [h]:
korvaa B [i] joukoilla L [h1] ... L [hn] (jarjestyksessd)
lisd& joukot L [h] listan S jatkoksi (jarjestyksessa)
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CERT(B, G):
paranna(B)
jos B diskreetti:
laske B:sté r; return Num, (G)

muuten:
etsi pienin i, jolle |Bj| > 1
best «+ oo
kullekin x € B;:

B = [807 ceey Bi—la {X} ) Bi \ {X} ) Bi—|—la .- ]
t — cert (B’,G)
jos t < best: best «—t

return best

©Harri Haanpaa 2003-2004




T-79.161 Kombinatoriset algoritmit

Symmetrioiden hyvaksikaytto

Jos kahdessa haun haarassa saadaan sama

Num; (G) = Num,, (G), niin 7 (G) = u(G), jam1u(G) = G, joten
7~1u on G:n automorfismi.

Loytyneet automorfismit voidaan keratéa ryhméksi ja esittaa
Schreier-Sims-muodossa.

Kun haussa on edetty pisteeseen, jossa B; on ensimmainen
joukko, jolla |B;j| > 1, valitaan ensin jokin x € B; ja tutkitaan
haara kuten edella. Taman jalkeen tehdaan kannanvaihto
tunnetuille automorfismeille niin, etta 5, on By:n sisaltama
alkio, kun k <i, ja 5 = x. Nyt ¢4 (x) on x:n rata tunnetuilla
automorfismeilla; muita radan alkioita kuin x ei tarvitse
automorfismin perusteella tarkastella.

Tietenkin, jos automorfismiryhmé& tunnetaan (edes osaksi)
ennalta, voidaan se syoéttaa valmiiksi.
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Yleisempi orderly algorithm

Rakenteiden isomorfiaedustajia voidaan generoida seuraavasti:
jaetaan rakenteet tasoihin. Kun on konstruoitu tason n
isomorfialuokat (isat), konstruoidaan niista tason n + 1
isomorfialuokat (lapset) seuraavasti, missa luokka
konstruoidaan konstruoimalla sen edustaja:

Konstruoidaan kustakin isésta jokin joukko lapsia. Ongelma on,
ettd jotkin lapset voivat tulla konstruoiduiksi useita kertoja, 1) eri
tai 2) samoista isista.

1. maaritelladn lapsille kanoninen isa eli se tason n rakenne,
josta ne pitd& konstruoida, ja tarkistetaan haussa, etta
lapsi on konstruoitu kanonisesta isastaan. Jotta menettely
toimisi, on varmistuttava, etta jokainen mahdollinen lapsi
voidaan generoida kanonisesta isastaan.

2. tehddan samasta isasta generoitujen lasten
isomorfiakarsinta.
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Joukkojarjestelmien isomorfisuus

Joukkojarjestelmien (X', B) isomorfisuutta voidaan tarkastella
graafi-isomorfismina seuraavasti:

Esitetdan joukkojarjestelmé graafina G = (V, £), missa
V=XUB,jaf={{x,B}:x e X,BeB,xecB}. Taman
jalkeen pitdé vain pitdé huolta siitd, etta X'-solmut ja B-solmut
eivat mene sekaisin; voidaan alustaa sertifikaatin laskenta
solmujen osituksesta [X, B].
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Kustakin tason n rakenteesta p konstruoidaan vuorollaan
joukko Q tason n + 1 rakenteita. Jokaiselle q € Q lasketaan

F (q) = p’, jokin tason n rakenne. F:n pitda olla sellainen, etté
se sailyttaa isomorfismin: jos q1 = gy, niin F (q1) = F (q2).
Hylataan ne q € Q, joilla p ja p’ eivat ole isomorfiset (p 2 p’).
Karsitaan viela Q:n jaljelle jaaneita alkioita siten, etta jaljelle jaa
vain yksi kunkin isomorfialuokan edustaja.
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T-79.161 Kombinatoriset algoritmit

Orderly algorithm graafeille

Kaikki ei-isomorfiset graafit voidaan konstruoida askeisen idean mukaan
siten, ettd tason n graafit ovat ne, joissa on n solmua. Olkoon f funktio, joka
leikkaa parametrinaan saamastaan graafista suurinumeroisimman solmun
pois. Olkoon c funktio, joka laskee graafille kanonisen muodon. Nyt

F(G) =f(c(G)).

Tason 1 graafeja on vain yksi yksisolmuinen kaareton graafi. Tason n
graafeista saadaan tason n + 1 graafit seuraavasti: otetaan lahtdkohdaksi
vuorollaan kukin tason n graafi G. Muodostetaan kaikki graafit, jotka voidaan
saada G:sté lisdamalla uusi solmu v = |V | + 1 ja kaaria, joiden toinen
paatepiste on v. Lasketaan jokaiselle nain saadulle graafille H kanoninen isé:
G’ = F (H). Jos G % G’ — tata voidaan testata esim. vertailemalla onko

¢ (G) # ¢ (G') — unohdetaan H. Poistetaan mahdolliset ylimaaraiset
isomorfiset graafit ja valitaan seuraava n solmun graafi.

Jos jokainen n-solmuisten graafien ekvivalenssiluokka on edustettuna, niin
jokainen n + 1-solmuisten graafien isomorfiaekvivalenssiluokka on
edustettuna, silla kun H on n + 1-solmuinen graafi, ¢ (H):n kanssa
isomorfinen graafi on selvasti mahdollista generoida f (¢ (H)):n kanssa
isomorfisesta graafista.
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