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Lauselogiikan kertausta'

O Syntaksi: aakosto ja lauseenmuodostussdannét

O Semantiikka: totuusjakelut ja totuusmadritelma

O Semanttiset peruskasitteet:
— Mallin késite
— Toteutuvuus
— Patevyys
— Looginen seuraavuus
— Looginen ekvivalenssi

0O Normaalimuodot

O Yhteys predikaattilogiikkaan
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Lauselogiikan aakkosto I

» atomiset lauseet: A,A1,A2,...,B,B1,...,C,...
* negaatiosymboli: — (ei)

* konjunktiosymboli: A (ja)

* disjunktiosymboli: V (tai)

e implikaatiosymboli: — (je . " niin)

* ekvivalenssisymboli: <+ (jos ja vain jos)
* sulut: ()

Symboleja —,V,A,— ja <+ kutsutaan konnektiveiksi .

.
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Kielen ma3aritelma I

HoON P ei-tyhji jouko atomisia lauseita.
Lauselogiikan lauseenmuodostussaidnnét:
1. Jokainen atominen lause A€ P on lause.

2. Jos O ja B ovat lauseita, niin myds (—a), (aVp), (a AB),
(a — B), (o <> B) ovat lauseita.

ovat lauseita.

Né&iden sdintdjen nojalla muodostettavissa olevien lausekkeiden
(lauseiden) joukkoa kutsutaan (atomisten lauseiden jouko©N P
perustuvaksi) lauselogiikan kieleksi L.

\_

3. vain edell3 olevien s3dntdjen perusteella muodostetut merkkijonot

/
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Sopimukset sulkeiden kéiytéstéi'

* Uloimmat sulkeet tapana jattdd pois: A— B eikd (A— B)

» Konnektivien presedenssi:

1. — on vahvin konnektiiveista

3. —, <> ovat heikoimmat konnektiivit
Esimerkiksi: — A— B eiki (—=A) — B,
AAB — BVC eiki (AAB) — (BVC),
mutta (A— B)V (B« C).

AV (BVC) ja (AVB)VC sijaan.

o

2. V, A ovat heikompia kuin —, mutta vahvempia kuin —, <>

* Ketjudisjunktiot/konjunktiot: AV BV C kirjoitetaan lauseiden

~
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Totuusjakelut I

Madritelmd. Totuusjakelu A on atomisten lauseiden joukon P

/

osajoukko.

Ajatuksena on, ettd

e 4:n atomiset lauseet ovat tosia,
e P— 4:n atomiset lauseet ovat epitosia.

Huomioita. (i) Jos P on &érellinen, erilaisia totuusjakeluja on
27| = 21?1 kappaletta.

(i) Totuusjakelu 4 voidaan méaaritelld vaihtoehtoisesti kuvaukséna
joukolta @ totyusarvojen joukolle {T,E}.

(Koo 7 C P totuusjakelu. Seuraavassa mairitellddn milloin lause

\(pe L on tosi A:ssa (A4 = @) ja milloin @ on epdtosi A:ssa (4 [~ (p)J
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/ Lauselogiikan totuusméiéiritelméi' \
Madritelma.

1. A A < Ac 4 (atomisille lauseille A € P).

2. A0 <= A4}aq.
3. AFaAB <= Akaja AEB.
4. AE=aVP < Aatai 4=p.
5 AFa—B < AFatai AEP.
6. A0+ B < joko A= ja A=Ptai AFE ja 4 p.
Huomio.
AEPA- AP, < Vie{l,...,n}: AE=P.
(lkplv-"vpn < Jie{l,...,n}: A=P. /
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Mallin kdsite ja toteutuvuus'

Maidritelmd. Totuusjakelu 4 C P on lauseen a € £ malli, joss lause O

on tosi A:ssa eli 4 =a.
Esimerkki. Totuusjakelut 4; = {A}, 4, = {B} ja 43 = {A,B} ovat
malleja lauseelle AV B.

Maéidritelmd. Totuusjakelu 4 C P on lausejoukon = C £ malli
(A EZ), joss kaikille lausejoukon X lauseille 0 € X pitee 4 = o.

Madritelmd. Lause o € L (tai lausejouko X C L) on toteutuva, joss
ainakin yksi totuusjakelu 4 C P on sen malli.

\_ /

© 2003 Teknillinen korkeakoulu, Tietojenkisittelyteorian laboratorio

T-79.154 / Syksy 2003 Kertaus

Pitevyys ja looginen ekvivalenssi'

Maé&dritelmd. Lause O € L on patevd/tautologia (merkitddn = a), jos
A4 = a kaikille totuusjakeluille 4 C P.

Esimerkki. (KoO" 2 = {A} ja L vastaava kieli. Lause AV —A on
patevd, koska AV —A on tosi totuusjakeluissa 41 = {} ja 4 = {A}.

Madritelmd. Lauseet 0 € L ja B € L ovat loogisesti ekvivalentteja
(a=P), joss A E 0o <= 4 B kaikille totuusjakeluille 2 C 2.

Esimerkki. A ja ——A ovat loogisesti ekvivalentit, koska ndilld on sama
totuusarvo kaikissa totuusjakeluissa.

Huomio. Kaikillle g ¢ £ ja Be £ pitee a =P <= =a+B.

o
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Looginen seuraavuus'

Madritelmd. Lause 0 € L on lausejoukon 2 C L looginen seuraus
(merkitddn X = a), jos 4 = a kaikille lausejoukon X malleille 4 C P.

4 N

Esimerkki. ——A seuraa loogisesti lausejoukoista {A} ja {AA—A}.

Huomioita.

* Jos X~ 0, on olemassa vastamalli 4 C P siten, ettd 4 =2 ja
A £ a (vastaava kisite kdytéssd myds pitevyyden tapauksessa)-

* Fa < 0faq.

e {01,...,0n} =B <= Eai1A...A0,—B.

* 2Ea < ZU{—a} on toteutumaton.

\_ /
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Esimerkki. Kuvataan seuraavaa yksinkertaista jarjestelmaa

-

lauselogiikan lausein.

A

Valitaan atomisiksi lauseiksi

L = “Lamppu palaa”,
K = “Kytkin on suljettu” ja
P = “Paristossa on riittdvasti va-

‘ | rausta”.
‘ |

Mazéritell2dn jdrjestelman sallitut tilat lauseilla

-P— —L ja
P— (L<+K).

.
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Totuusjakelu voidaan ymmartda yhden asiaintilan kuvauks€na.

Esimerkki. Lamppuesimerkin tapauks€ssa:

2, ={P}: Patterissa on riittdvisti varausta.
Kytkin ei ole suljettu.
Lamppu ei pala.

A, = {L,K}: Patterissa ei ole riittdvasti varausta.

Lamppu palaa.

Kytkin on suljettu.

NZistd jalkimmainen on mitd ilmeisimmin fyysisesti mahdoton, mutta
kuitenkin loogisesti mahdollinen asiaintila.

Laaditaan t3ydellinen totuustauluko lamppuesimerkin lausejoukolle
I={P—--LP—= (LK)} CLjalauseelle -LVK € L.

\_

~

/
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lPlL|Kk|-P|-L][-Po-L|Lok]|PoeK) [-LvK]
T|T|T E T
T|T|E|E|E T E E E
T|E|T|E|T T E E T
T|E|E|E|T T T T
E(T|T|T|E E T T T
E|(T|E|T|E E E T E
E|E|T|T|T T E T
E|E|E| T |T T T T

Lausejoukolla X on nelj& erilaista mallia jotka vastaavat jarjestelman
sallittuja tiloja.

Lause =L VK on tosi ndissé kaikiss, joten X = -LVK.

o

~

/
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Normaalimuodot'

Madiritelmd. Jos A on atominen lause, niin A ja —A ovat literaaleja.

Madritelmd. Lause O on konjunktiivisessa normaalimuodoSSé, jos A
on muodoltaan konjunktio B1 AB2A---ABp, miss3d jokainen [3j on
literaaleista I1, 1, ..., Iy koostuva disjunktio |, v,y Vi,
Disjunktiivinen normaalimuoto madaritellidn samaan tapaan, mutta

konjunktion ja disjunktion roolit vaihdetaan kesken&an:

Madritelmd. Lause O on disjunktiivisessa normaalimuodossa, jos O on
muodoltaan disjunktio B1V B2V "V Bn, missi jokainen B; on
literaaleista I1, 12, ..., Iy koOStuva konjunktio [LATA- Al

\_ /
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Normaalimuotojen jochtaminen I

Miké hyvinsd lauselogiikan lause voidaan muuttaa konjunktiviseen

4 N

(disjunktiiviseen) normaalimuotoon seuraavalla menettelyll3.
» Poista konnektiivit <> seuraavanlaisilla korvauksilla:

(mavB)A(-Bva) (1)

* Poista konnektiivit — seuraavanlaisilla korvauksilla:

—avp  (2)

OB~

a—>pB ~

* Siirrd negaatiot valittémasti atomisten lauseiden eteen:

—=a ~ (3)
~@VB) ~ —an-p (4)
—(@AB) ~ -av-B  (5)

\ /
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* (KNM) Lopuksi siirrd A-konnektiivit \V-konnektivien Kopuolelle:
av(pay) ~ (avB)A(avy) (6)

@AB) VY ~ (@avy)ABVvY) (7)
Tai (DNM) siirrd V-konnektiivit A-konnektivien Kopuolelle:

an(Bvy) ~ (aAB)V(aAy) (8)
(@aVB)AY ~  (aAY)V(BAY)  (9)
Huomioita.

(i) Muunnossd3nnét sdilyttdvat loogisen ekvivalenssin.
(ii) Normaalimuotoja voidaan usein yksinkertaistaa.

(iii) Tietyille lauseille muunnossddnnét tuottavat normaalimuodon,
jonka pituus on eksponentiaalinen lauseen pituuteen verrattuna.

Ql'éiméi voidaan vilttd3 ottamalla kdytté6n uusia atomeja).

~

/
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/Esimerkki. Muutetaan lause AV B — (B <« C) konjunktiviseen ja
disjunktiiviseen normaalimuotoon.

AVB— (B« C)

~ AVB— (-BVC) A (-CVB) (1)

~ =(AVB)V ((-BVC) A (—CV B)) 2

~ (=AAN=-B)V ((-BVC)A(-CVB)) (4)

Konjunktivinen normaalimuoto:

~ (= AV ((-BVC) A(=CVB))) A (-BV (<BVC) A (~CV B))) ()
(=AV (-BVC)) A (-AV (<CV B))) A (=BV ((-BVC) A (~CV B)) (6)
(=AV(=BVC)) A (=AV (<CVB))) A ((-BV (-BVC)) A(-BV (-CVB)))  (6)

-
-~
~~ (<AV—=BVC)A(-AV-CVB) A (-BV—-BVC)A(-BV-CVB)
Disjunktiivinen normaalimuoto:
~ ("AA=B)V (= BVC)A=C)V (-~ BVC)AB) (8)
~ (FAA=B)V (-BA-C)V(CA-C)V (-BAB)V (CAB) (9)

o

~
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Lauseiden klausuulimuotol

» Atomiset lauseet A ja niiden negaatiot —A ovat literaaleja.

« Literaalin komplementti: A= -A, —A=A.

o Literaalien I4,...,I, disjunktio 1V -V, on klausuuli.

* Klausuulit kirjoitetaan usein muodossa {l1,...,In}.

» Joukko klausuuleita S edustaa klausuuliensa konjunktiota.
Huomaa ero: ~AVBV-A ~» {-A B}.

Huomio. Konjunktivinen normaalimuoto vastaa klausuulijouko?:

Esimerkki. Konjunktivista normaalimuotoa (

vastaava klausuulijoukko on {{A,-B},{-A,—-C,D}}

\_

AV -B) A (—CV-AVD)

/
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Lauselogiikan ja predikaattilogiikan suhdeI

* Predikaattilogiikka on lauselogiikan yleistys, jonka syntaksi ja
semantiikka ovat monimutkaisemmat.

* Lauselogiikka saadaan predikaattilogiikan erikoistapauksena:
atomiset lauseet vastaavat O-paikkaisia predikaatteja.

* Toisaalta predikaattilogiikan p3attely voidaan palauttaa
lauselogiikan pdattelyksi. (KoOn

1. Muunnetaan 2 klausuulijoukoksi Ssiten, ettd X on
toteutumaton <= Son toteutumaton:

> ~~ prenex-muoto ~» skolemointi ~» KNM ~~ S

2. Son toteutumaton <= Sn Herbrand-instanssien joukon S

direllinen osajouko S’ C S on toteutumaton.

.

> predikaattilogiikan lausejouko.

~

/
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Prenex—normaalimuoto'

Predikaattilogiikan lause a, joka on muotoa QX1 QX2 - - QpXn®, missd
kukin @ on kvanttori (V tai 3), ja alikaava @ ei sis3lld kvanttoreita, on
prenex-normaalimuodossa.

Kertaus

4 N

Esimerkki. Seuraavat lauseet ovat prenex-normaalimuodossa:
VxaWzvw(P(x,y,2) = (Q(y,.zw) = R(zw,X)))  Vxdy P(x,y)

Jokainen predikaattilogiikan lause voidaan muuttaa loogisesti
ekvivalenttiin prenex-normaalimuotoon seuraavalla menettelyll3:

1. Poistetaan konnektiivit — ja <»:

=P~
P

—QV Y
(—oV W) A (QV )

\_ /

© 2003 Teknillinen korkeakoulu, Tietojenkisittelyteorian laboratorio

T-79.154 / Syksy 2003 Kertaus

-

2. Vied3an lauserakenteen negaatiot sisddn ja tuodaan kvanttorit

~

ulos (z on uusi muuttuja):

== ~

—(dAW) ~ o bV
—(dVY) ~ o —h A
Qx-Vyd ~  Qxy-6
Qx-3yd ~ QXYY

QWO VY) ~  Qxvd(y/2) V)
Viimeisestd sddnndstd tarvitaan versiot, joissa disjunktit ovat

piinvastaisessa jirjestyksessd, joissa V:in tilalla 3, ja jossa
disjunktion sijasta konjunktio (7 s3int63 lisdd).

\ J

© 2003 Teknillinen korkeakoulu, Tietojenkdsittelyteorian laboratorio

19

20



A

A

T-79.154 / Syksy 2003

Eksistenssikvanttorien eliminointi '

QX prenex-normaalimuodossa s.e. Qx sisdltd3d kvanttorin Jx;.

Kertaus

/

(Koon

~

e Jos dx;:t3 ei edelld ainutkaan universaalikvanttori, korvataan X;
uudella vakiolla c.

* Jos dx;:td edeltdvdt universaalikvanttorit VXn,, VXn,, ..., Xnn,,
poistetaan kvanttori dx;, ja korvataan X:n jokainen esiintyma
termilld f(Xn,,Xny, -, Xny), Missd f on uusi funktiosymboli.

Huomio. Looginen ekvivalenssi ei sdily, mutta toteutuvuus séilyy.

Esimerkki. Lause IxP(X) ja sen skolemoitu muoto P(C).

Nyt = P(c) — IxP(x), mutta j= IxP(x) — P(c).

Vastamalli 4: universumi A= {1,2}, c?=1ja P1={2}.

\_
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/ Klausuulimuoto predikaattilogiikassa I

Miké tahansa predikaattilogiikan lause voidaan saattaa

Kertaus

klausuulimuotoon seuraavalla menettelylla:

1. Haetaan prenex-normaalimuoto.

2. Muunnetaan tdmé konjunktiivinen normaalimuotoon.

3. Mik3li KNM sisilt33 eksistenssikvanttoreita, skolemoidaan.
4

. Kirjoitetaan klausuuliesitys (joukko literaalien joukoja).

Esimerkki. Haetaan klausuuliesitys lauseelle

X(=(P(x) = ¥yQ(x,Y)) VR(x)):
~ - WAZ((PO) A-Q(x,2)) VR(X)) (1)
~ WAZ((PO) VR A (R 2 VR(X)))  (2)
~ VX((P(X) VRO A (-QMx F(X)) VR(X))  (3)
~ {{PO), R} {=Q(x, F(x)),R()}} (4)

.
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Herbrand-mallit.

* Klausuulijoukon S Herbrand-universumi Us on niiden

~

muuttujattomien termien jouko, joka voidaan muodostaa Sssi
esiintyvistd vakio- ja funktiosymboleista. Jos Sssi ei esiinny
vakiosymboleja, otetaan kayttdon jokin vakiosymboli c.

« Klausuulijoukon S Herbrand-kanta Bg koOStuu atomisista lauseista,
jotka voidaan konstruoida kdyttden Sgsj esiintyvia

predikaattisymboleja ja Herbrand-universumin termeja.

* Klausuulijoukon S Herbrand-mallit ovat Herbrand-kannan Bs
osajoukkoja ja ne voidaan tulkita lauselogiikan totuusjakeluiksi.

¢ Klausuulijoukon S Herbrand-instanssien jouko S saadaan
korvaamalla Sin klausuulien muuttujat klausuuli klausuulilta

kaikilla mahdollisilla Us:n termien kombinaatioilla.

\_
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Esimerkki. Woon klausuulijouko
S={{-P(x),Q(f(x,x))},{P(c)}}.
Klausuulijoukossa esiintyvit vakio ¢ ja funktiosymboli f(:,-).

¢ Herbrand-universumi

Us={c, f(c,c), f(f(c,c),c), f(c, f(c,c)), f(f(c,c),f(c,c)),...}.
» Herbrand-kanta Bs = {P(c),Q(c),P(f(c,c)),Q(f(c,c)),... }.
 Herbrand-instanssien jouko S =
{ {P(©)}, {=P(c),Q(f(c,0)},
{=P(f(c,0)),Q(f(f(c,c), f(c,0))}, ... ).
 Esim. 4 ={P(c),Q(f(c,c))} on S:n ja Sin Herbrand-malli.

o
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/ Tietdmyksen esittdminen I

Tietdmyksen esitdmisen kannalta on usein jarkevdd nimetd

~

A

universumin alkiot yksikésitteisesti:

* Jokaisen vakiosymbolin viitattava eri alkioon (unique names):
-(a=b),~(b=c),~(c=a)
 Ei muita objekteja kuin nimetyt (domain closure):
VXx(x=aVvx=bVvx=c)

|:| Voidaan rajautua Herbrand-mallien tarkasteluun

|:| Jos klausuulimuodossa ei esiinny funktiosymboleja,
Herbrand-instansseja muodostuu d3rellinen m3arad ja keskeiset loogiset
\p&jiéitésongelmat (toteutuvuus, jne.) sdilyvit tillgin ratkeavina. J
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Johtopditos I

Lauselogiikka on monien sovellusten kannalta riittava:

A

* Tarvittaessa rakententeeltaan samankaltaisia lauseita voidaan
pakata yhdeksi lauseeksi muuttujien avulla: esim. P(x) — Q(x).

* Ongelmaksi ja3 tilldin instantioinnin jérjestiminen jdrkevasti
(tehdd@nko instantiointi kerralla vai tarpeen mukaan).

* Yksi luonteva mahdollisuus on rajoittaa/kontrolloida instantiointia
erityisten domain-predikaattien D(x) avulla:

DYAPX) = Q). EEZ; :gg
D(a). D(b). D(c) P(c) — Q(c)

N '/
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