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Sizntopohjainen pddttely

0 S3int6pohjainen paittely:
logiikkaohjelmointi, deduktiviset tietokannat,
asiantuntijajdrjestelmat

O Horn-klausuulit tarjoavat sddntdpohjaiselle pdattelylle formaalin
semantiikan: voidaan madritelld eksaktisti sddntdjoukosta
saatavien johtopdatdsten joukko.

0 Horn-klausuuleille on kehitetty tehokkaita padttelymenetelmia,
mist3 johtuen ne muodostavat laskennallisessa mieless3 tdrkedn
lauselogiikan aliluokan.

O Tyypillisesti sovelluksissa tarvitaan kuitenkin Horn-klausuuleja

ilmaisuvoimaisempi kieli (negaatio/komplementti).

/
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Harklausuulit '

Madiritelmd. Horn-klausuuli on literaalien disjunktio, jossa on
korkeintaan yksi positivinen literaali.

Esimerkki. = PV -QV —R ja =PV QV —R ovat Horn-klausuuleja.
Esimerkki. Klausuuli PV —-QV R ei ole Horn-klausuuli.

Merkntatapa.
Horn-klausuuli = Py V"V 7R, v Q kirjoitetaan usein muodossa

QPN AR

ja Horn-klausuuli —P; V-V 7P, muodossa

.

“~PA AR
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KEsimerkki. {P,—P} ei ole toteutuva ja {P, L «+ P}= L.

Monotoniset sddnnét

Ohje|mak|ausuu|itl

Tyypillisesti kdytetddn ohjelmaklausuuleja

T-79.154 / Syksy 2003

(engl. program clauses; definite clauses).

Madritelmd. Ohjelmaklausuuli on literaalien disjunktio
AV =By V.V B, jossa on tismilleen yksi positivinen literaali.

Esimerkki. Klausuuli = PV —=QV —R ei ole ohjelmaklausuuli, mutta
-PVQV-R (eli Q<+ PAR) on.

Véite. Jokainen ohjelmaklausuulijoukko on toteutuva.

Ohjelmaklausuulijoukolle saadaan malli M esim. merkitsemill3 jokaisen
klausuulin AV —-By V-V 7B, positiivinen atomi A todeksi.

Huomio. Horn-klausuulien joukko ei ole valttamattd toteutuva.
Esimerkiksi {P,—P} on toteutumaton.

/
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/D Merkitddn jatkossa ohjelmaklausuulien joukossa S esiintyvien \

atomien joukkoa HB(S):Ild (kysymyksessd Herbrand-kanta).

O Horn-klausuulien joukolle S voidaan madritelld vastaava
ohjelmaklausuulijoukko S ottamalla kdyttédn uusi atomi L ja
kirjoittamalla Sin puhtaasti negativiset Horn-klausuulit

PV VIR,
muotoon
LVAPLV- VTR (eli L PLA- AR,
Horn-klausuulien toteutuvuusongelma voidaan ratkaista

ohjelmaklausuuliesityksen avulla.

Viite. Joukko Horn-klausuuleja Son toteutuva <= S £ L, missi S
on joukkoa Svastaava ohjelmaklausuulien joukko.

/
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Ohje|maklausuulien minimimaIIiI

Mairitelmd. (i) Totuusjakelu My (atomilauseiden joukko) on
pienempi kuin totuusjakelu My (M1 < My), joss M1 C Ma.

(i) Klausuulijoukon mallia M (atomilauseiden joukko) sanotaan
minimaaliseksi, jos lausejoukolla ei ole sitd pienempdi mallia.

Esimerkki. Tarkastellaan ohjelmaklausuulien joukkoa
S={Q+ RR+ PAQ.
— Totuusjakelu M ={Q,R} on Sin malli.
— M ei ole minimaalinen, koska M’ = 0 on myds S:n malli.

— Sen sijaan M’ on Sin minimimalli.

\_ /
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Teoreema. Olkoon Mj C HB(S) (missé i € |) mik3 tahansa kokoelma
ohjelmaklausuulien joukon S malleja. T&llgin myds leikkaus

M=N{M;|iel}
on malli joukolle S

Todistus. Tehd&dan vastaoletus M [~ S

—  JA<BiA-/\By€Sse {By,...,Ba} C M,
mutta A€M

=  kaikille i € | pitee {B1,...,Bn} C M

=  kaikille i € | pitee A€ M;, koska M; E S
A«BiA-"AByeSjaM EA«BA- B,

= AecM=N{M;|iecl}, ristiriita. O

.

~
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Ordnaaliluvut

O Joukon S transitiivisuus: jokainen Sin alkio on Sin osajoukko.

O Joukko Son lineaarijérjestyksen < hyvin jérjestimad <= kaikille
X C Sléytyy pienin alkio x € X jarjestyksen < suhteen.

0 Joukko Son ordinaali(luku), jos Son transitiviinen ja relaation €
hyvin jérjestima.

O Ordinaalien luokka on hyvin jarjestetty: 0 < < a €p.

O Jos a ja P ovat ordinaaleja, niin joko a C B tai BC a.

Esimerkki. Luonnolliset |uvut vastaavat darellisid ordinaaleja:

0—01=0+1— {0}, 2=1+1+—{0,{0}}, ...

Luonnollisten lukujen joukko vastaa pienintd d3retdntd ordinaalia w.

\_ /
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Ordnaaliluvut (jatkoa)
O Ordinaalin a seuraaja o + 1 madaritelld3n ordinaalina a U {a}.
O Jos o =P+1, ordinaali a on seuraajaordinaali.
O Rajaordinaali a on ordinaali, joka ei ole seuraajaordinaali.
|:| 0 ja w ovat ensimmaiset rajaordinaalit.
0 Jokainen hyvinjérjestetty joukko on isomorfinen jonkin ordinaalin

kanssa (tdstd termi ordinaali eli jarjestystyyppi, engl. order type).

O Ordinaalien a ja B summalla o + 3 tarkoitetaan nditd vastaavien
jérjestysten katenointia.

|:| 2+ W= w ja W+ 2 eivit ole jarjestyksini isomorfiset-
O Ordinaali(luku) o on kardinaali(luku), jos |a| # |B| kaikille B < a.
|:| 2 ja w ovat kardinaaleja, mutta w+2 ei (|w| = |w+2]).
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Teoreema. Ohjelmaklausuulijoukolla Son ainakin yksi minimimalli.
Todistus. Koska Son toteutuva, silld on ainakin yksi malli M.
Mazritellddn laskeva mallien sekvenssi Mg, M1, ... seuraavasti:
1. Seuraajaordinaaleille a:

— Jos Mg_1 on Sin minimimalli, m3aritellidn Mg = Mq_1

— Jos My—_1 ei ole Sn minimimalli, on Sl malli M C My_1, jolloin
mairitellddn Mg = M.

2. Rajaordinaaleille a:

— Maédritellddn Mg = Np<a Mp
(joka on myds Sin mallien leikkauksena Sin malli).

Jos sekvenssi oletetaan aidosti laskevaksi paddytdan ristiriitaan, kun

la| > |HB(S)| = Slle saadaan minimimalli jollakin ordinaalilla a.
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Esimerkki. Tarkastellaan ddretontd ohjelmaklausuulien joukkoa

S= {Po(— Po,Pl(— Pl,Pz(— Pz,...}.

O Totuusjakelu Mg =HB(S) = {Py,P1,P>,...} on joukon S malli,
muttei minimaalinen, koska myds M1 = {Py,P;,P;,...} =S

O Yleistden: totuusjakelu Mj = {R,P1,P42,...} on joukon Smalli,
muttei minimaalinen, koska Mit1 = {P41,R+2,P+3,...} on myds
joukon S malli.

0 Rajaordinaalilla w saadaan joukolle S minimimalli
Mo = NicewMi = 0.

O Huomaa, ettd |w| = [HB(9)|.

.
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Teoreema. Joukolla ohjelmaklausuuleja S on yksikdsitteinen

Todistus. Edelld osoitettiin, ettd Sl on ainakin yksi minimimalli.
Oletetaan, ettd M1 ja My ovat Sn minimimalleja.
—  M1NM> on Sn malli.
= MiNMy=Mj ja Mi1NM;y = My,
koska M1 ja M2 ovat minimimalleja
= M;=Mo.

— Kaikille Sn malleille M C HB(S) pitee Ms C M, koska Mg
osoitettiin edelld yksikasitteiseksi.

— Taten kaikkien Sin mallien (joihin my6s Ms lukeutuu) leikkaus

N{M C HB(S) | M = S} on tdsmélleen Ms.

minimimalli Mg (pienin malli), joka on Sin kaikkien mallien leikkaus.

~

KD
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Teoreema. Olkoon S joukko ohjelmaklausuuleja. Tallgin
Ms= {P € HB(S) | S P}.
Todistus. Tarkastellaan mitd hyvins3 atomia P € HB(P). Nyt
SEP <= M =P kaikille Sn malleille M C HB(S)

P € M kaikille Sin malleille M C HB(S)
P e Mg,

—
—

koska Mg = {M C HB(S) |M = S}.

o
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Minimimallin konstruointi.

Maéiritelmd. Olkoon S (mahd. 33retdn) joukko ohjelmaklausuuleja.
M3aritell33n operaattori Tg: 2MB(S) — 2HB(S) seuraavasti:

Ts(M)={P [P« PLA-"AP,€Sja {Py,...,P,} T M}
Esimerkki. Olkoon S={P+ P Q,R1 + Q,Rx + QAP}.
Nyt Ts({P}) = {P.Q} ja Ts({P.Q}) = {P.Q,Ry,Re}.
O M on kuvauksen Tg kiintopiste, joss Ts(M) = M.

Esimerkki. M1 = {P,Q,R;,Rx} on kuvauksen Ts kiintopiste:
TS(Ml) = {Pa Qa Rla RZ} = Ml

O Kiintopiste M on pienin, jos muille kiintopisteille M/, M C M'.
Esimerkki. M2 = {Q,R1} on kuvauksen Tg pienin kiintopiste.

/
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O Operaattori Ts on monotoninen:
kaikille M C M’ C HB(S) pitee Ts(M) C Tg(M').
0 Knaster-Tarski -teoreema: jokaisella monotonisella operaattorilla
on yksikasitteinen pienin (suurin) kiintopiste.
Teoreema. Operaattorilla Ts on pienin kiintopiste
Ifp(Ts) = N{M C HB(S) | Ts(M) C M}.
Viite. Atomilauseiden joukko M C HB(S) on ohjelmaklausuulijoukon S
malli, joss Ts(M) C M.

Todistus. M = S
< JA«BiA---ABr€Sse {By,...,By} CM, mutta A¢M
< JA€Tg(M)se A¢M <= Tg(M) Z M. O

Teoreema. Pienin malli Ms=Ifp(Tsg).

\ /
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Madritelmd.

Ts10=0

TsT o= Ts(TsT a— l)
Tstw=U{Tsta|a<w}

Teoreema. Pienin kiintopiste Ifp(Ts) = Ts 1 w.

Esimerkki. Joukolle S= {P+ P, Q, Rt Q, Ro « QAP}:
Ts10=0,
Tst1=Ts(Ts10) =Ts(0) = {Q},
Tst2=Tg(TsT1) =Ts({Q}) ={QRu}.
Ts13=Ts(Ts12) =Ts({Q,Ri}) = {Q,Re},

Tstw=U{Tsta|a<w}={QR}

\_ /
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Madritelmd. Atomilauseen P on johto ohjelmalauseista Son 3érellinen

jono atomilauseita Py,...,P, siten, ettd P=P, ja
(i) PheSja
(ii) jokaiselle i > 0 on olemassa P <~ Q1 A-"" A Qp € Ssiten,
ettd {Q1,...,Qn} C{P1,...,R_1}.
Jos lauseelle P on olemassa johto joukosta S, merkitddn tita Sk P.

Teoreema. (i) S=P < SHPja
(i) Ms= {P| P on atomilause ja SF P}.

Esimerkki. S={P« P, Q, Ry < Q, Ry ¢ QARy, Ry ¢ P}.
Jono Q,Ry,R; on lauseen Ry johto joukosta S (Sk Ry).

kJono Q,P, Ry ei ole lauseen Ry johto joukosta S J
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Logiikkachjelmat ja deduktiiviset tietokannat

Logiikkaohjelmat (ilman ei-loogisia operaatioita: cut, not, assert,
retract) ja deduktiviset tietokannat voidaan tulkita
ohjelmaklausuulien joukoiksi S, joissa literaalit sisdltdvat muuttujia
sekd vakio- ja funktiosymboleja.
S33nnét ovat siis muotoa

P() « Pu(E) A~ APa(fr)
., Pn argumentteina

miss3 T, {1, ..., fy ovat predikaattien P, Py, ..

olevia termilistoja.

Mika on tillaisen ohjelmaklausuulijoukon S semantiikka:
milloin annettuun kyselyyn Q(f) pitd3 antaa mydnteinen vastaus?

/
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Jokaiseen ohjelmaklausuulien joukkoon S liittyy
Herbrand-universumi HU(S) eli Sin vakio- ja funktiosymboleista
muodostettavissa olevien muuttujattomien termien joukko.

Mika tahansa Sin muuttujia sisdltdva ohjelmaklausuuli
P(T) < P(f1) A" APy(fn) voidaan instantioida korvaamalla
muuttujat HU(S): muuttujattomien termien eri kombinaatioilla.

Muuttujia sisdltdvd ohjelmaklausuulien joukko S edustaa
Herbrand-instanssiensa joukkoa Sy, joka voidaan tulkita
propositionaaliseksi ohjelmaklausuulien joukoksi.

Joukolla S on yksikésitteinen pienin Herbrand malli Mg,

Téastd saadaan kriteeri kyselyjen oikeellisuudelle: olkoon x1,...,Xn
kyselyssi Q(f) esiintyvit muuttujat.

Nyt Sk dx;--- I%,Q(f) <= on olemassa vastaussubstituutio 8
(korvaa X:t HU(S):n termeilld) s.e. Q(f)8 € Mg, .

/
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Esimerkki. Deduktiivinen tietokanta S
p(a1c)' p(bvc)' q(x) - p(st)'
00 Herbrand-unversumi HU(S) = {a,b,c}.

O Herbrand-instanssien joukko Sy:

p(a,c)- p(b,c).
q(a) :- p(a,a).
q(b) :- p(b,a). q(b) :- p(b,b). a(b) :- p(b,c).
q(c) :- p(c,a). q(c) :- p(c,b). a(e) :- p(c,c)-

O Pienin Herbrand-malli Mg, = {p(a,c), p(b,c), q(a), q(b)}.

q(a :- p(a,b). q(a) :- p(a,c).

O Mg, antaa kyselyille odotetut vastaukset:
?- p(a,c). kylla
?- q(@). kylla

?- p(a,d). ei
?- q(c). ei

\_ /
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Esimerkki. Olkoon tietokanta Sseuraava:

vanhempi(kaija, jussi). vanhempi(tauno, jussi).
vanhempi(kaija,teija). vanhempi(saija,kaija).
vanhempi(raija,saija).

sisarus(X,Y) :- vanhempi(Z,X), vanhempi(Z,Y).
esivanhempi(X,Y) :- vanhempi(X,Y).

esivanhempi(X,Y) :- vanhempi(X,Z), esivanhempi(Z,Y).

O Pienin Herbrand-malli Mg, antaa odotetut vastaukset:

?- vanhempi(kaija,jussi). kylla ?- vanhempi(raija,jussi). ei

?- sisarus(teija,jussi). kylla ?- sisarus(teija,jukka). ei

?- esivanhempi(raija,jussi). kylla ?- esivanhempi(raija,jari). ei

\_ /
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Sadntdkielen fIma=oIme §

S3dnnGilld pystytdadn ilmaisemaan keskeiset relaatioalgebran operaatiot:

. Unioni:  P(Xq,...,%n) < Q1(X1,...,%n)
P(X1,- .-, %n) ¢ Q2(X1,- .-, %n)
. Leikkaus: P(Xq1,...,X%) < Q1(X1,- -+, %) AQ2(X1,---,%n)
. Projektio: Vanhempi(x) <— Vanhempi(x,y)
. Valinta: Miljonaari(x) < Tulot(x,y) A (y > 1000000)
. Kompositio: Tenttitulos(x,y) « Opiskelija(x,i) A Arvosana(i,y)

~

/
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Verrattuna relaatioalgebraan (SQL): komplementti puuttuu.

Toisaalta sddnnét ovat ilmaisuvoimaisempia kuin relaatioalgebra

(SQL): relaatioiden mairitelmat voivat olla rekursivisia.

Esimerkki. Transitivinen sulkeuma:

Y hteys(x,y) < Lento(x,y)

Yhteys(x,y) < Lento(x,z) A Y hteys(z,y)

Tyypillisesti lisdtdan komplementti jossain muodossa.

Esimerkki. Ad hoc -ratkaisut johtavat ongelmiin:
Oluenjuoja(x) < DI(x) A not Absolutisti(x),
Absolutisti(x) <— Ekonomi(x) A not Oluenjuoja(x),
DI(Liisa), Ekonomi(Liisa)

~
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