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Sizntopchjainen pddttely

0 S3int6pohjainen paittely:
logiikkaohjelmointi, deduktiviset tietokannat,
asiantuntijajdrjestelmat

0 Horn-klausuulit tarjoavat sdd@ntdpohjaiselle paittelylle formaalin
semantiikan: voidaan madritell3 eksaktisti sddntéjoukosta

saatavien johtopdatdsten joukko.

0 Horn-klausuuleille on kehitetty tehokkaita padttelymenetelmia,
mist3 johtuen ne muodostavat laskennallisessa mieless3 tirkedn

lauselogiikan aliluokan.

O Tyypillisesti sovelluksissa tarvitaan kuitenkin Horn-klausuuleja
ilmaisuvoimaisempi kieli (negaatio/komplementti).

A
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Haeklausuulit '

Madiritelmd. Horn-klausuuli on literaalien disjunktio, jossa on

korkeintaan yksi positivinen literaali.

Esimerkki. =PV —Q V —R ja =P V @ V =R ovat Horn-klausuuleja.
Esimerkki. Klausuuli PV =Q V R ei ole Horn-klausuuli.

Merknt3tapa.
Horn-klausuuli =Py V -+ -V =P, V @ kirjoitetaan usein muodossa

QP N---NP,

ja Horn-klausuuli =Py V - - - V = P,, muodossa

—~ P AN---AP,

\ /
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Ohje|mak|ausuulltl

Tyypillisesti kdytetddn ohjelmaklausuuleja
(engl. program clauses; definite clauses).

Madritelmd. Ohjelmaklausuuli on literaalien disjunktio
AV -B1V---V B, jossa on tdsmilleen yksi positivinen literaali.

Esimerkki. Klausuuli =P vV =Q V —R ei ole ohjelmaklausuuli, mutta
-PVQ@V-R(eli@ < PAR)on.

Véite. Ohjelmaklausuulijoukko on toteutuva.

Ohjelmaklausuulijoukolle saadaan malli M esim. merkitsemalld
jokaisen klausuulin AV —B1 V ---V =B, positivinen atomi A todeksi.

Huomio. Horn-klausuulien joukko ei ole valttamattd toteutuva.

A

Esimerkiksi {P, =P} on toteutumaton. /
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/D Merkitddn jatkossa ohjelmaklausuulien joukossa S esiintyvien \
atomien joukkoa HB(S):1ld (kysymyksessd Herbrand-kanta).

O Horn-klausuulien joukolle S voidaan mééritelld vastaava
ohjelmaklausuulijoukko S’ ottamalla kdyttéon uusi atomi L ja
kirjoittamalla S:n puhtaasti negativiset Horn-klausuulit

~P,V---V-P,
muotoon
LV=P V- V=P, (eli L Py A---AP,).

Horn-klausuulien toteutuvuusongelma voidaan ratkaista

ohjelmaklausuuliesityksen avulla.

Viite. Joukko Horn-klausuuleja S on toteutuva <= S’ [~ L, missd
S’ on joukkoa S vastaava ohjelmaklausuulien joukko.

Esimerkki. { P, - P} ei ole toteutuva ja {P, L «+ P} = 1. J

\
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Ohjelmaklausuulien minimimaIIiI

Mairitelmd. (i) Malli M; (atomilauseiden joukko) on pienempi kuin
malli M, (M1 < Mg), jOSS M, C Ms.

(i) Klausuulijoukon mallia M (atomilauseiden joukko) sanotaan
minimaaliseksi, jos lausejoukolla ei ole sitd pienempda mallia.

Esimerkki. Tarkastellaan ohjelmaklausuulien joukkoa
S={Q <+ R,R+ PAQ@}.
— Totuusjakelu M = {Q, R} on S:n malli.
— M ei ole minimaalinen, koska M’ = () on myds S:n malli.

— Sen sijaan M’ on S:n minimimalli.
J]

\_ /
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Teoreema. Olkoon M; C HB(S) (miss3 i € I) mikd tahansa
kokoelma ohjelmaklausuulien joukon S malleja. T&llin my6s leikkaus

M=({M;|iel}
on malli joukolle S.

Todistus. Tehddin vastaoletus M = S.

= dA« BiA---ANB, € Sse {By,..
mutta A¢g M

., Bn} C M,

=  kaikille ¢ € I pitee {B1,...,Bn} C M;
= kaikille i € I pitee A € M;, koska M; = S,

A+~ By AN---ANB,eSjaM;=A« B A---AB,
= AeM={M]iec I}, ristiriita. O

\ /
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Ordnaaliluvut
O Joukon S transitiivisuus: jokainen S:n alkio on S:n osajoukko.

O Joukko S on lineaarijdrjestyksen < hyvin jirjestimad <= kaikill
X C S loytyy pienin alkio z € X jarjestyksen < suhteen.

~

€

O Joukko S on ordinaali(luku), jos S on transitiviinen ja relaation €

hyvin jérjestima.
O Ordinaalien luokka on hyvin jarjestetty: a < 8 <= «a € f.
O Jos « ja B ovat ordinaaleja, niin joko o C S tai 8 C .
Esimerkki. Luonnolliset |uvUut vastaavat darellisid ordinaaleja:
0—0,1=0+1—{0},2=1+1—{0,{0}}, ...

Luonnollisten lukujen joukko vastaa pienintd d3reténtd ordinaalia w.

\_

/
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Ordnaaliluvut (jatkoa)
O Ordinaalin a seuraaja o + 1 médritellddn ordinaalina a U {a}.
O Jos a = B + 1, ordinaali « on seuraajaordinaali.

O Rajaordinaali o on ordinaali, joka ei ole seuraajaordinaali.
|:| () ja w ovat ensimmiiset rajaordinaalit.

0 Jokainen hyvinjérjestetty joukko on isomorfinen jonkin ordinaalin
kanssa (tdstd termi ordinaali eli jarjestystyyppi, engl. order type)

jérjestysten katenointia.

|:| 2+ w=uw jaw+ 2 eivit ole jirjestyksind isomorfis€t-

|:| 2 ja w ovat kardinaaleja, mutta w + 2 ei (jw| = |w + 2|).

o

~

O Ordinaalien « ja 8 summalla o + B tarkoitetaan nditd vastaavien

O Ordinaali(luku) « on kardinaali(luku), jos |a| # |5 kaikille 8 < a.

(© 2002 Teknillinen korkeakoulu, Tietojenk3sittelyteorian laboratorio



A

A

T-79.154 / Syksy 2002 Monotoniset sddnnét

Teoreema. Ohjelmaklausuulijoukolla S on ainakin yksi minimimalli.
Todistus. Koska S on toteutuva, silld on ainakin yksi malli M.
Ma&3zritellddn laskeva mallien sekvenssi My, M, ... seuraavasti:
1. Seuraajaordinaaleille a:

— Jos M,_1 on S:n minimimalli, maaritell3an M, = M,_1

— Jos M,_1 ei ole S:n minimimalli, on S:l13a malli M C M,_1,
jolloin maaritellddn M, = M.

2. Rajaordinaaleille a:

— Médritellddn My = (5., M3
(joka on myds S:n mallien leikkauksena S:n malli).

Jos sekvenssi oletetaan aidosti laskevaksi paddytdan ristiriitaan, kun
la| > |HB(S)| = S:lle saadaan minimimalli jollakin ordinaalilla a.
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Esimerkki. Tarkastellaan ddretontd ohjelmaklausuulien joukkoa

S:{P()(—Po,Pl (—Pl,PQ (—PQ,...}.

muttei minimaalinen, koska myés My = {P;, P, P3,...} = S.

O Yleistden: totuusjakelu M; = {P;, P;11, Pi12,...} on joukon S
malli, muttei minimaalinen, koska M; 1 = {P; 11, Piy2, Pit3,-.
on myds joukon S malli.

0 Rajaordinaalilla w saadaan joukolle S minimimalli
My =Nco M = 0.
0 Huomaa, ettd |w| = [HB(S)|.

.

O Totuusjakelu My = HB(S) = { Py, P1, P», ...} on joukon S malli,

-}

~
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Teoreema. Joukolla ohjelmaklausuuleja S on yksikdsitteinen
minimimalli Mg (pienin malli), joka on S:n kaikkien mallien leikkaus.

Todistus. Edelld osoitettiin, ettd S:1ld on ainakin yksi minimimalli.

Oletetaan, ettd M; ja M5 ovat S:n minimimalleja.

=> M; N M; on S:n malli.

—  MiN M= M ja MiN My = M,
koska M; ja My ovat minimimalleja

= M; =M.

— Kaikille S:n malleille M C HB(S) pitee Mg C M, koska Mg
osoitettiin edelld yksikasitteiseksi.

— Taten kaikkien S:n mallien (joihin myds Mg lukeutuu) leikkaus
({M C HB(S) | M = S} on tésmilleen Mg.

D/

~
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Teoreema. Olkoon S joukko ohjelmaklausuuleja. Talloin
Ms ={P € HB(S) | S |= P}.
Todistus. Tarkastellaan mitd hyvins3 atomia P € HB(P). Nyt
SEP <= M = P kaikille S:n malleille M C HB(S)

<= P € M kaikille S:n malleille M C HB(S)
< P e Ms,

koska Mg =({M C HB(S) | M = S}.

o

~
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Minimimallin konstruointi.

Méiritelmd. Olkoon S (mahd. d3retén) joukko ohjelmaklausuuleja.
M33ritellaan operaattori Tg : 2HB(S) 5 2HB(S) seyraavasti:

Monotoniset sddnnot 13

~

Ts(M)={P|P«+ P AN---ANP, €S ja{P,...,P,} C M}

Esimerkki. Olkoon S ={P «+ P,Q,R; + Q, Ry + Q A P}.

Nyt Ts({P}) = {P,Q} ja Ts({P,Q}) = {P,Q, R1, Rz}

O M on kuvauksen Tg kiintopiste, joss Ts(M) = M.
Esimerkki. M; = {P,Q, R1, Rz} on kuvauksen Tg kiintopiste:
TS(MI) = {PaQaRl,R2} = Ml

O Kiintopiste M on pienin, jos muille kiintopisteille M’, M C M’.
Esimerkki. M; = {Q, R1} on kuvauksen Tg pienin kiintopiste.

/
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O Operaattori Ts on monotoninen:
kaikille M C M’ C HB(S) patee Ts(M) C Tg(M').

0 Knaster-Tarski -teoreema: jokaisella monotonisella operaattorilla
on yksikasitteinen pienin (suurin) kiintopiste.

Teoreema. Operaattorilla T's on pienin kiintopiste
Ifp(Ts) = ({M C HB(S) | Ts(M) C M}.

Viite. Atomilauseiden joukko M C HB(S) on ohjelmaklausuulijoukon
S malli, joss Ts(M) C M.

Todistus. M [~ S
< JA<+« ByA---AB,€Sse {By,...,B,} CM, mutta A¢ M
= JdJA€Tg(M)se. A¢gM < Tg(M)Z M. O

/

Teoreema. Pienin malli Mg = lfp(Ts).
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Maéritelma.

Tg10=0

Tsta=Ts(Tsta—1)
Tstw=UTstala<w}

Teoreema. Pienin kiintopiste lfp(Ts) = Ts 1 w.

Esimerkki. Joukolle S ={P <+ P, Q, R + Q, Ry < Q A P}:
Ts10=0,
Ts11=Ts(Ts 10)=Ts(0) ={Q},
Ts12=Ts(Ts11) =Ts({Q}) =1{Q, R:},
Ts13=Ts(Ts12) =Ts({Q,R:}) ={Q, R},

Tstw=U{TsTa|a<w}={Q R}

\_
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/ Johdettavuus ohje|ma|auseilla I

Maidritelmd. Atomilauseen P on johto ohjelmalauseista S on
darellinen jono atomilauseita Py, ..., P, siten, ettd P = P, ja
(i) PoeSia
(ii) jokaiselle 7 > 0 on olemassa P; < Q1 A - - A @, € S siten,
etta {Ql, ey Qn} C {Pl, e ,Pifl}.
Jos lauseelle P on olemassa johto joukosta S, merkitdan titd S+ P.

Teoreema. (i) S =P < SFPja
(i) Mg = {P | P on atomilause ja S+ P}.

Esimerkki. S = {P +— P, Q, Ri < Q, Ro+ QANRy, Ry P}
Jono @, Ry, Ry on lauseen Ry johto joukosta S (S + R3).

KJono @, P, R; ei ole lauseen R johto joukosta S.

/
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Logiikkaohjelmat ja deduktiiviset tietokannat

Logiikkaohjelmat (ilman ei-loogisia operaatioita: cut, not, assert,
retract) ja deduktiviset tietokannat voidaan tulkita
ohjelmaklausuulien joukoiksi S, joissa literaalit sisdltavat
muuttujia sekd vakio- ja funktiosymboleja.

S33nnodt ovat siis muotoa
P(&) < Py(t1) A -+ A Po(ty)

., t, ovat predikaattien P, P, ..., P,

argumentteina olevia termilistoja.

missd ¢, tq, ..

Miké on tillaisen ohjelmaklausuulijoukon S semantiikka:
milloin annettuun kyselyyn Q(#) pit33 antaa mydnteinen vastaus?

/
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Jokaiseen ohjelmaklausuulien joukkoon S liittyy
Herbrand-universumi HU(S) eli S:n vakio- ja funktiosymboleista
muodostettavissa olevien muuttujattomien termien joukko.

Mika tahansa S:n muuttujia sisdltdvd ohjelmaklausuuli
P(t) < Py(t1) A --- A Py(t,) voidaan instantioida korvaamalla
muuttujat HU(S): muuttujattomien termien eri kombinaatioilla.

Muuttujia sisdltdvd ohjelmaklausuulien joukko S edustaa
Herbrand-instanssiensa joukkoa Sy, joka voidaan tulkita
propositionaaliseksi ohjelmaklausuulien joukoksi.

Joukolla Sy on yksikésitteinen pienin Herbrand malli Mg, .

Téastd saadaan kriteeri kyselyjen oikeellisuudelle: olkoon z1,...,x,
kyselyssi Q(%) esiintyvdt muuttujat.

Nyt S |= Jz; --- 32,Q(f) <= on olemassa vastaussubstituutio §

(korvaa z;:t HU(S):n termeilld) s.e. Q(£)6 € Ms,,. /
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Esimerkki. Deduktiivinen tietokanta S:
p(b,c). q(X)

00 Herbrand-unversumi HU(S) = {a,b, c}.

p(a,c). - p(X,Y).

O Herbrand-instanssien joukko Sy:

p(a,c). p(b,c).

q(a) :- p(a,a). qg(a) :- p(a,b). gqg(a) :- p(a,c).
q(b) :- p(b,a). q(®) :- p(b,b). q(b) :- p(b,c).
q(c) :- p(c,a). qc) :- plc,b). qlc) :- p(c,c).

O Mg, antaa kyselyille odotetut vastaukset:

7- p(a,c). kylla
?7- g(a). kylla

7- p(a,d). ei

?7- q(c). ei

\_

O Pienin Herbrand-malli Mg, = {p(a,c), p(b,c), qa), q(b)}.

/
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Esimerkki. Olkoon tietokanta .S seuraava:

vanhempi(kaija, jussi). vanhempi(tauno, jussi).
vanhempi(kaija,teija). vanhempi(saija,kaija).

vanhempi (raija,saija).

sisarus(X,Y) :- vanhempi(Z,X), vanhempi(Z,Y).
esivanhempi(X,Y) :- vanhempi(X,Y).
esivanhempi(X,Y) :- vanhempi(X,Z), esivanhempi(Z,Y).

O Pienin Herbrand-malli Mg, antaa odotetut vastaukset:

?7- vanhempi (kaija,jussi). kyllid ?- vanhempi(raija,jussi). ei

7- sisarus(teija,jussi). kylli ?7- sisarus(teija,jukka). ei

?- esivanhempi(raija,jussi). kylld

o

?- esivanhempi(raija,jari). ei

/
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Saintokielen flm?ISIVOiM2

S3dnnGilld pystytdadn ilmaisemaan keskeiset relaatioalgebran operaatiot:

A

1. Unioni: P(z1,...,7n) < Q1(z1,...,Ty)
P(zy,...,2,) + Q2(x1,...,24)
Leikkaus: P(z1,...,Zn) < Q1(z1, ..., Tn) A Q2(21,-..,Tn)

Projektio: Vanhempi(z) < Vanhempi(z, y)

> W~

Valinta: Miljonaari(z) < Tulot(z,y) A (y > 1000000)

5. Kompositio: Tenttitulos(z, y) < Opiskelija(x,7) A Arvosana(i,y)

\_ /
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O Verrattuna relaatioalgebraan (SQL): komplementti puuttuu.
0 Toisaalta sd3nnét ovat ilmaisuvoimaisempia kuin relaatioalgebra
(SQL): relaatioiden mairitelmat voivat olla rekursivisia.
Esimerkki. Transitivinen sulkeuma:
Yhteys(z,y) < Lento(z,y)
Yhteys(z,y) < Lento(z,y) A Yhteys(y, z)
O Tyypillisesti lisdtddn komplementti jossain muodossa.
Esimerkki. Ad hoc -ratkaisut johtavat ongelmiin:
Oluenjuoja(z) < DI(z) A not Absolutisti(z),
Absolutisti(z) < Ekonomi(z) A not Oluenjuoja(z),
DI(Liisa), Ekonomi(Liisa)

\ /
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