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Davis-Putnam-menetelma I

O Tehokaimmat nykyiset lauselogiikan ratkaisumenetelmat

pohjautuvat Davis-Putnam-menetelmi3n [1960]
(oikeastaan [Davis-Logemann-Loveland, 1962]).

00 Refutaatio-menetelm3: lause P todistetaan aloittamalla lauseesta

—P ja johtamalla ristiriita:

Lause =P muunnetaan konjunktiiviseen normaalimuotoon
klausuulijoukoksi, joka osoitetaan toteutumattomaksi.

O Menetelmlld voidaan myds hakea klausuulijoukolle mallia/malleja.

0 Taydellinen menetelm3: pdattdd jokaisen klausuulijoukon osalta,

onko joukko toteutuva vai ei.

/
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Tutkitaan klausuulijoukkojen joukon toteutuvuutta:
Klausuulijoukkojen joukko on toteutuva <= ainakin yksin sen

klausuulijoukoista on toteutuva.

Klausuulijoukkoja muunnetaan, kunnes on ilmeistd, ovatko ne
toteutuvia vai ei (eliminoimalla toteutuneet klausuulit ja muista
klausuuleista epitodet literaalit):

(i) Tyhjd klausuulijoukko on toteutuva.

(i) Tyhjén klausuulin sisdltdva klausuulijoukko ei ole toteutuva.

Muunnokset sdilyttdvat toteutuvuuden:

Jos klausuulijoukko on ennen muunnosta toteutuva, se on
toteutuva myds sen jdlkeen.

/
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Maaritelmia I

O Literaalin L komplementti L:

0

Olkoon A atomilause. A = —A ja —A = A.

Tyhjd Rausuuli: L

Esim. Jos klausuulista AV =B poistetaan literaalit A ja =B,
jéljelle j33 tyhja klausuuli L.

Tyhja klausuuli L on jokaisessa mallissa epatosi.

Esikasittely:

(i) Poistetaan kustakin klausuulista moneen kertaan esiintyvdt
literaalit.

(i) Poistetaan tautologiset (aina todet) klausuulit, joissa esiintyy

/

literaali ja sen komplementti.
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Esimerkki. Olkoon S = {-A,AV BV C,-AV D}.
Yhden literaalin sdd@nté muuntaa joukon S muotoon {B V C}.

Malliehto: — A tosi.

~

Muunnosséiéinnét.

Yhden literaalin sd@ntd (One-literal rule):
Olkoon klausuulijoukossa S yhden literaalin klausuuli L.

Muunnetaan S poistamalla
(i) kaikki klausuulit, jotka Sisaltavdt literaalin L ja
(i) muista klausuuleista literaali T (yksikkéresoluutio).

Malliehto: L tosi.
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O Komplementti puuttuu -sddnté (Affirmative-negative rule):

Olkoon klausuulijoukossa S klausuuli, joka sisdltd3 literaalin L
muttei yhti3n klausuulia, joka Siséltdd literaalin T

Muunnetaan S poistamalla kaikki klausuulit, jotka Siséltdvét
literaalin L.

0O Malliehto: L tosi.

Esimerkki. Olkoon S ={AV -BV C,-AV -C}.

Komplementti puuttuu -sdd@nté muuntaa joukon S muotoon

{-=AV -=C}.

Malliehto: —B tosi.
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O Peittosddnté (Subsumption rule):

Olkoon klausuulijoukossa S klausuulit Cy ja Cs siten, ettd Cs
peittdd klausuulin C; (jokainen klausuulin C; literaali esiintyy
my6s klausuulissa Cs).

Muunnetaan S poistamalla Cs.

O Ei malliehtoa!

Esimerkki. Olkoon S = {AV -BV -C,AV —-C,—-AV —B}.
Peittosddnté muuntaa joukon S muotoon
{AV —-C,-AV —B}.

Ei malliehtoa.

.

~
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Haarautumissddntd (Splitting rule):

Olkoon klausuulijoukossa S klausuuli, joka sisélt33 literaalin L ja
klausuuli, joka Sisdltad literaalin T,

Muunnetaan S kahdeksi joukoksi S, ja St.

0 S;, saadaan joukosta S poistamalla kaikki klausuulit, jotka
sisiltivat literaalin L ja muista klausuuleista literaali L
Malliehto: L tosi.

00 St saadaan joukosta S poistamalla kaikki klausuulit, jotka
sisiltdvit literaalin L ja muista klausuuleista literaali L
Malliehto: L tosi.

Esimerkki. Joukosta S = {AV =BV -C, —AV —B} saadaan:
Sa = {—B} (malliehto: A tosi) ja
S_a ={-BV-C} (malliechto: —A tosi).
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O Rintama R on joukko klausuulijoukkoja S ja R ymmarretdan
klausuulijoukkojensa disjunktiona.

O Klausuulijoukosta S alkava DP-johto on jono R1, R, Rs, ...
rintamia, missd Ry = {S} ja kun i > 0, rintama R; on saatu
rintamasta R;_; korvaamalla jokin klausuulijoukoista S’ € R;_;
niilld 1:113 tai 2:lla klausuulijoukolla, jotka saadaan soveltamalla
joukkoon S’ yht3 edelld kuvatuista s33nndista.

o
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Rintama R on

O valmis, jos sen jokaiselle klausuulijoukolle S € R pitee
joko 1 € S tai S = 0.

O onnistunut, jos sen jokaiselle klausuulijoukolle S € R pitee 1. € S.
O epdonnistunut, jos siihen sisiltyy tyhjd klausuulijoukko S = 0.
Huomaa, ettd jos R on

O onnistunut, R on klausuulijoukkojensa disjunktiona toteutumaton.

O epdonnistunut, R on klausuulijoukkojensa disjunktiona toteutuva.

DP-johto R1, R2, Rs, ... on valmis/onnistunut/epdonnistunut, jos se
S3ttyy rintamaan R, joka ©n valmis/onnistunut/ep&onnistunut. J
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Esimerkki. Onnistunut DP-johto:

R, = [{PVR,PV-R,~PVQ,~PV-Q}
R, = [{Q,~Q},{R, R}
Ry = [{L1},{R,~R}]
Ry = [{L1}{1}]

Esimerkki. Epdonnistunut DP-johto:

Ry = [{PVQ,PV-Q,-PVQ}
Ry, = [{@}{Q -}

Ry = [{Q},{L}]

Ry = [0,{1}]

\ /
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Viite. Olkoon S 3érellinen klausuulijoukko ja R1, Rs, Rs, ...,

rintamasta R; = [S] |3htien muodostettu DP-johto. Jos kyseinen
DP-johto Ri1, R2, Rs, ..
(i) joko onnistunut tai epdonnistunut.

., on valmis, niin se on myds (i) darellinen ja

Todistus. (i) S&&ntdjé voidaan soveltaa vain darellisen monta kertaa,
koska S on dédrellinen ja jokainen muunnossddnté vihentdi
atomilauseiden maarda tai klausuulien maardd (peittosdants). Nain
DP-johto muodostuu darelliseksi jonoksi rintamia Ry,..., R,.

(i) Oletetaan, ettéd johto Ry,..., R, ei ole onnistunut eikd
epdonnistunut. T3lldin 35S € R, s.e. S # () and L ¢ S, joten

Ry,..., R, eiole valmis. Johtoa voitaisiin jatka2 valitsemalla klausuuli
C € S ja C:n literaali L. Jos literaali T, esiintyy S:ssi, voidaan kiyttss

wlarautumisséiéintééi, muutoin komplementti puuttuu -s3antd3. /
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Viite. Olkoon S 3érellinen klausuulijoukko ja Ry, ..

~

., R, rintamasta
R; = [S] modostettu valmis DP-johto. T&lléin S on toteutumaton

<= DP-johto Ry, ..., R, on onnistunut.

Todistus. Muunnossddnnét siilyttdvat toteutuvuuden, joten kaikille
1 < i < n pitee: rintama R; on (klausuulijoukkojensa disjunktiona)
toteutuva <= R,;_; on toteutuva.

Niinollen R; on toteutumaton <= R, on toteutumaton.

Viite seuraa, koska Ry = [S] ja R, on toteutumaton <

DP-johto Ry, ..., R, on onnistunut.

Esimerkki. Oletetaan, ettd klausuulijoukosta S saadaan
haarautumissddnnolld Si, ja Sz. Nyt S on toteutuva <= Sr, on

Q)teutuva tai S on toteutuva. J
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DP-johtojen ominaisuudet IIII

0 Vaika DP-johdoissa kiytettavat muunnossddnnot siilyttavat
toteutuvuuden, klausuulijoukkojen mallit eivadt valttamatta saily.

O Erityisesti komplementti puuttuu -sd&nté sulkee pois malleja.

Esimerkki. Tarkastellaan klausuulijoukkoa S = {A Vv B}.

1. Soveltamalla komplementti puuttuu -s3dntd3 A:n suhteen,
saadaan klausuulijoukoksi S’ = @ ja malliehdoksi A.

2. Koska lopputuloksena on tyhjé klausuulijoukko, malliehdon A
nojalla klausuulijoukolle S voidaan muodostaa kaksi mallia
M1 = {A} ja M2 = {A,B}

3. Klausuulijoukolla on kuitenkin kolmas malli M5 = {B}.

~
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DP-todistukset '

O Lauseen P DP-todistus saadaan muuntamalla =P
klausuulijoukoksi S ja etsim3lld rintamasta Ry = [S] l3htevi

valmis ja onnistunut DP-johto Ry, ..., R,.

O Epé&onnistunut DP-johto antaa klausuulijoukolle mallin:

Otetaan malli, joka tdyttdad tyhjddn klausuulijoukkoon johtaneen
muunnossddntoketjun yhteydessd saadut malliehdot.

Teoreema. DP-todistusten virheettémyys ja taydellisyys:
Lause P on pdtevd <= lauseella P on DP-todistus.

.

/
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“(P=Q —=(-Q—-P) ~ (P=2>QA=(QV-P)
~ (FPVQ)A-QAP
~  S={-PVQ,-Q,P}
{-PVQ,~Q,P}]
{P,—P}]
[{L}]

Lauseen DP-todistus:

\_

Todistus.
P pitevd <= lauseen —P klausuulimuoto S on toteutumaton
<= rintamasta R; = {S} voidaan muodostaa valmis
ja onnistunut DP-johto R4,..., R,
<= lauseella P on DP-todistus.
Esimerkki.

~

/
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O Rintamien k3ytto voidaan ymmartia leveyshakuna.

O Jos haarautumissddntd3 kaytetddn paljon, saattaa rintamien
tilavaatimus muodostua eksponentiaaliseksi.

O Algoritmien tilankdytté saadaan polynomiseksi, jos onnistuneen
DP-johdon haku suoritetaan syvyyshakuna.

[0 Syntyvd hakupuu on muodoltaan bindirinen (ainoastaan
haarautumissdinté haarauttaa puun).

O Ainoastaan yhtd hakupuun haaraa tarvitsee kerrallaan sdilytt3d3

o

muistissa (pino on tdhdn erinomaisesti soveltuva tietorakenne).

~

/
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Klausuulijoukoista muodostuva bindédripuu T' on DP-taulu, jos

1. T:n ainoana solmuna (eli sekd juuri- ettd lehtisolmuna) on mika
tahansa klausuulijoukko S, tai

2. T' on DP-taulu ja T saadaan soveltamalla johonkin T":n

lehtisolmuna olevaan klausuulijoukkoon S muunnossddnt6a ja
littamalld syntyvat 1 tai 2 klausuulijoukkoa solmun S lapsiksi.

O Jokaista DP-taulua T vastaa rintama R(T), joka on T':n

lehtisolmuina olevien klausuulijoukkojen S joukko.

O DP-taulu T on valmis/onnistunut/epdonnistunut jos ja vain jos

rintama R(T') on valmis/onnnistunut/epdonnistunut.

\_

~
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simerkki. Todistetaan lause ¢ =
(P=>QAN Q= P)A(=P = Q) = (PAQ).

1. Muunnos klausuulimuotoon:

¢~

(P=Q)N(Q—>P)ANP = Q)A=(PAQ)
~ {=PVQ, -QVP, PVQ, -PV-Q)}.

2. Muodostetaan onnistunut DP-taulu (malliehdot annettu suluissa):

{-PVQ@, -QVP, PVQ, -PV-Q}

(P) | (=P)
{Q,-Q}{-Q,Q}
@ | (=Q)

{4 | {4

~
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Esimerkki. Tutkitaan, onko lause ¢ =

~

(R-PVQAPVQA(R—--QA(QVS)A(S—R))—=(SAR)
pateva.
1. Haetaan —¢:lle klausuulimuoto: S =

{-RVPVQ, PVQ, -RV-Q, QV S, -SVR, =SV R}

2. Muodostetaan DP-taulu (seuraava kalvo).

3. Ep3donnistunut haara (klausuulijoukko tyhjd) antaa alkuperdiselle
klausuulijoukolle mallin A = {P, Q}.

4. Koska klausuulijoukko S on ekvivalentti lauseen —¢ kanssa,
alkuperiiselle lauseelle ¢ saatiin ndin vastamalli A.

\_ /
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0 DP-taulusta muodostuu seuraava:

{-RVPVQ, PVQ, - RV-Q, QV S, -SVR, =SV -R}
(peittosdintd)
{PVQ@, -RV—-Q, QV S, -SVR, =SV R}

(P)
{-RV-Q, QV S, -SVR, SV -R}
(—R) (R)
{fevs, -5}{-Q, @V S, -5}

(=5) (—Q)

{Q} {5, -5}

(@) (5)

{ {1}

o
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DP-taulut vs. semanttiset taulut.

0 Semanttisissa tauluissa ei kdytetd haarautumissddntda.

Davis-Putnam-menetelma

4 N

O DP-tauluilla voidaan simuloida polynomisesti klausuulijoukolle
muodostettavaa semanttista taulua. Esimerkiksi

T(LyV Cs) {..;, L1V Csq,...}
/ o (L1) (L1)
TL, TG, G M G )

O Semanttisella taululla ei voi simuloida polynomisesti DP-taulua.
Esimerkki: {-PV Q, -QV P, PV Q, =PV -Q}

|:| Davis-Putnam-menetelm3 on vahvempi todistusmenetelma kuin
taulut ilman haarautumissdadntda.

/
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Muita sdantgja I

O Literaali epdonnistuu -sddnts:

4 N

Jos tyhjé klausuuli saadaan joukosta S U {L} yksikkéresoluutiolla,
poistetaan kaikki klausuulit, joissa esiintyy L ja muista
klausuuleista literaali L.

O Malliehto: L.

Esimerkki. Olkoon S ={AV B, =BV C, =CV A}.

Joukosta S U {—A} saadaan yksikkéresoluutiolla {B,C,~C, L}.
Saadaan muunnettu klausuulijoukko S = {-=BV C}.

Malliehto: A.

/
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O Literaalipari epdonnistuu -sdanto:
Jos klausuulijoukosta S U {L;, Lo} saadaan yksikkéresoluutiolla L,
lisit33n joukkoon S klausuuli Ly V Ls.

O Poista 1-literaalit -s&3@nto:

Literaali L esiintyy té@smalleen yhdessd S:n klausuulissa L Vv Cy ja
L esiintyy k klausuulissa LV Cy,...,LV Cy.

Korvataan joukossa S em. k + 1 klausuulia & klausuulilla
CoVCi,...,CoV Cy.

Esimerkki. Olkoon S = {AV =BV C,-CV A}.
Joukosta S U {—A, B} saadaan yksikkéresoluutiolla {C, A, 1}.

Joten joukkoon S lisdtdan klausuuli AV —B.

\_ /
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