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Kurssin sisalto I

Lauselogiikan parhaat toteutusmenetelmat:

Davis-Putnam, BDDt, stokastiset menetelmat.

Sdantopohjainen paittely (looginen pohja, toteutusmenetelmat)

Sovellutuksia

Tietojenkasittelyssa usein toistuvat kisitteet:
— formaali malli
— ristiriidattomuus ja taydellisyys

— tehokkuus; laajojen ongelmien monimutkaisuus

.
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Kurssin suorittaminen I

Kurssin suorittaminen edellyttaa hyvaksyttyja

* kolmea kotitehtdvda
— Ongelman mallintaminen
— Ratkaisun l6ytaminen opetetuilla menetelmilla

— Arvostelu: hyvaksytty / hylatty

* tenttid
— keskiviikkona 19.12.2001 klo 13-16, sali T1
— tiistaina 8.1.2002 klo 13-16, salit DE

Kurssin arvosana maardytyy tentin arvosanan mukaan.

.
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Lauselogiikka tietojenkdsittelyssa

O Formaalit menetelmat yleistyvat
O Logiikkapohjaisten tyokalujen kaytto tavallista

The use of formal verification tools is well established and
becoming more so. Simulation- and emulation-based
methodologies aren’t sufficient to guarantee correctness with
today’s complex chips.

(Carl Pixley, Motorola Inc. in IEEE Spectrum)

|:| Tietokoneiden suorituskyvyn ja muistin maaran nopea kasvu

|:| Toteutusmenetelmien kehitys

\ /
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Sovellutusalueita I

Digitaalipiirien verifiointi

Digitaalipiirien synteesi

Vikadiagnoosi

Testien generointi

Rinnakkaisten ja hajautettujen jarjestelmien verifiointi

Suunnittelu

o o o o o o od

Logistiikka

\ /
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Esimerkki: digitaalipiirien verifiointi

O Piirin madrittely ja
toteutus esitetdan
logiikan lauseina.

O Toteutuksen oikeel-
lisuus verifioidaan
tarkastamalla loo-

ginen ekvivalenssi Pod
A B C A B C

maarittelyn kanssa.
“AAN(BVC)vs =(AV (=BA-C))

.
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Esimerkki: rajoiteohjelmointi

3-vdritysongelma: Voidaanko annetun graafin solmut varittida
kolmella varilla siten, ettei naapureilla ole sama vari.

Graafin jokaista solmua n kohti 3 atomilausetta: n,, ng, n,

Rajoitteet:

(i) kullekin solmulle n,

Np VngVng

(ii) jos solmujen n ja m vililla on kaari:
Ny V My,

MgV My

My V MMy,

|:| Graafilla on 3-véritys jos ja vain jos lausejoukko on toteutuva.

\

/
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Lauselogiikan kertaus I

Syntaksi: aakkosto ja lauseenmuodostussaannot
Semantiikka: totuusjakelut ja totuusmaaritelma

Semanttiset peruskasitteet:
— Mallin kasite

— Toteutuvuus

— Patevyys

— Looginen seuraavuus

— Looginen ekvivalenssi

Normaalimuodot

Yhteys predikaattilogiikkaan
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Lauselogiikan aakkosto'

atomiset lauseet: A, A1, As,...,B,By,...,C,...
negaatiosymboli: — (ei)

konjunktiosymboli: A (ja)

disjunktiosymboli: V (tai)

implikaatiosymboli: — (jos ... niin)
ekvivalenssisymboli: <+ (jos ja vain jos)

sulut: ()

Symboleja —, V, A, — ja <> kutsutaan konnektiiveiksi.
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Kielen maaritelma I

Olkoon P ei-tyhja joukko atomisia lauseita.

Lauselogiikan lauseenmuodostussdannét:
1. Jokainen atominen lause A € P on lause.

2. Jos «a ja 8 ovat lauseita, niin myds (—a), (aV 8), (a A B),
(a = B), (o +> B) ovat lauseita.

3. vain edelld olevien sdantdjen perusteella muodostetut merkkijonot
ovat lauseita.

N3iden sddnt6jen nojalla muodostettavissa olevien lauseiden joukkoa

kutsutaan (atomisten lauseiden joukkoon P perustuvaksi) lauselogiikan
kieleksi L.

\ /
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Sopimukset sulkeiden kéiytﬁstéi'

* Uloimmat sulkeet tapana jittdd pois: A — B eikd (A — B)

* Konnektiivien presedenssi:
1. = on vahvin konnektiiveista
2. V, A ovat heikompia kuin —, mutta vahvempia kuin —, <
3. —, <> ovat heikoimmat konnektiivit
Esimerkiksi: —A — B eikid (-A4) — B,
AANB— BV Ceki (AANB)— (BV (),
mutta (A — B) V (B < C).

* Ketjudisjunktiot/konjunktiot: AV BV C kirjoitetaan lauseiden
AV (BVC)ja(AV B)VC sijaan.

\ /
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Totuusjakelut I

Maaritelma. Totuusjakelu A on atomisten lauseiden joukon P
osajoukko.

Ajatuksena on, etta
e A:n atomiset lauseet ovat tosia,
» P — A:n atomiset lauseet ovat epatosia.

Huomio. Jos P on direllinen, erilaisia totuusjakeluja on |27| = 2/7!
kappaletta.

Olkoon A C P totuusjakelu. Seuraavassa maaritelldan milloin lause

.

¢ € L on tosi A:ssa (A = ¢) ja milloin ¢ on epdtosi A:ssa (A ~ ¢).

/
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Lauselogiikan totuusmaaritelma

Mdaritelma.

1. A A < A c A (atomisille lauseille A € P).

2. A=—a <= Ao

3. AEanpg <= AEaja AESB.

4 A=aVp <<= AEata AEQL.

5 AEa—f <— AFfatai AELS

6. AEa+ f < joko A=aja A= ptai A aja AEB.

Huomio.

AEPN---NP, < Vie{l,...,n}: AE=PF,.
Q):PIV"'VPn <— Jie{l,...,n;: AEP,.

/
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Mallin kasite ja toteutuvuus'

on tosi A:ssa eli A = a.

malleja lauseelle A Vv B.

Maaritelma. Totuusjakelu A C P on lausejoukon ¥ C £ malli
(A E ), joss kaikille lausejoukon ¥ lauseille o € ¥ pitee A = o.

ainakin yksi totuusjakelu A C P on sen malli.

.

~

Maaritelma. Totuusjakelu A C P on lauseen oo € £ malli, joss lause «

Esimerkki. Totuusjakelut A; = {A}, A, = {B} ja A3 = {A, B} ovat

Madritelmd. Lause a € L (tai lausejoukko ¥ C L) on toteutuva, joss

/
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Patevyys ja looginen ekvivalenssi'

A = « kaikille totuusjakeluille A C P.
Esimerkki. Olkoon P = { A} ja £ vastaava kieli. Lause AV —A on

Maaritelma. Lauseet o € L ja f € L ovat loogisesti ekvivalentteja
(e =p), joss A =a <= A = S kaikille totuusjakeluille A C P.

Esimerkki. A ja =—A ovat loogisesti ekvivalentit, koska n3illd on
sama totuusarvo kaikissa totuusjakeluissa.

Huomio. Kaikillle o € L ja € L pitee a = < E a+ (.

.

~

Madaritelmd. Lause o € L on patevd/tautologia (merkitdan = «), jos

patevd, koska AV —A on tosi totuusjakeluissa A; = {} ja A2 = {A}.
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Looginen seuraavuus'

Madritelma. Lause o € £ on lausejoukon ¥ C L looginen seuraus

Esimerkki. ——A seuraa loogisesti lausejoukoista {A} ja {A A —A}.

Huomioita.

A B~ « (vastaava kasite kaytossd myds patevyyden tapauksessa).
cEa = lE=a
e {ag,...,an} EB <= FaiA...Nay, = L.

* Y E=a <= XU{-a} on toteutumaton.

.

~

(merkitdan ¥ = «), jos A = « kaikille lausejoukon ¥ malleille A C P.

* Jos ¥ £ «, on olemassa vastamalli A C P siten, ettd A =X ja

/
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\ Esimerkki I

Esimerkki. Kuvataan seuraavaa yksinkertaista jarjestelmaa
lauselogiikan lausein.

@ Valitaan atomisiksi lauseiksi
J' L = "Lamppu palaa”,
K = “Kytkin on suljettu” ja
P = “Paristossa on riittavasti va-

‘ | rausta”.
‘ |

Maaritellaan jarjestelman sallitut tilat lauseilla

(=P) = (=1)) ja
(P— (L + K)).

.
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\( N

Totuusjakelu voidaan ymmartaa yhden asiantilan kuvauksena.

Esimerkki. Lamppuesimerkin tapauksessa:

A, ={P}: Patterissa on riittavasti varausta.
Kytkin ei ole suljettu.
Lamppu ei pala.

A; ={L,K}: Patterissa ei ole riittdvasti varausta.
Lamppu palaa.
Kytkin on suljettu.

Naistd jalkimmainen on mitd ilmeisimmin fyysisesti mahdoton, mutta
kuitenkin loogisesti mahdollinen asiantila.

Laaditaan taydellinen totuustaulukko lamppuesimerkin lausejoukolle
Y={-P—-L,P— (L+ K)}CLjalauseelle -LV K € L.

\ /
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\( N

\PlL|K|-P|-L|-Ps-L|LoK|Ps@LeK)|-Lvk|
T|\T|T| E | E T T T
T T|E| E|E T E E
T E|T|E|T T E E T
T\ E|E| E| T T T T
E\T|T| T | E E T T T
E|\T|E| T | E E E T E
E|E|T| T | T T E T
E|E|E| T | T T T T

Lausejoukolla 3 on nelja erilaista mallia (merkitty nuolin), jotka
vastaavat jarjestelméan sallittuja tiloja.
Lause =L V K on tosi naissa kaikissa, joten ¥ =LV K.

\ /
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Konjunktiivinen ja disjunktiivinen normaalimuoto

Maaritelma. Jos A on atominen lause, niin A ja —A ovat literaaleja.

Maadritelma. Lause a on konjunktiivisessa normaalimuodossa, jos «
on muodoltaan konjunktio 81 A By A --- A 3, missd jokainen 3; on
literaaleista l1,1s, ... ,ln, koostuva disjunktio I3 ViIg V-V i,,,.

Disjunktiivinen normaalimuoto maéritellddn samaan tapaan, mutta
konjunktion ja disjunktion roolit vaihdetaan keskendan:

Maaritelma. Lause a on disjunktiivisessa normaalimuodossa, jos o on
muodoltaan disjunktio 51V B2 V - -V B, missa jokainen 3; on
literaaleista l1, 12, ... ,ln, koostuva konjunktio i1 Alg A« Aly,,.

\ /
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Normaalimuotojen johtaminen I

Mika hyvansa lauselogiikan lause voidaan muuttaa konjunktiiviseen

~

(disjunktiiviseen) normaalimuotoon seuraavalla menettelyll3.

» Poista konnektiivit <> seuraavanlaisilla korvauksilla:
aeB = (raVBA(BVA) (1)

* Poista konnektiivit — seuraavanlaisilla korvauksilla:
a—=pB ~ —aVp (2

* Siirrd negaatiot valittdmasti atomisten lauseiden eteen:
-0 ~ (3)
“(aVvp) ~ —an-B8 (4)
“(aAB) ~ —av-oB (5)

\ /
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aV(BAy) ~ (aVB)A(aVy) (6)
(@AP)Vy ~ (aVy)ABVy) (7)
Tai (DNM) siirrd V-konnektiivit A-konnektiivien ulkopuolelle:

aN(BVy) ~ (aAnB)V(any) (8)
(@VB)Ay ~ (aAy)V(BAY) (9)
Huomio. Muunnossdannot siilyttavat loogisen ekvivalenssin, joten

tai disjunktiivinen normaalimuoto.

.

~

* (KNM) Lopuksi siirrd A-konnektiivit V-konnektiivien ulkopuolelle:

lopputuloksena saadaan mille tahansa lauseelle « € £ konjunktiivinen

/
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Esimerkki. Muutetaan lause AV B — (B «» C) konjunktiiviseen ja
disjunktiiviseen normaalimuotoon.

AV B — (B+ C)
AV B — (-BVC)A(=CV B) (1)
-(AV B)V ((-BVC)A(=CV B)) (2)

(mFAAN-B)V((-BVC)AN(=-CV B)) (4)

Konjunktiivinen normaalimuoto:
(mAV((-BVC)AN(—-CV B))AN(—~BV ((-BVC)A(—-CV B))) (7)
((mAV(=-BVC)A(-AV (=CVB))A(-BV ((=BVC)A(=CV B))) (6)
(mAV(-BVC)AN(—AV(-CVB)AN(=BV(=BVC)A(—-BYV(=-CV B))) (6)
(~mAV BV C)A(=AV -CVB)A(=BV -BVC)A(~BV-CV B)
Disjunktiivinen normaalimuoto:

(=AA=B)V ((=BV C)A=C)V ((=BV C) A B) (8)
(=AA=B)V (=BA=C)V(CA=C)V(=BAB)V(CAB) (9)

.

~

/
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* Atomiset lauseet A ja niiden negaatiot A ovat literaaleja.

* Literaalin komplementti: A = —A, =4 = A.

e Literaalien I4,... 1, disjunktio l; V --- VI, on klausuuli.

* Klausuulit kirjoitetaan usein muodossa {l1,...,1,}.

» Joukko klausuuleita S edustaa klausuuliensa konjunktiota.
Huomaa ero: —AV BV —A ~ {-A, B}.
Huomio. Konjunktiivinen normaalimuoto vastaa klausuulijoukkoa.

Esimerkki. Konjunktiivista normaalimuotoa
(AV —=B) A (=CV =AYV D) vastaava klausuulijoukko on
{{A7 _'B}7 {_'A7 -C, D}}

\ /

© 2001 Teknillinen korkeakoulu, Tietojenk3sittelyteorian laboratorio

T-79.154 / Syksy 2001 Johdanto

Lauselogiikan ja predikaattilogiikan suhde

* Predikaattilogiikka on lauselogiikan yleistys, jonka syntaksi ja
semantiikka ovat monimutkaisemmat.

* Lauselogiikka saadaan predikaattilogiikan erikoistapauksena:
atomiset lauseet vastaavat 0O-paikkaisia predikaatteja.

» Toisaalta predikaattilogiikan paattely voidaan palauttaa
lauselogiikan paattelyksi. Olkoon . predikaattilogiikan lausejoukko.
1. Muunnetaan X klausuulijoukoksi S siten, ettda X on

toteutumaton <= S on toteutumaton:
Y ~ prenex-muoto ~~ skolemointi ~» KNM ~~ S

2. S on toteutumaton <= S:n Herbrand-instanssien joukon S’
aarellinen osajoukko S” C S’ on toteutumaton.

\ /
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\ Prenex—normaalimuoto.

Predikaattilogiikan lause «, joka on muotoa Q1x1Qsx2 - - Qnxyp @,
missa kukin Q; on kvanttori (V tai 3), ja alikaava ¢ ei sisilla

kvanttoreita, on prenex-normaalimuodossa.

Esimerkki. Seuraavat lauseet ovat prenex-normaalimuodossa:

Jokainen predikaattilogiikan lause voidaan muuttaa loogisesti
ekvivalenttiin prenex-normaalimuotoon seuraavalla menettelylla:

1. Poistetaan konnektiivit — ja «>:

=1 o~ PV
PP~ (2P VY)A(PV )

.

VzIyVavw(P(z,y,2) = (Qy, 2,w) = R(z,w,z))) Vz3Iy P(z,y)

~

/
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2. Viedaddn lauserakenteen negaatiot sisddn ja tuodaan kvanttorit
ulos (z on uusi muuttuja):

L A
(eAh) ~ VY
(V) ~ cpAY
QZ:—Mygo > Q&EIy—mp
gxﬁﬂyw ~ QﬂxVy—mp
Qr(Yyp V) ~ Qrvz(p(y/2) Vy)

Viimeisesta saannosta tarvitaan versiot, joissa disjunktit ovat
pdinvastaisessa jarjestyksessd, joissa V:in tilalla 3, ja jossa
disjunktion sijasta konjunktio (7 sdantoa lisaa).

.

~

/

© 2001 Teknillinen korkeakoulu, Tietojenk3sittelyteorian laboratorio

27

28



T-79.154 / Syksy 2001 Johdanto

~

Skolemointi I

Olkoon Qz¢ prenex-normaalimuodossa s.e. Qx sisiltd3d kvanttorin Jz;.

Skolemointi suoritetaan seuraavasti:

e Jos dx;:t3 ei edelld ainutkaan universaalikvanttori, korvataan x;
uudella vakiolla c.

* Jos dz;:t3 edeltdvat universaalikvanttorit Vz,,,,VZy,,... , V2, ,
poistetaan kvanttori Jx;, ja korvataan z;:n jokainen esiintyma
termilld f(2n,, Zn,,---,Zn,, ), missd f on uusi funktiosymboli.

Huomio. Skolemointi ei sidilytd loogista ekvivalenssia mutta s3ilyttaa
toteutuvuuden.

\ /
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Klausuulimuoto predikaattilogiikassa I

Mika tahansa predikaattilogiikan lause voidaan saattaa

~

klausuulimuotoon seuraavalla menettelylla:

1. Haetaan prenex-normaalimuoto.

2. Muunnetaan tama konjunktiivinen normaalimuotoon.

3. Mikali KNM sisilt3a eksistenssikvanttoreita, skolemoidaan.
4

. Kirjoitetaan klausuuliesitys (joukko literaalien joukkoja).

Esimerkki. Haetaan klausuuliesitys lauseelle

Vz(~(P(z) = VyQ(z,y)) V R(z)):
~ o Vedz((P(z) A —Q(z,2)) V R(x)) (1)
~ Va3z((P(z) V R(2)) A (-Q(z,2) V R(z)))  (2)
~  Vo((P(z) V R(z)) A (-Q(z, f(2)) V R(z)) (3)
~  {{P(z), R(2)},{-Q(z, f(x)), R(x)}} (4)

\ | /
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Herbrand—mallit'

 Klausuulijoukon S Herbrand-universumi Ug on niiden

muuttujattomien termien joukko, joka voidaan muodostaa S:ssa
esiintyvista vakio- ja funktiosymboleista. Jos S:ssi3 ei esiinny
vakio- ja funktiosymboleja, Herbrand-universumi Ug = {c}.

* Klausuulijoukon S Herbrand-kanta Bg koostuu atomisista
lauseista, jotka voidaan konstruoida kayttden S:ssa esiintyvia
predikaattisymboleja ja Herbrand-universumin termeja.

* Klausuulijoukon S Herbrand-mallit ovat Herbrand-kannan Bg
osajoukkoja ja ne voidaan tulkita lauselogiikan totuusjakeluiksi.

* Klausuulijoukon S Herbrand-instanssien joukko S’ saadaan
korvaamalla S:n klausuulien muuttujat klausuuli klausuulilta

K kaikilla mahdollisilla Ug:n termien kombinaatioilla. /
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Esimerkki. Olkoon klausuulijoukko S = {=P(z) vV Q(f(z,x))), P(c)}.
Lausejoukossa esiintyvat vakio c¢ ja funktiosymboli f(-,-).

¢ Herbrand-universumi

Us = {¢, f(c,c), f(f(c;0),0), flc, f(e,€), F(f(e;0), f(e;€)), -}
* Herbrand-kanta Bg = {P(c),Q(c), P(f(c,¢)),Q(f(c,c)),... }.
* Esim. {P(c), P(f(c,c))} on S:n Herbrand-malli.

* 5'={P(c),~P(c) vV Q(f(c,c))),~P(f(c,c)) v
Q(f(f(c;0), f(c,0))),--- }-

.
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Tietimyksen esittdminen I

Tietamyksen esitimisen kannalta on usein jarkevaa nimeta
universumin alkiot yksikasitteisesti:

* Jokaisen vakiosymbolin viitattava eri alkioon (unique names):
—(a=0b),-(b=c),~(c=a)

» Ei muita objekteja kuin nimetyt (domain closure):
Ve(z=aVz=bVz=c)

|:| Voidaan rajautua Herbrand-mallien tarkasteluun

|:| Jos klausuulimuodossa ei esiinny funktiosymboleja,
Herbrand-instansseja muodostuu darellinen maara ja keskeiset

Qﬁéttelycngelmat sdilyvat talloin ratkeavina.

~
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Johtopaatos I

Lauselogiikka on monien sovellusten kannalta riittava:

* Tarvittaessa muuttujien avulla rakententeeltaan samankaltaisia

lauseita voidaan pakata yhdeksi lauseeksi: esim. P(z) — Q(z).

* Ongelmaksi ja3 t3llin instantioinnin jarjestdminen (tehddanko
instantiointi kerralla vai tarpeen mukaan).

* Yksi mahdollisuus on rajoittaa/kontrolloida instantiointia
domain-predikaattien D(z) avulla: (D(z) A P(z) — Q(x)).

.

/
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