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Davis-Putnam-menetelma I

Tehokkaimmat nykyiset lauselogiikan ratkaisumenetelmat
pohjautuvat Davis-Putnam-menetelm&an [1960]
(oikeastaan [Davis-Logemann-Loveland, 1962]).

Refutaatio-menetelma: lause P todistetaan aloittamalla lauseesta
— P ja johtamalla ristiriita:

Lause =P muunnetaan konjunktiiviseen normaalimuotoon
klausuulijoukoksi, joka osoitetaan toteutumattomaksi.

Menetelmilld voidaan myds hakea klausuulijoukolle mallia/malleja.

Taydellinen menetelma: paattad jokaisen klausuulijoukon osalta,
onko joukko toteutuva vai ei.

/
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Perusidea I

Tutkitaan klausuulijoukkojen joukon toteutuvuutta:

Klausuulijoukkojen joukko on toteutuva <= ainakin yksin sen
klausuulijoukoista on toteutuva.

Klausuulijoukkoja muunnetaan, kunnes on ilmeistd, ovatko ne
toteutuvia vai ei (eliminoimalla toteutuneet klausuulit ja muista
klausuuleista epatodet literaalit):

(i) Tyhja klausuulijoukko on toteutuva.

(ii) Tyhjan klausuulin sisaltava klausuulijoukko ei ole toteutuva.

Muunnokset sailyttavat toteutuvuuden:

Jos klausuulijoukko on ennen muunnosta toteutuva, se on
toteutuva myos sen jalkeen.

/
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Maaritelmia I
O Literaalin L komplementti L:
Olkoon A atomilause. A = —A ja =4 = A.
O Tyhja klausuuli: |
Esim. Jos klausuulista A V =B poistetaan literaalit A ja =B,
jaljelle jaa tyhja klausuuli L.
Tyhja klausuuli L on jokaisessa mallissa epatosi.
O Esikasittely:

(i) Poistetaan kustakin klausuulista moneen kertaan esiintyvat
literaalit.

(ii) Poistetaan tautologiset (aina todet) klausuulit, joissa esiintyy
literaali ja sen komplementti.

/
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Muunnosséiéinnﬁt'

O Yhden literaalin sdantd (One-literal rule):
Olkoon klausuulijoukossa S yhden literaalin klausuuli L.

Muunnetaan S poistamalla
(i) kaikki klausuulit, jotka sisdltdvat literaalin L ja
(i) muista klausuuleista literaali I (yksikkdresoluutio).

O Malliehto: L tosi.

Esimerkki. Olkoon S = {-A, AV BV C,-AV D}.
Yhden literaalin saanté muuntaa joukon S muotoon {BV C'}.

Malliehto: — A tosi.
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0 Komplementti puuttuu -sddntd (Affirmative-negative rule):

Olkoon klausuulijoukossa S klausuuli, joka sisdltda literaalin L
muttei yhtdin klausuulia, joka sisilti3 literaalin L.

Muunnetaan S poistamalla kaikki klausuulit, jotka sisaltavat
literaalin L.

O Malliehto: L tosi.

Esimerkki. Olkoon S = {AV -BV C,—-AV -C}.

Komplementti puuttuu -sddnté muuntaa joukon S muotoon

{=AV-C}.

Malliehto: =B tosi.

.

~
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O Peittosddntd (Subsumption rule):

Olkoon klausuulijoukossa S klausuulit C; ja Cs siten, ettd Cy
peittdd klausuulin C; (jokainen klausuulin C literaali esiintyy
myds klausuulissa Cy).

Muunnetaan S poistamalla Cs.

O Ei malliehtoa!

Esimerkki. Olkoon S = {AV -BV -C, AV -C,-AV -B}.
Peittosdantd muuntaa joukon S muotoon
{AvV -C,-AV -B}.

Ei malliehtoa.

\ /
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0 Haarautumissddntd (Splitting rule):

Olkoon klausuulijoukossa S klausuuli, joka sisaltda literaalin L ja
klausuuli, joka sisalt33 literaalin L.

Muunnetaan S kahdeksi joukoksi Sz, ja St

O S saadaan joukosta S poistamalla kaikki klausuulit, jotka
sisaltavat literaalin L ja muista klausuuleista literaali L
Malliehto: L tosi.

0 S saadaan joukosta S poistamalla kaikki klausuulit, jotka
sisaltavit literaalin L ja muista klausuuleista literaali L
Malliehto: L tosi.

Esimerkki. Joukosta S = {AV -BV —-C, =AV ~B} saadaan:
Sa = {—B} (malliehto: A tosi) ja

S_4 ={-BV -C} (malliehto: A tosi).

-

~

/
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DP-johdot I

O Rintama R on joukko klausuulijoukkoja S ja R ymmarretdan
klausuulijoukkojensa disjunktiona.

O Klausuulijoukosta S alkava DP-johto on jono R, Ro, R3, ...
rintamia, missd Ry = {S} ja kun i > 0, rintama R; on saatu
rintamasta R;_; korvaamalla jokin klausuulijoukoista S’ € R;_;
niilld 1:113 tai 2:lla klausuulijoukolla, jotka saadaan soveltamalla
joukoon S’ yhta edelld kuvatuista sddnnoista.

.

/
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/ DP-johtojen ominaisuuksia' \

Rintama R on

O valmis, jos sen jokaiselle klausuulijoukolle S € R patee
Jjoko L € S tai S = 0.

O onnistunut, jos sen jokaiselle klausuulijoukolle S € R patee | € S.
O epdonnistunut, jos siihen sisiltyy tyhja klausuulijoukko S = 0.
Huomaa, ettd jos R on

O onnistunut, R on klausuulijoukkojensa disjunktiona toteutumaton.

O epdonnistunut, R on klausuulijoukkojensa disjunktiona toteutuva.

DP-johto R;, Rs, R3, ... on valmis/onnistunut/epdonnistunut, jos se

Qﬁéttyy rintamaan R, joka on valmis/onnistunut/ep3onnistunut. /
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Esimerkki. Onnistunut DP-johto:

Ry, = [{PVR,PV-R,-PVQ,-PV-Q}]
Ry {Q,-Q}, {R,~R}]
Ry = [{L1},{R,~R}]
Ry = [{L1},{L}]

Esimerkki. Epdonnistunut DP-johto:

R, = [{PVQ,PV-Q,-PVQj
Ry = [{Q}{Q,~Q}]

Ry = [{Q}, {L}]

Ry = [0,{L}]

\ /

© 2001 Teknillinen korkeakoulu, Tietojenk3sittelyteorian laboratorio

10



T-79.154 / Syksy 2001 Davis-Putnam-menetelma

/Véiite. (DP-johtojen ominaisuudet 1) \

A

Olkoon S 3érellinen klausuulijoukko ja R1, Rs, R3, ..., rintamasta
R, = [S] ldhtien muodostettu DP-johto. Jos kyseinen DP-johto
R, Ry, R3, ..., on valmis, niin se on myds (i) darellinen ja (ii) joko

onnistunut tai epdonnistunut.

Todistus. (i) S33nt6j3 voidaan soveltaa vain darellisen monta kertaa,
koska S on darellinen ja jokainen muunnossaantd vahentaa
atomilauseiden ma3araa tai klausuulien maarda (peittosdantd). Nain
DP-johto muodostuu darelliseksi jonoksi rintamia Ry,..., R,.

(i) Oletetaan, ettd johto R, ..., R, ei ole onnistunut eika
epaonnistunut. Talloin on olemassa ei-tyhja klausuulijoukko S € R,,,
joka ei sisalld tyhjaa klausuulia. Johto R, ..., R, ei siis ole valmis.
Johtoa voitaisiin jatkaa valitsemalla klausuuli C € S ja C:n literaali L.
Jos literaali L esiintyy S:ssi, voidaan kiyttds haarautumissiantos,

Kmuutoin komplementti puuttuu -sdantoa. /
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Viite. (DP-johtojen ominaisuudet I1)

A

Olkoon S dérellinen klausuulijoukko ja Ry,..., R, rintamasta
R; = [S] modostettu valmis DP-johto. Talldin S on toteutumaton
<= DP-johto R;,..., R, on onnistunut.

Todistus. Muunnossaanndt sailyttavat toteutuvuuden, joten kaikille
1 < ¢ < n patee: rintama R; on (klausuulijoukkojensa disjunktiona)
toteutuva <= R;_1 on toteutuva.

Niinollen R; on toteutumaton <= R,, on toteutumaton.

Viite seuraa, koska Ry = [S] ja R,, on toteutumaton <=
DP-johto Ry, ..., R, on onnistunut.

Esimerkki. Oletetaan, ettd klausuulijoukosta S saadaan
haarautumissdannolld Sg, ja St. Nyt S on toteutuva <= S, on
toteutuva tai S on toteutuva.

\ /
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DP-todistukset I

Lauseen P DP-todistus saadaan muuntamalla =P
klausuulijoukoksi S ja etsimilld rintamasta R; = [S] lahteva
valmis ja onnistunut DP-johto Ry,..., R,.

Epdonnistunut DP-johto antaa klausuulijoukolle mallin:

Otetaan malli, joka tayttda tyhjaan klausuulijoukkoon johtaneen

muunnossaantoketjun yhteydessd saadut malliehdot.

Teoreema. DP-todistusten virheettémyys ja taydellisyys:
Lause P on pateva <= lauseella P on DP-todistus.

/
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Lauseen DP-todistus:

Todistus.
P pitevd <= lauseen =P klausuulimuoto S on toteutumaton

<= rintamasta R; = {S} voidaan muodostaa valmis

ja onnistunut DP-johto Rq,..., R,

<= lauseella P on DP-todistus.

Esimerkki.
(P = Q) = (-Q — ~P))

~ (P=Q)A~(QV~-P)
~ ("PVQ)N—-QAP
~  §S={-PVQ,-Q,P}
[{-PV@Q,-Q,P}]
[{P, ~P}]
[{L}]

~
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A
~

DP—taqutI

Rintamien kayttd voidaan ymmartaa leveyshakuna.

Jos haarautumissdantda kaytetdan paljon, saattaa rintamien
tilavaatimus muodostua eksponentiaaliseksi.

Algoritmien tilankdyttd saadaan polynomiseksi, jos onnistuneen
DP-johdon haku suoritetaan syvyyshakuna.

Syntyvd hakupuu on muodoltaan bindarinen (ainoastaan
haarautumissdanto haarauttaa puun).

Ainoastaan yhtd hakupuun haaraa tarvitsee kerrallaan sailyttaa
muistissa (pino on tdhdn erinomaisesti soveltuva tietorakenne).

/
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Maaritelma.
Klausuulijoukoista muodostuva bindaripuu 7' on DP-taulu, jos

1.

. T" on DP-taulu ja T saadaan soveltamalla johonkin T":n

T:n ainoana solmuna (eli seka juuri- ettd lehtisolmuna) on mik3
tahansa klausuulijoukko S, tai

lehtisolmuna olevaan klausuulijoukkoon S muunnossaantda ja
littamalld syntyvat 1 tai 2 klausuulijoukkoa solmun S lapsiksi.

Jokaista DP-taulua T vastaa rintama R(T'), joka on T"n
lehtisolmuina olevien klausuulijoukkojen S joukko.

DP-taulu T on valmis/onnistunut/epdonnistunut jos ja vain jos
rintama R(T') on valmis/onnnistunut/epdonnistunut.

/
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4 )

Esimerkki. Todistetaan lause ¢ =
(P=QANQ—P)AP = Q) — (PAQ).

1. Muunnos klausuulimuotoon:
¢~ (P=QANQ—=>P)NP —=Q)AN=(PAQ)
~ {=PVQ, “QVP, PVQ, ~PV-Q}.

2. Muodostetaan onnistunut DP-taulu (malliehdot annettu suluissa):

{-Pv@Q, -QVvP, PVQ, -PV-Q}

) | (=P)
{Q,~Q} {-Q,Q}
@ | (=Q)
{1y | {4}

\ /
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Esimerkki. Tutkitaan, onko lause ¢ =

(R—-PVQA(PVQA(R—-Q)AN(QVS)A(S—R)) = (SAR)
pateva.
1. Haetaan —¢:lle klausuulimuoto: S =

{(~-RVPVQ, PVQ, -RV—-Q, QVS, SV R, =SV R}

2. Muodostetaan DP-taulu (seuraava kalvo).

3. Epdonnistunut haara (klausuulijoukko tyhjd) antaa alkuperiiselle
klausuulijoukolle mallin A = {P,Q}.

4. Koska klausuulijoukko S on ekvivalentti lauseen —¢ kanssa,
alkuperiiselle lauseelle ¢ saatiin n3in vastamalli A.

\ /
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/D DP-taulusta muodostuu seuraava:

{-RVPVQ, PVQ, - RV-Q, QV S, -SV R, =SV -R}
(peittosaantd)
{PVQ, - RV-Q, QV S, -SVR, =SV -R}
(P)
{-RV-Q, QV S, -SV R, =SV -R}
(—R) (R)
{Qv S, ~S}{-Q, QV S, 5}

(=5) (—Q)

{Q} {s,~5}

(@) (S)
{} {L}

.

~
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DP-taulut vs. semanttiset taulut'

[0 Semanttisissa tauluissa ei kidytetd haarautumissaantoa.

0 DP-tauluilla voidaan simuloida polynomisesti klausuulijoukolle
muodostettavaa semanttista taulua. Esimerkiksi

T(Ly V Cy) (..., L1V Cs,...}
/ \ e (L1) (L1)
TL, TG, o ML Gy}

[0 Semanttisella taululla ei voi simuloida polynomisesti DP-taulua.
Esimerkki: {-PV Q, - QV P, PV Q, -PV -Q}

|:| Davis-Putnam-menetelma on vahvempi todistusmenetelma kuin

taulut ilman haarautumissdantos.

/

© 2001 Teknillinen korkeakoulu, Tietojenk3sittelyteorian laboratorio

19

20



A

A

T-79.154 / Syksy 2001 Davis-Putnam-menetelm3 21

~ B
Muita sddnto;a I

(0 Literaali epdonnistuu -sadnto:

Jos tyhja klausuuli saadaan joukosta S U {L} yksikkdresoluutiolla,
poistetaan kaikki klausuulit, joissa esiintyy L ja muista
klausuuleista literaali L.

O Malliehto: L.

Esimerkki. Olkoon S = {AV B, =BV C, =C'V A}.
Joukosta S U {—A} saadaan yksikkdresoluutiolla {B, C,-~C, L}.

Saadaan muunnettu klausuulijoukko S = {=BV C}.

Malliehto: A.

. /
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O Literaalipari epdonnistuu -saanto:

Jos klausuulijoukosta S U {L;, L2} saadaan yksikkdresoluutiolla L,
lisitdan joukkoon S klausuuli L V Ls.
0 Poista 1-literaalit -sadnto:

Literaali L esiintyy tasmalleen yhdessa S:n klausuulissa L Vv Cy ja
L esiintyy k klausuulissa LV Cy, ... ,LV Cy.

Korvataan joukossa S em. k + 1 klausuulia k& klausuulilla
00VC1,... ,C’OVCk.

Esimerkki. Olkoon S = {AV -BV C,-CV A}.
Joukosta S U {—A, B} saadaan yksikkéresoluutiolla {C, A, 1 }.

Joten joukkoon S lisatdan klausuuli AV —B.

\ /
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