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Luku 1

Johdanto

Olkoon a = (ag, a1, az, . . .) € C* jokin lukujono. Jonon « (tavallinen) generoiva
funktio on kompleksimuuttujan z a-kertoimisen potenssisarjan méiarittelema
funktio:

alz) =ag+az+ a4+ ... = E ap®.
£>0

Merkintaa kiytetaén, vaikka sarja ei suppenisikaan muualla kuin origossa. Asi-

aan palataan tuonnempana.

Esimerkkeja:

(i) Jonon (1,1,1,...) generoiva funktio on

a(z)zZl-zk:szZIiz

k>0 k>0

(tdmé suppenee kun |z] < 1).

(if) Jonon (1,2,4,8,...) generoiva funktio on

a(z) = ZQk k— Z(Qz)k =7 7122

k>0 k>0

(tima suppenee kun |z < 1).

(iii) Jonon ((7), (}),- .-, (%)) generoiva funktio on
a(z) = ; (Z) 2= (1+2)"
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Generoivien funktioiden merkitys on siiné, etti ne luovat yksikdsitteisen vas-
taavuuden mielivaltaisten (suppenemisen huomioonottaen riittdvin hitaasti

kasvavien) lukujonojen ja origossa analyyttisten funktioiden vilille:

Lause 1.1. (Taylor et al.) Olkoon a(z) jokin origossa analyyttinen funktio, ja
sen potenssisarjaesitys a(z) = Y., ax2" (suppenee kun 0 < |z| < r, r > 0).
Téll6in sarjan kertoimet on yksikd;itteisesti mdadratty; ne saadaan esimerkiksi
kaavasta a; = 7 a¥)(0). (Merkintd: ® — funktion a k:s derivaatta.) O

Termin z* kertoimelle funktion a(z) potenssisarjassa kiiytetiisin myds merkintii
[z¥la(z) = ax, ja tdstd yleistien vield “termin S3;2*” kertoimelle merkintéa

[Br2")a(z) = B, ax, missd B, on mielivaltainen z:sta riippumaton tekiji.

Esimerkki: Generoivien funktioiden kiyttd rekursioyhtiléiden rat-
kaisemiseen.

Fibonaccin luvul maéritellaan yhtalolla

fo =0
i =1
fo = feor+ foo 22

Muodostetaan jonon (fo, f1, f2,...) generoiva funktio:

) = > Rt

>0
= 0+1~z+2szk
k>2
= 0+2z+ Z(fk_l + fk_g)zk
>2
= z+ Z fro12® + Z fr—22®
E>2 k>2
= z+szkzk+222j}€zk
k>0 >0

= zZ-+ zf(z) + ZQf(Z)

Ratkaisemalla yhtils saadaan f(z) =1—— = (Q_Z)Z(d_z) = =

joillakin ¢, .

Ratkaistaan ¢, ¢:
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josta saadaan ¢ — é =1= ¢?—p—1=0, josta edelleen

o = 1+2\/5
b = 158

Osamurtokehitelmélauseen (Lause 1.2, s. 3) mukaan voidaan mééritd vakiot

A ja B siten, etta
. z A B
1(z) = (1—p2)(1—¢2) lft,onrlf@z'

Ratkaistaan tiasta A ja B:

1 1 1

A = lim ZA = /ip = —- = —
11— ¢z L-¢/p -9 NG

1/ 1 1
B = lim z = /QOA = — -
=11z L—p/d -y V5

Generoiva funktio voidaan siten kirjoittaa muodossa

fe) = L(l—lwzfle)

5

k>0 k>0
1
S IR TR
k>0 V5

mistd saadaan Lauseen 1.1 mukaan yksikésitteinen ratkaisu

fo=—=("—¢&") k>0

1
VB

Lause 1.2. (Rationaalifunktion osamurtokehitelmi) Olkoon R(z) = ggz; missé

P(z) ja Q(z) ovat z:n polynomeja siten, ettd deg P < deg Q. Olkoon edelleen
Q) =(—a)" (z=a)® ... (2 = gu)™

missd qi,...,¢m € C ovat polynomin Q(z) eri juuret. Téll6in on olemassa
yksikésitteiset vakiot ¢; € C siten, etta
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Esimerkki: Osamurtokehitelmii.

) 1 4 2 1
(i) T2 —1TmT:t=

. 1
(i) 2(1422) = z(z—i)(z+14) z 2 z—i 2 2t

1.1 Funktioteorian kiyttoé generoivien funktioi-

den analysoinnissa

Aina ei ole mahdollista ratkaista annetun generoivan funktion kerroinjonoa
suljetussa muodossa. Talloin voidaan kiyttdd kompleksianalyysin tekniikoita

kerroinjonon asymptoottisen kidyttdytymisen arviointiin.

1.1.1 Menetelmi 1: Suppenemissiteen kiytto

Olkoon a(z) = Zakz" origossa analyyttinen funktio. Talloin a:n maaritta-
k>0
milld potenssisarjalla Z ai2" on nollasta poikkeava suppenemisside:
k>0

r = sup{p: Zakzk suppenee Vz € C s.e. |z| < p}
k>0

inf{|z] : Z ax2* hajaantuu pisteessi z € C}
k>0

Itse asiassa suppenemisside saadaan suoraan sarjan kertoimista: r = i jossa
A= klim sup |ax|Y*. Tami néhddin vertaamalla sarjaa E arz" geometriseen
—00
k>0

sarjaan E pLE

k>0

Lause 1.3. Olkoon sarjan Z a,z" suppenemissiide r > 0. T#ll6in on kaikilla
k>0
€ > ( voimassa:

1 k
(1) |ax| < (j> melkein kaikilla & (so. kaikilla paitsi dérellisen monella)

1—e€

k
(i) |ax| > ( ) melkein kaikilla k.
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ve (7
74

Esimerkki: Fibonaccin luvut.

Generoiva funktio téssa tapauksessa on:

z z

_ . =
IO =2 b = = o e

missé ¢ = (1+v5)/2, $ = 3(1 — V5). f(2):n ainoat “erikoispisteet” ovat z =
1

é ~ 0.618 ja z = i —1.618. Nyt siis generoivan funktion suppenemisside

on r = 1/¢p. Lauseen 1.3 nojalla | fi| < ((1 + €)¢)* melkein kaikilla k ja myés
|fel > ((1 = €) p)* niinikééin melkein kaikilla k.

1.1.2 Menetelmi 2: Erikoispisteiden kiytto

P
Olkoon R(z) = ng;, deg P < deg @, rationaalifunktio ja edelleen

Qe)=(—q)" (z—@)® ... (z—gu)™,

jossa ¢;:t ovat erisuuruisia. T&alléin kukin ¢; on R:n kertalukua d; oleva napa.

Lause 1.4. Olkoon jonon (ag, ai, as, . . .) generoiva funktio a(z) rationaalifunk-

tio, jonka navat ovat ¢, ... , ¢, ja ndiden kertaluvut dy, ... ,d,,. Tall6in on

m

ar =Y Ai(k)- (ql)k

i=1

missi kukin A;(k) on astetta d;—1 oleva polynomi. (Erityisesti siis ensimméisen

kertaluvun eli yksinkertaisen navan tapauksessa A; = vakio.) O
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Esimerkki: Fibonaccin luvut.

Téssa tapauksessa

IOt G-De-0

(Huomaa, ettii pp = 1.) Lauseesta 1.4 seuraa nyt f, = a;p* + ap@", missi
ay,ay € C ovat vakioita. Reunaehtojen fo = 0, f; = 1 avulla voidaan ratkaista

1 s 1
=it =T



Luku 2
Formaalit potenssisarjat

Generoivia funktioita kisiteltiessa ei yleensi kiinnitetd huomiota muodostet-
tujen sarjojen suppenemiseen. Syy tdhdn on se, ettd useimmat generoivien
funktioiden operaatiot voidaan perustaa formaalien potenssisarjojen teoriaan,
missd potenssisarjoja tarkastellaan vain darettémien lukujonojen vaihtoehtoi-

sena merkintdtapana.

Merkitdan C* = {(ag,a1,as,...) | a; € C,Vi = 0,1,2,...} ja médritelliin
tédssd joukossa jonojen yhteen- ja kertolasku:

<a0,a1,‘.‘> + (bo,bl,.‘.) = <a0+bo,(11 +b1>

(ag,a1,...) - {bo,b1,...) = (aobo,aohy + aiby, apbs + a1by + asby, . )

Ns. Cauchy- eli konvoluutiotulo

k
Merkitéén lyhyesti (ay)+(by) = (ar+by) ja vastaavasti (ay)-(bg) = <Z a]-bk,j>.

=0

Struktuuri (C*>,+,-,0,1) on nyt kommutaliivinen rengas, jossa on summan
nolla-alkio 0 = (0,0,0,...) ja tulon ykkdsalkio 1 = (1,0,0,...).

Jonoa {ag, a1, as, . ..) € C* voidaan merkitd myds agX°+a; X +a, X2+ .. eli
> k0 @ X", missd “potenssit” X* ovat vain formaaleja paikanmerkkejd, eivit

lukuja tms.

Nailla merkinngilla edellda maaritellyt lukujonojen summa- ja tulosdannot ovat
yhteensopivia tavanomaisten polynomien ja potenssisarjojen laskusiintojen
kanssa, ja joukkoa C> merkitddn talloin C[X]. Struktuuri (C[X],+,-,0,1) on
renkaan C (formaali) potenssisarjarengas. (Vrt. polynomirengas C[X], joka on
aérellisid C-jonoja vastaava struktuuri.)

7
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Kannattaa huomata, etta kerroinrenkaaksi voidaan tilanteen mukaan valita jo-
kin muukin, jolloin merkitién vastaavasti Z[ X], Q[X], R[X], tms. Seuraavassa
kuitenkin tarkastellaan yleensd rengasta C[X].

Kerroinrengas C voidaan upottaa renkaaseen C[X] samaistuksella
a—{a,0,0,...) = aX".

Selviisti jos a € C\ {0}, niin jonolla aX° = (a,0,0,...) on kiiinteisalkio
a X% = (a71,0,0,...) siten, etti aX? - a'X° = 1. Entd muiden jonojen

kidntyvyys?

Lause 2.1. Jonolla A = (ag, ay,...) € C[X] on kddnteisalkio B = (by, b1, .. .),
jos ja vain jos ag # 0. (T#lléin merkitésin B = A™1)

Todistus. Oletetaan, ettd ag # 0. Télléin jono B = (by) madrdytyy yksikasit-
teisesti seuraavista ehdoista:

aphp = 1 = by = (1,61
agb] -+ albo = 0 = bl = —aal . (llb()
agbs + arby +azby = 0 = by = *aal . ((llbl + agbo)
agbk + Zﬁ?:] ajbk,j = b, = —[la1 . Z?:l [l]'bk,]'

Kééntden ndhdaén, ettd jos ap = 0, niin kddntyvyysehtoa ag - by = 1 ei voida

tayttad millddn by € C. O

Esimerkki: M#&ritelldén potenssisarja (1 — X)7'.

ao ay
e N
(1) potenssisarja (1—-X)=( 1 , —1,0,0,...);

(2) Lauseen 2.1 todistuksen nojalla on by = a;' = 1 ja kaikilla k > 1 pitee
be = —ag' - (a1 b1 + asbea + ...+ apbo),

johon sijoittamalla ay = 1, a; = —1 ja ap = 0,k > 2, saadaan b, =
1 (b1 +0+04...) = bp_y;

(3) siten on (1 — X)™! = (1,1,1,...) = ZX"' (vrt. geometrisen sarjan
k>0
summakaava).
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Esimerkki: Newtonin binomikaava.

Olkoon n > 0 ja merkitisin (1 — X)™ £ ((1 — X)™!)". T&llin edellisen esi-

merkin nojalla voidaan kirjoittaa

1-X)" = I4+X4+X°+. )1+ X+X>+..). .1+ X+X"+...)

n kpl
n+k—1 X n—1+k .
_ Xk = Xk,
() - 2 ()
k>0 k>0

Saatiin siis Newtonin binomikaavan formaali vastine.

Samaan tapaan kuin edellisessd esimerkissd voidaan todistaa kaikkien tavan-

omaisten potenssisarjojen algebrallisten manipulaatioiden formaalit vastineet:

Potenssisarjojen F, G € C[X], G kddntyvi, osamddrd maaritelldin seuravaasti:

F _
£ =
madritellddn puolestaan seuraavasti:

FG!. Potenssisarjan F' = > k0 a, X" formaali derivaatta ja integraali

F'=DF £ > (k+1ap X"
k>0

Ak—1 %
F 2 —X
J >
E>1
Nailla madritelmilld kaikki tavanomaiset derivointi- ja integrointisdannot ovat

luonnollisesti voimassa.

Varoitus: Mielivaltaisten potenssisarjojen kompositio ei valttamatta ole hyvin
madritelty. Vaatimuksena on, ettd koska formaalien sarjojen konvergenssitar-
kasteluja ei haluta tai voida tehda, tidytyy yhdistetyn sarjan jokaisen kertoimen

olla ddrellisesti madrdtty (ks. seuraava esimerkki).
Esimerkki: Kompositio.
Olkoon esimerkiksi F/(Y) = ZanY” ja G(X) = 1+ X. Talldin voitaisiin

n>0
yrittdd méadrittdd kompositiota F(G(X)) seuraavasti:

“RGX)) = “F(14X)" = Y a(1+X)

Monomin X* kerrointa ei siis voi m#srati formaalisti, vaan se riippuu #éret-

toman sarjan Y, -, (%)a, suppenemisesta.
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Yleisesti on ddrettdmén monen potenssisarjan Fy, F1, Fy, ... summa Zn>0 F,

hyvin mééritelty, jos ja vain jos sarjojen F, = (a}) kertoimilla on ominaisuus

(x) Vk3ny, siten, etti n > ny — aé") —0.

Tamé tarkoittaa, ettd summan Y F,, kukin kerroin a; = E aé") on ddrellisesti
n
maaratty.

Jos Fy, F1, Fy,... on jono potenssisarjoja siten, ettd summa > F,, on hyvin

mééritelty, niin on helppo nahdai, etta

D(ZFn) - Y b~

n>0 n>0
[(r) - fn
n>0 n>0

Edelleen voidaan todeta, etti jos sarjakompositiossa F(G(X)) “sisidsarjan”
G(X) vakiotermi on 0, eli jos sarja on muotoa G(X) = b X + byX2 + ...
(eli tavallaan “G(0) = 0”), niin jono G° = 1, G, G?,G?, ... tiyttdi ehdon (%)
ja voidaan mééritella

() F(G(X) = > a(GX)F, kun F(Y)=> aY*

k>0 k>0

Komposition F(G(X)) kertoimet ovat dérellisesti madrdtyt myds jos ap # 0

vain adrellisen monelle £, eli silloin jos F' on polynomi.

Nyt voidaan kysya milloin potenssisarjalla F' on kddnteissarja G siten, ettd
F(G(X))=G(F(X)) = X?

Lause 2.2. Olkoon F' = 3°, ., ap X" potenssisarja, jolla ag = 0 ja a; # 0.
Téllgin on olemassa potenssisarja G = ZnEan” jolla bg = 0 ja by # 0, ja
jolle F(G(X)) = X. Merkititin G = FI-1,

Todistus. Sarjan G kertoimet madraytyvit yksikésitteisesti kompositioyhta-
16sta

F(G(X)) :X@ZQ%Z@.)@)’C

k>1 i>1

e 1. asteen termille [X'] saadaan a; -b; = 1 = b; = ay!
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e muille asteluvuille [X"], n > 1:

Zak Z b]’l"".b]'k:O
k=1

J1seeesdg =1,
i1+etig=n
n
<~ albn—&-g ay E bjlb]k:(]
k=2 J1s-sd =1
J1ttip=n
n
= b,=—q g Qg E bj, ... by |-
k=2 G150k =15
i1+ tig=n

Ns. Lagrangen-Biirmannin inversiokaavasta (Lause 4.2 sivulla 26) saadaan ele-

gantimpi tapa mégrittid sarjan G = FI~U kertoimet. Asiaan palataan.
Esimerkki: Eksponentti- ja logaritmisarjat.

Maaritellddn potenssisarja

Talléin sarja F(X) = Exp(X) — 1 toteuttaa Lauseen 2.2 ehdot, joten silld on
kiisinteissarja G(X) £ Ln(1 + X). Voidaan osoittaa, etts

Ln(1+X) =) %xn.

n>1

Maédéritelldén vield potenssisarjojen murtopotenssit yleisen binomisarjan avulla:
jos r € R, niin méaaritellaan
r
1+X) & X*,
axrey(;
k>0

r

k) on madritelty seuraavasti:

missd binomikerroin (
r 1
(k) :E~r~(r—1)~(r—2)~...~(r—k+1).

Tama ja muut em. formaalit méaritelmét “toimivat oikein” tavanomaisten al-

gebrallisten laskusdéntéjen suhteen.

LUKU 2. FORMAALIT POTENSSISARJAT
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Esimerkki: Laskusdintsjen soveltaminen.

v = (£6)) (£0))

p (> )

n>1

= Yy

n>1
= > (-yrxe
n>0

= (1+X).

DLn(1+ X)



Luku 3

Tavalliset ja eksponentiaaliset

generoivat funktiot

Palataan potenssisarjoissa yksinkertaisempaan merkintdén: f(z) = Z 2"
n>0
Sarjat voidaan tulkita tilanteen mukaan joko formaalisti (f € C[z]) tai ana-

lyyttisesti (f : C — C).

Annettuun lukujonoon a = (ag, a,as, ...) € C>® voidaan liittd4 potenssisarja

kahdella (itse asiassa useammallakin) tavalla:

e tavallinen generoiva funktio (tgf): a(z) = Z a, 2"
n>0

An n

o cksponentiaalinen generoiva funktio (egf): a(z) = Z —
n!

n>0

Naiilla on hieman erilaiset kombinatoriset ominaisuudet; valinta riippuu tilan-
teesta. (Esimerkkeji seuraa.)

13
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3.1 Generoivien funktioiden yhdistimissidantoji
Jono Tavallinen g.f. Eksponentiaalinen g.f.

1. ¢p=a,xb, c(z) = a(z) £ b(2) é(z) =a(z) £b(z)

2. ¢y = Zakbn_k c(z) = a(2)b(2)

3. cn= g (Z) - &(z) = a(2)b()

4 o= (0=0)  c(2) = za(2) &z) = / a(z) dz

5. = anp o(2) = M é(z) =Da(z)

6. o= nan o(z) = 2Da(z) &(z) = 2Da(z)

T o= ofz) = M @ oz — [ - al0) 4,

Esimerkki: Fibonaccin luvut.

Maédérittely rekursioyhtalona: fr 0 — fas1 — fn =0, fo =0, fi = 1.

e Ratkaisu tavallisella generoivalla funktiolla:

fn “gf f(z)
fn+l Sgf @
foiz ©gr %
LR
z z
é) f—z—fz—f22 =0
— fl—2-2% = =z
. z
= f ===
z

(1= 2)(1=¢2)’
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> s
= f(z) =) —=(¢" = ¢") 2", jossa s
n>0\\/5 , = T2 :
f

e Ratkaisu eksponentiaalisella generoivalla funktiolla:
fn “egf fj(z)
fn+1 <_>egf f/(Z)
fn+2 Hegf f”(Z)

f”A— fr- f =0 = f: c1e9% + cye?
f(o):f[]:[) - (31+()2:0
JO)=h=1 = aptap=1

Esimerkki: Polynomisummat.

Maédritettdvd summan Z(n2 + 4n + 5)/n! arvo. Ratkaistaan laskemalla vas-
n>0

taavan suppenevan potenssisarjan f(z) = z:(n2 +4n + 5)2—; arvo f(1):
n!
n>0
f(z) = {(¢D)®>+4zD+5}e*
= zD(ze*) + 4ze* 4 5e*
= 227 + ze* + dze® + be?
= (22 +5z+5)e*

Téstd saadaan siis tulos f(1) = 11e.
Esimerkki: Sekoitukset.

Permutaatio 7 : [n] — [n] on sekoitus (engl. derangement), jos 7 (i) # ¢ kaikilla
i € [n]. Laskettavana sekoitusten maéré d,.

Huomataan, etti kaikki permutaatiot 7 : [n] — [n] voidaan muodostaa valit-
semalla ensin 7 kiintopisteet (olkoon nditd k kappaletta) ja sitten muiden

n — k alkion oikea sekoitus. Siten on

) nl = i:(:)dn,k - Z(Z)ld,k

k=0 k=0
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Muodostetaan yht#lén (x) molemmille puoliskoille eksponentiaalinen generoiva
funktio. Saadaan:

ZTL
IUES
n!

Il
/~
N
>~ 3
N

—

(S
3

=
N——

|N

=0 n20 k=0
T, = ez;d(z) L
~ e * — m
=) = = () ()
k>0 m>0
_ S (71)1C n
nzo(kzo k! )Z
=d, = [%](A(z):n'[z"](j(z)
1 1 1 (=" !
= n'(171'+2'*§+.. o )z;’.
e

Toinen tapa ratkaista sama tehtdvi: Selvéstikin on d; = 0 ja dy = 1. Olkoon
nyt 7 : [n] — [n] sekoitus, n > 3.

(i) Jos m(n) =i, w(i) = n, niin 7 on myds sekoitus joukossa [n — 1]\ {i}.

(ii) Jos taas m(n) =i # 7 '(n) = j, niin “korvaamalla” n alkiolla j saadaan
yksikésitteinen sekoitus joukossa [n — 1].

Siten pétee d,, = (n —1)(dy—2+dp_1) <= dyy1 = n(d, +d,—1). Muodostetaan
télle egf:

2d'(2) + zd(2)

s

=
™

N
Il

— (1—2)d(z) = zd(z)

/ i dz
1—=2

= Ind(z) = /1izdz
= —z-In(l1-2)+C

—z

| S
QL
I8
I

N e
= d = e¢
(z) = e"7—

Tiissi dy = d”(0) =1 = C = 0.



Luku 4
Kombinatoriset konstruktiot

Kombinatoristen olioiden rakennetta voidaan usein kdyttda hyvaksi maaraa-
méain suoraan niiden lukuméérid laskevat generoivat funktiot. Olkoon C =
(C,w) jokin kombinatoristen olioiden perhe, missd C on perheen perusjoukko
jaw: C — N olioiden paino- t. kokofunktio. Merkitdan

c, = |w’1(’n,)| = n:n “painoisten” olioiden o € C lukumé&ara.

Vaaditaan, ettd ¢, < oo Vn € N. Haluttaisiin saada tietoa luvuista c¢,. Yksi
lihestymistapa ovat tilldin jonon (c,) tgf ja egf:
A C'VL
c(z) = chz", é(z) = Z mz",
n>0 n>0
jotka voidaan kirjoittaa yhtapitavisti (!):

Z'Lu(o')

c(z) = Zz“’(”), éz) = Zm

oeC oeC

Oletetaan sitten, ettd perheen C olioilla on jotain sisdistd rakennetta, eli et-
td perhe C muodostuu “tekijoista” Cy, ... ,Cy jonkin “konstruktion” ® kautta.
Tésmaéllisemmin sanoen: perheen C = (C,w) konstruktio t. tekijéinti C =
®(Cy,...,C;) on pari & = (9¢, d¥), missd ®° on injektio C — C; x ... x Cy
ja ®” : N¥ — N on painomuunnos siten, ettd jos ®*(c) = (oy,...,04) niin
w(o) =¥ (w(o1),... ,w(og)).

Jos tietyn konstruktion @ vaikutus tarkasteltavien olioperheiden generoiviin
funktioihin voidaan kuvata yksinkertaisella operaattorilla, eli jos on olemassa
funktio ¢ (egf:lle @) siten, ettd c¢(z) = ¢(c1(2),...,c(2)) (egf:lle vastaavas-
ti é(2) = @(61(2), ..., (%)) tekijoitdvist olioperheesti C riippumatta, sa-

notaan ettd konstruktio ® on tgf-kelpoinen (vastaavasti egf-kelpoinen) (engl.

17
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“ogf/egf-admissible”), ja ¢ on sitd vastaava tgf-operaattori (vastaavasti ¢ egf-
operaattori).

Esimerkki: Summa eli erillinen yhdiste C = A + B.

Perusjoukko C' tulkitaan erilliseksi yhdisteeksi C' =~ A U B, ANB =10, ja

painofunktio méaritellién seuraavasti:

wa(o), jos o€ A,
we(o) = ;
wp(o), jos o € B.
Summakonstruktio on sekd tgf- ettd egf-kelpoinen, silld perheistd A, B, C riip-
pumatta pétee:

c(z) = Zz“’(’(”) = Zz""‘(”) + ZZ“’B(”) =a(z) +b(z)

oeC ocA o€B

sekii vastaavasti egf:lle &(z) = a(z) + b(2).
Esimerkki: Tulo C = A x B.

C~ AxBjawe(a, f) = wa(a)+wp (). Tadmén tgf- ja egf-kelpoisuus jitetddn

harjoitustehtéaviksi.

Edellisten esimerkkien summa- ja tulokonstruktiot voidaan yleistia myos a4-
rettomiin tekijaperheisiin, mikéli ndin muodostuvat generoivat funktiot ovat

hyvin maariteltyja:

° SummaC;A0+A1+A2+~-~éZizoAi

- C Uz, A, we(o) = wa, (o) missd o € 4;
= ¢(2) = 2250 @i(?) mikili hyvin mééritelty
<= kaikillan > 0 on [2"] Z a;(z) = Za"v” < 00
>0 >0

< kaikillan >0 on [wg'(n)] = |wa,(n)| < oc.
i>0

oTulocLonAlezx“.éHAi

120

- O~ HA“ we(o) = ZWAL(Ui)

i=0 i>0
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— Adretonpainoisten alkioiden vilttimiseksi tuloon C otetaan itse
asiassa vain sellaiset jonot o = (09, 01,09,...), joilla w(o;) = 0
melkein kaikilla ¢ > 0. Kyseessa on siten erdénlainen “heikko tulo”

i>0

—c(z) = Hai(z) mikili hyvin méiritelty
>0

< kukin [2"] Hizo ai(z) = Zkzo (Zio+i1+...+ik:n,ik;ﬁ0 Q0igA1dy * akik) <0
< kaikilla j > 1 on [27]a;(2) = a;; = 0 melkein kaikilla i > 0

< kaikillaj>1on } ., \wzj(j)| < 00.

4.1 Tgf-kelpoisia konstruktioita

Nimi Konstruktio Tgf-operaattori
1. Summa D isoAi Z a;(z) jos hyvin mééritelty
>0
2. Tulo [Lis0 A H a;(z) jos hyvin méaritelty
>0

3. Diagonaali AAx A a(z?)

4. Jono A* (1—a(2)! jos hyvin miéritelty
5. Merkkaus A zDa(z)

6. Kompositio  A[B] a(b(z)) jos hyvin miéritelty
7. Potenssi P(A) exp (2721 “Zﬁa(z’)) jos hyvin miéritelty
8. Multipotenssi M (A) exp (2]21 %a(z-7)> jos hyvin mééritelty

Oheisten konstruktioiden mééritelmét ja kelpoisuustodistukset:

1. (esimerkkind edelld)

2. (harjoitustehtévini)
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3. Diagonaali C = A(A x A):

Q
%

{(a,) | a € A}, we(a, ) =2wa(a)

= c(z) = Z Zw@) — Zzw("):a(z2)

(a,)eC acA
. Jono C & A*:
A2 (S A+Ax A+ =) A
k>0
S oz) = Y(a)f = (1 -a(z))
k>0

Témé on médritelty jos ap = 0. Todistus perustuu esitettyihin konstruk-

tioihin 1 ja 2.

. Merkkaus C = pA:

o O'x Z(A" x [n]), missd A, = {& € A | w(a) = n}ja[n] =
{1,2, .".2.07 n}

e Painofunktiolle we (o, i) = wa(a)

e Siis ¢, = na, josta saadaan c(z) = zDa(z)

. Kompositio C = A[B]:

. CzZA" x B"

n>0
e Painofunktiolle we(a; 31, ..., ) = wp(fh) + ... + wp(Bn)
e Taméin nojalla ¢(z) = Z ay - (b(2))" = a(b(z)), joka on méadritelty

n>0
jos by = 0 tai a,, = 0 melkein kaikilla n > 0. Todistus perustuu

konstruktioihin 1 ja 2.

7. Potenssi C = P(A):

e Cr{{ay,...,au} | k>0, 1,...,0. € A}

e Painofunktiolle we ({1, ... ,an}) = walan) + ... + walay)
o Tistd saadaan P(A) = H( {e} +{a}), josta edelleen
acA we0
c(z) = H(l + 29@)
acA

[Ia+=m

n>0
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= Inc(z) = Zan In(1 4+ 2"), madr. jos ag =0
n>0
—1)y-t
- ay S
n>0  j>1 J
S
= ) a,z
=1 7w
—1)i—t
- Y )
Jjz1
(=t a s
= c(z) = exp|Din ——a(2) madr. jos ap =0
o J
8. Multipotenssi C — M (A):
e Cr{{a],...,al*} | k>0, ,...,a; € A, j; alkion oy “kertaluku”}
e Painofunktiolle wc({a{‘ . 7a{;’c}) = jrwa(ay) + ... jrwalay)
o Tistii saadaan M(A) = H{a}*, josta edelleen

acA

c(z) = H(l — (@)1 madr. jos w(a) #0 Vo€ A

acA

= J[a-=

n>0

= ... (harjoitustehtéviksi)

exp (221 %a(zj)) , Mmiir. jos qp =0

e Todistus perustuu konstruktioon 4.

Esimerkki: m-alkioisen joukon [m] = {1,... ,m} osajoukot.

m w=0 w=1
-
{i}

~ N
¢S [er +4i1)
i=1
Koska cq+(i}(2) = 1+ 2z, saadaan c(z) = (1 + 2)™, ja téstd edelleen c, =
[Z"](l + Z)’!TL _ (TTTLI)

Esimerkki: m-alkioisen joukon [m] = {1,...,m} “multiosajoukot”.

cLIHm

LUKU 4. KOMBINATORISET KONSTRUKTIOT 22

Tassd cpy(2) = 2 ja ¢ (2) = (1 — 2)71, joten ¢(2) = (1 — z)™™, ja edelleen
e =["(1 =2 = () (=0 = ().

Esimerkki: Kokonaislukujen ositukset eli partitiot.

Monellako tavalla annettu luku n voidaan esittdd summana luvuista {1,... ,m}?
Painofunktion luonnollinen maéritelmé on w(k) = k ja sivun 19 konstruktio-

taulukon pohjalta voidaan kirjoittaa pyiy(2) = 2* sekdl pgy-(2) = (1 — 2%)~1.

P I Ay x {23 x .. {m}*
LA = T

Monellako tavalla annettu luku n voidaan esittaa mielivaltaisena lukusummana

positiivisista luvuista?

A I TN
k>1
Copz) = o=
k>1
Esimerkiksi

e = [2']p(2)
A+ z+224+..) 1+2+20+..)-A+2+5+..0)

T+t 428 +.) - (A +25 420+ -

[ (14+ 24222+ 32 +52* +...) =5.

Tulos kuvastaa osituksia 4 =3+1=2+2=2+1+1=1+1+1+1.

Esimerkki: Bindiripuut.

T 2 {+{e}xTxT
t(z) = 1+zt(z)?
= 2t(2)2—t(z)+1=0
& tz) = &7 31_42
m):oz>uazli%;ﬁf
1 2n
= = e = o ()

joka on n:s Catalanin luku. (Laskusta on ohitettu runsaasti Newtonin binomi-

kaavaan perustuvia vilivaiheita.)
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4.2 Egf-kelpoisia konstruktioita

Egf-kelpoisten konstruktioiden maérittelya varten oletetaan, ettd tarkastelta-
vat struktuurit ovat nimettyji: jos w(c) = n, niin o:aan liittyy myds jokin
nimedmiskuvaus t. nimentd, joka on permutaatio A : [n] — [n]. Nimettyja
struktuureja yhdistettiessd taytyy myos niiden nimennét yhdistia jollain kon-

sistentilla tavalla.

Olkoot 0 = (0,),) ja 7 = (7,A;) nimettyji struktuureita, w(oc) = n ja
w(7) = m. Néiden nimetty tulo (engl. partitional product) ¢ * 7 koostuu kai-
kista nimetyisti pareista ((o,7); ), missd nimentd \ : [n +m] — [n + m] on
nimentdjen A\, ja A, “limitys”. Tama tarkoittaa, ettd on olemassa kasvavat in-
jektiot 0, : [n] — [n+m] ja 0, : [m] — [n+ m] siten, ettd Im 6, NIm 6, =0
ja kaikilla i € [n], j € [m] on

Jos v € o * 7, niin w(y) =n+ m.
Esimerkki: Nimetyt verkot.

Olkoot o ja 7 oheiset nimetyt verkot:

1 1
[ T [
2 3 2

T4ll6in on:

el SN EATATALAL
ATATATALAL

Nimettyjen struktuurien perheiden A ja B nimetty tulo méiritelldén edelliseen
perustuen:
AxB= U ax 3.

a€A,
BEB

Lemma 4.1. Olkoot nimettyjen luokkien A ja B egf:t a(z) ja b(z) ja C =
A % B. Tillsin on luokan C egf é(z) = a(z) - b(2).
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Todistus. Olkoot alkiot o = (a, A\,) € A, 3 = (8, 5) € B ja néiden painot
w(a) = h, w(B) = k. Tallgin voidaan a:n nimentd A, ja S:n nimentd Mg
limitté4 kaikkiaan (“}*) tavalla parin (o, 3) nimenniksi A. Siten pari (a, 3),
jonka paino on w(e, 3) = h + k, on mukana (";*)-kertaisesti tulossa A  B.

Niin ollen on:

2 _ Zw(@)
(/(Z) - o /IU((T)!
- (w(@)er([j))M
- a€A BB w(a) (w(a) +w(B))!
z“’((’t) Zu(ﬁ) .
— . U
acA BeB w(a)! w(ﬂ)! (L(z) )(Z)

Seuraavassa on lueteltu joitakin egf-kelpoisia konstruktioita:

Konstruktio Egf-operaattori
1.  Summa A+ B, Yo Ai a(2) +b(2), X g @sl2)
2. Nimetty tulo AxB B a(2)b(z) B
3. Nimetty jono A (1—a(z)!
4. Nim. potenssi Al ez
5. Merkkaus A zDa(z)
6. Kompositio AlB] a(b(2))

Konstruktioiden mééritelmit ja kelpoisuustodistukset ovat seuraavat:

e Nimetty jono C = A% (engl. partitional complex)
k
— Merkinti: A% = m
gy = (a(2)"
AN R+ A+ A A+ =) AR

— Kelpoisuus selvdi Lemman 4.1 nojalla: egf = (1 — a(z))™*

e Nimetty (multi-)potenssiC = Al (engl. abelian partitional complex)

multijoukko

—
— Merkints: AF = ({ou, ... ap} | (an,...,0p) € AR}

— egfy = 4 - egfaw = (a(2))*
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— A A fey + A+ AR 4 AR = AN

k>0

L a(z
— egly = Z y(a(z))k = e,

k>0

e Merkkaus ja kompositio kuten tgf-tapauksessa.

Esimerkki: Joukko-ositukset.

Merkitddn nimettyjen &direllisten epétyhjien joukkojen perhettd S = {[n] :
n > 1}, jossa [n] = {1,...,n}, ja madritellddn tille painofunktio w([n]) =

w({L,...,n}) = n. S:lle saadaan egf:ksi siis
3(2) = G o PSR
s(z)fgs,fmf;l i 1.

Tilloin S™ vastaa jirjestdmittomii osituksia k epityhjisn luokkaan. Voidaan

kirjoittaa télle egfgu:
1 n\ 2"
—(ef —1)F = =
k! (e ) ; {k:} n!

Tama on ns. toisen lajin Stirlingin lukujen egf.

Edelleen B = S = ositukset mielivaltaisen moneen epityhjisin luokkaan, ja
n

egfp = exp(e® — 1) = Z bn%, joka puolestaan on ns. Bellin lukujen egf.
n>0 :

Esimerkki: Permutaatiot ja syklit.

Merkitddn permutaatioiden luokkaa P:114 ja syklisten permutaatioiden luokkaa

C:114. Tunnetaan p, = n! ja tistd saadaan

) =Y m = -2

n>0

Toisaalta tiedetiisin, etti P = CI, josta seuraa p(z) = e“*). Nyt voidaan

laskea ¢(z):

miki on odotettu tulos.
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Mielenkiintoinen luokka on C¥! eli niiden permutaatioiden luokka, joissa on

tasan k syklid. Télle on egfom = £(é(2))* = £ 1n (ilz)k Merkitiiin

2" n
2o}

joka on ns. ensimmdisen lagin Stirlingin luku.

Merkitdan edelleen D:lld vihintain kahden mittaisia syklisida permutaatiota.
Tallsin € = {(1)} + D, misti edelleen &(z) = z + d(z) ja siis d(z) = —In(1 —

2) — 2. Tillsin on sekoitusten Tuokka DM ja silld egfp. = ed) = f— (Vrt.
-z
esimerkkiin sivulla 15.)

Involuutio on permutaatio, joka on oma kaanteiskuvauksensa, eli koostuu vain
yhden ja kahden alkion pituisista sykleistd. Merkitd4n involuutioiden luokkaa
T:1l5. Talloin T = {(1), (1 2)}, misti seuraa

2L 22 1,
egf; = exp F+§ = exp z+§z .

Esimerkki: Juurretut puut.

T: T

AVAYANYAN

(i) Nimetyt, epityhjit jirjestetyt juurretut puut: 7 = {r} « 7%

= i(z) = zlfw = P2 —t+z2=0
= {z) = J1-vI—12)
= ho= [FiG = )

(Vrt. esimerkkiin sivulla 22.)
(ii) Nimetyt epityhjit jirjestamittomit juurretut puut: 7 = {r} » 70,

Tistii saadaan konstruktiotaulukon (s. 24) perusteella #(z) = z¢f(). Mi-
ten ratkaistaan £(z)?

Lause 4.2. (Lagrangen-Biirmannin inversiokaava, J.-L. Lagrange, 1770)
Olkoot f(z) ja ¢(u) (formaaleja) potenssisarjoja, joille on voimassa ¢(0) # 0

ja f(z) = z¢o(f(2)). Télléin on f:n ja p:n kertoimien vililld riippuvuus

1

_ [,n-1
= ]

[2"]f(2)

[ oo ()",
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Lauseen 4.2 todistus, hieman yleisemmaéssd muodossa, esitetdén luvussa 5.2.
Esimerkki: Lauseen sovellus.

Edellisen esimerkin ongelmalliselle egf:lle #(z) = zef() saadaan Lauseen 4.2
inversiokaavasta

= {%T] () = nl[=70() =l ()" = (0 — DY,

ja kun e Z () i saadaan ¢, = (n —1)! e 1
ja kun e = , niin nt,=(n-1)——=n"""4
= k! (n—1)

Tamén tuloksen seurauksena saadaan tunnettu lause (A. Cayley 1889), jonka

mukaan nimettyji n-solmuisia (juurtamattomia) puita on n"~% kpl.

Luku 5

Generoivan funktion purkaminen

5.1 Rekursiokaavat (“z D log”-temppu)

Olkoon f(z) = anu fn2" generoiva funktio, jonka suljettu muoto tunnetaan.
Kertoimien f,, laskemiseksi voidaan joskus (ehki jopa usein?) muodostaa re-

kursiokaava seuraavalla tempulla:

(i) Médéritellddn funktio 9(z) = zDln f(z) = z}”(i;’)
(i) Ratkaistaan funktion 9(z) kertoimet (jos osataan): 9(z) = Z Sp2k

k>1

(ili) Samaistetaan kertoimet yht&lossd zf'(z) = 0(z) f(2):

an"z" = (Zékzk)(ijzj),

n>1 k>1 >0

josta saadaan tulokseksi

nfn = Z(skfn—ks n > L.

k=1

28
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Esimerkki: Bellin luvut.
~ b
_ ef—1 __ n._n
b(z) =e¢""t = Z e
n>0

d(z) = zDInb(z) =zD(e* — 1) = ze*

zk+1 Zk
= 25 _Z(k—l)!
k>0 E>1
1 by
L bn _ s n—k
R ;(kfl)! (n— k)
" /n—1
= bn = Z(n_k)'bn—k
k=1

= -1
k
k=1

5.2 Lagrangen(-Biirmannin) inversiokaava

Ensin taustaa, jota tarvitaan myohemminkin: Palautetaan mieliin (Lause 2.2,
s. 10), ettd formaalien potenssisarjojen renkaassa C[z] alkio f = > ns0 fn2"
on kidintyvi (eli on olemassa potenssisarja f~! € C[z]), jos ja vain jos fy # 0.

Siten esimerkiksi sarja f(z) = z ei ole kidntyva.
Laajennetaan C[[z] jakokunnakseen:
_ ufu .
CE) = {07+ fgeCll g #0}

(Lainausmerkit viittaavat siihen, etté oikeastaan kyse on parien (f, g) € C[2]*

ekvivalenssiluokista: (f,g) ~ (f’,¢’) jos ja vain jos f¢' = f'g.)

Kunnan C(z) alkiot voidaan tulkita formaaleina Laurent-sarjoina

h(z) = Z hp2", meZ.

n=m

Kunnassa C(z) on siis jokainen alkio h # 0 kidntyva.

Jos esimerkiksi f = Zan, fn2" on potenssisarja, jonka ensimméinen nollas-
ta poikkeava kerroin on f,,, niin formaalisti on f(z) = z”‘f(z), missi f(z) =
> n50 frtmz™ on kiddntyvi C[2]:ssi. Olkoon Cz]:ssd f(z)m kiianteissarja §(z) =

D >0 gn2"™; téllsin pitee

fﬁl(z) = meg(z) = Z Gntmz"

n=-m
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Formaaleille Laurent-sarjoille voidaan todistaa samat laskusdinnét (mukaan-
lukien derivointi ja integrointi) kuin formaaleille potenssisarjoillekin. Erityises-
ti:

f

!, !
D;:ng—lz_fg—Qg/J’_f/g—l:fgg2fg

)

kun g # 0.

Formaalin Laurent-sarjan h(z) = Z hy,2" residy on kerroin Res(h(z)) = h_;.

(Tam& on = 0, jos m > 0).

Lemma 5.1. Olkoon h(z) = Z hnz", hy, # 0, formaali Laurent-sarja. Tal-

16in: o
(i) Res(h'(2)) =0
(i) Res(h'(2)/h(2)) =m
Todistus. Harjoitustehtéava. O

Lause 5.2. (Potenssisarjojen inversio) Olkoon f(2) = >, ., fnz" potenssisar-
ja, jolle fo = 0ja fi # 0. Télloin silld on kiiéinteissarja g(u) = >_, - gnu™ siten,
ettd g(f(z)) = z. (Vrt. Lauseeseen 2.2 sivulla 10.) Sarjan g kertoimet saadaan

m=Res (7i5):

Todistus. Derivoimalla yhtils z = g(f(z)) puolittain saadaan:

kaavasta:

() 1 = D<ng~(f(2))’“> = > kg (F)(2)

k1 k>1
Jakamalla edelleen (%) puolittain nf"(z):lla saadaan:

1 k -

=2 g (FE)TT ().

nfr(z) =

Siten voidaan kirjoittaa:

Res (i) = 2o Res () 12).

nf"(z) pst
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Lauseketta sieventdmalld saadaan:

1
g (f(z)k’") , k#n
(fEfl) =9
e .
f(z)
Téstd saadaan residylle Lemman 5.1 nojalla arvoksi vain nolla tai yksi:
0, k#n
R k=1-n ¢/ — )
es ((f(2) 1 £1(2) { Dl
. 1 n _
joten Res (W) = 9 1= gn- o

Luku 6

Analyysin perustuloksia

6.1 Riemann-Stieltjes -integraali

Olkoot f,g : [a,b] — R, P jokin vilin [a,b] ositus a = 2y < 21 < ... < 2, =
b ja tg,...,t,—1 pisteitd siten, ettd t; € [vg,zgi1]. Méadritelldin Riemann-

Stieltjes -summa

S(P) = 3 £t g(anss) — glan)).

k=0

Jos on olemassa arvo A € R siten, ettéd
Ve > 0 3P, (P hienompi kuin P. = |S(P) — 4| <¢),

niin tdmé arvo on f:n Riemann-Stieltjes -integraali (lyhennetdin RS-integraali)

g:n suhteen vililla [a, b],

b
A= / £(2) dg(t).

Huom: Jos g(t) = t, niin mééritelmi palautuu tavalliseksi Riemann-integraa-
liksi.

6.1.1 RS-integraalin ominaisuuksia
Kaytettyja merkintoja:

32
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[t] = pienin kokonaisluku > ¢ (“kattofunktio”) s
[t] = suurin kokonaisluku <t (“lattiafunktio”) el
{t} = t—[t], tn desimaaliosa (“sahalaitafunktio”) «%%*

(1) Yksikisitteisyys: Jos fabf(t) dg(t) on olemassa, niin sen arvo on yksi-
ksitteisesti madratty. Riittiva olemassaoloehto on esimerkiksi se, ettéd f

on jatkuva ja g on “rajoitetusti heilahteleva”, eli

D 19(@ra) = glan)] < oo

0<k<n
kun || P |- 0 (intuitiivisesti [ | dg(t)| < o0”).
(2) Lineaarisuus:
(i) /(lel +cafa)dg = /fl (ig+02/f2 dg,
(i) /fd(clgl + c2g0) = Cl/fdgl + cz/fdgz.

(3) Vilien yhdistéiminen: jos 3 [ fdg ja 3 [ f dg niin

/abfdg+/befdg:/:fdg-

(4) Osittaisintegrointi: jos 3 jab f dg, niin myés 3 j:gdf ja

b b b
[ s as+ [ awaro - / F(D)9(0).

(5) Muuttujanvaihto: Olkoon % : [a,b] — R jatkuva, ei-vdhenevi funktio.
Tall6in:

h(b)

b
/ FO)dgh®) = [ £(t) dg(t).

h(a)

(6) Palautus Riemann-integraaliin: jos 3 f:fdg ja ¢'(t) on jatkuva vi-

1illa [a, b], niin

/f(t)dg(t):/ F(t)g'(t) dt.
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(7) Summien esittdminen: Olkoot a,b € Z, f oikealta jatkuva Z-pisteissa.
Talloin:

b b—1
/ £(t)dfi] S,

b
/ F@)dg([t]) = > f(k) A glk), Dglk) =gk +1) = g(k).
@ a<k<b
Vastaavasti f:n ollessa vasemmalta jatkuva Z-pisteissi pétee:

b
> fh),

k=a+1

[ s
[ roatny = 3 07 o, a6 = o) ok 1)
Oikealta jatkuvilla f pf«iteeimyijs kaava:
[ ramann = PIFCEZD
ja vasemmalta jatkuvilla kaava:

/ ety = S 7k A gB),

a<k<b

(8) Integraalin derivointi:

/abf(t) d/atg(u) dh(u) = /abf(t)g(t) dh(t).

6.1.2 Eulerin summakaava

b
Jatkuvilla f on tunnetusti “suunnilleen” Z f(k) = / f(t) dt. Miten tarkka

a<k<b
tdméi arvio on?

RS-integraalin ominaisuuden (7) seki lineaarisuuden (2) mukaan on Z-pisteissi
vasemmalta jatkuvilla [ tasmalleen:

b b

S (k) = / f(t)dlt) = / F(t)dt — / ooy

a<k<b

a a
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Sovelletaan tdhédn edelleen osittaisintegrointia (4):

/f d{f}+/{f}df /f )i

Tamén lausekkeen arvo on nolla, jos a,b € Z. Jos nyt a,b € Z ja f’ on jatkuva

/f df+/ f(®){t}dt,

joka voidaan myos kirjoittaa muotoon:

> f(k)—/bf(t)dt-i-/bf’(t) ({t}—%) dHM

a<k<b

= frn=3 sos frofn-)a

Ry

vililld [a, b], saadaan kaava:

a<k<b

tai

Jos f:114 on my6s korkeamman kertaluvun derivaatat, voidaan jadnnostermia

Ry kehittédd edelleen, jolloin saadaan Eulerin(-Maclaurinin) summakaava:

() / s 3050 /v o cap / Bl oy an

a<k<b m=1 "

Rn

missd kertoimet B, ovat Bernoullin lukuja, ja B,(x) on n:s Bernoullin poly-

B,(z) = (g) Byz" + (T) By .+ (Z) Ba®.

Huom: Jaannostermi R, ei vilttdméatta mene nollaan n:n kasvaessa; suuruus-

nomi

luokka valitulla n on aina tarkastettava erikseen.
Esimerkki: Kertoman arviointi (“Heikko Stirlingin kaava”).

Soveltamalla yksinkertaista summakaavaa (x) funktion n! logaritmiin saadaan
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seuraava arvio:

Inn! = Zl<k<nlnk
1 1 nl+1
- /lnz‘dtJr/;({z‘}fi dz‘+w

1
n

1 1
nlnn—n+l+%lnn+/z({t}—§> dt
1

= nlnn—-n+1 < Inn! < nlnn—n+lnn+1

n(2)".

IN

= e(%)n < n!

Tarkemman arvion muodostamiseksi sovelletaan ensin Eulerin summakaavaa

(xx) funktioon In(n — 1)! ja korjataan sitten tulosta lisddmalld termi Inn:
In(n —1)! = Zl<k<n Ink

- /lntdt+z / D) In¢ — /BQ({t}) D@ Intdt
m=1

- /(flnf—f)——/l lnf+12/n /{t}Z 2§2t}+6 "

= nlnn—n+1-1ilnn+0O(1)

= Inn! = nlnn—n+1ikhn+O(1)

= n! = 0 (\/ﬁ (%)”) .

6.1.3 Kompleksinen RS-integraali

My6s kompleksiarvoisille f, g : [a,b] — C voidaan RS-integraali f: f dg mééri-
tella RS-summien avulla aivan kuten edella. Jos on f = f1 +ifs, g = g1 +iga,
niin RS-summia tarkastelemalla on helppo osoittaa:

b b b b b
/fdg - /fldgl—/fgdgz i /fldgﬁ/f?dgl

Esitystd (x) kéyttden voidaan kaikki RS-integraalien ominaisuudet (1) — (8)
yleistdi reaalisesta kompleksiseen tapaukseen.
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6.2 Kompleksianalyysin perusteita

Olkoon D C C kompleksitason alue eli avoin yhtendinen joukko, ja f(z) alu-
eessa D maidritelty kompleksifunktio. f on derivoituva pisteessd zp € D jos

raja-arvo

‘(2) — f(~
o) — 1 £E) =S Co)
z2—20 Z—2
on olemassa. Huom: Raja-arvon tulee siis olla riippumaton siitd, mista “suun-
nasta” z ldhestyy zq:aa.

f on analyyttinen eli holomorfinen alueessa D, jos se on derivoituva kaikilla
20 € D. Yleisesti f on analyyttinen joukossa A, jos se on analyyttinen jossain
alueessa D D A. Erityisesti f on analyyttinen pisteessd zo, jos se on analyyt-

tinen jossain zo:n ympéristossid B(zo; 7).

Merkitddn z = z + 1y, f(2) = u(z,y) + tv(z,y). Voidaan osoittaa, ettd f on
analyyttinen pisteessi z = x + iy, jos ja vain jos funktioilla u(z,y) ja v(z,y)
on pisteessd (z,y) jatkuvat osittaisderivaatat, jotka toteuttavat ns. Cauchyn-
Riemannin ehdot:

ou v Ou v

or oy oy  ox

Edelleen voidaan osoittaa, ettd jos f on analyyttinen pisteessd z € C, silld on

itse asiassa kaikkien kertalukujen jatkuvat derivaatat pisteessa z € C.

Funktio f on kokonainen, jos se on analyyttinen kaikilla z € C. Esimerkiksi
funktiot e* ja 2™ ovat kokonaisia. Ns. Liouvillen lauseen mukaan voi kokonainen
funktio olla rajoitettu (| f(z)| < M, Vz € C) vain, jos se on vakio.

Kompleksitason polku (tai tie) on jatkuva kuvaus 7 : [a,b] — C jossa a,b € R.
Polun v méérittimé kdyrd on sen kuvajoukko I' = v([a, b]). Polku on suljettu,
jos y(a) = ~(b), ja yksinkertainen, jos se ei leikkaa itseddn paitsi mahdolli-
sesti padtepisteissi, so. jos kuvauksen v rajoittuma puoliavoimelle vilille [a, b)
on injektio. Yksinkertainen suljettu polku on kierros (kirjallisuudessa tavalli-
semmin “Jordan-kiyr#”). Jokainen kierros jakaa Jordanin kiyralauseen mukaan
kompleksitason kahteen erilliseen avoimeen joukkoon, kierroksen sisd- ja ulko-
puoleen, joiden yhteinen reuna se on. Kierroksella on yksikisitteinen positii-
vinen tai negatiivinen (kierto)suunta, joka on sama kaikkien sen sisépisteiden
suhteen. Jatkossa tarkastellaan vain paloittain tasaisia polkuja, so. sellaisia
polkufunktioita ~ joilla on paloittain jatkuva ja rajoitettu derivaatta +'.
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Olkoon D C C alue, f alueessa D médritelty kompleksifunktio ja v : [a, 0] — C
polku siten, etté ([a,b]) C D. Funktion f integraali polun v suhteen méaritel-
ld4n

b b
[12 [taoyarn = [ rawr

(Té#ssé ja jatkossa siis oletetaan ilman eri mainintaa, ettii tarkasteltavat polut

~ ovat paloittain tasaisia.) Myds merkintda L f(2) dz kiiytetéin.

Esimerkki: 1.
v

1 )
Olkoon zy € C, f(z) = ja v :[0,1] — C siten, ettd v(0) = 2z + ™.

Z— 20
Téll6in

1
/ = _ /L-y(e)de
42— 20 0 Y(2) =2
1o )
= / — - 2mi 4
0 e’ll'l

1
= / 2mi df = 2mi.
0

Esimerkki: 2.

Olkoon edelld f(z) = m, n > 1. Téll6in vastaava menettely antaa seuraa-

van tuloksen:

1
/ (z—z0)"dz = / (¢20) ™" . 2mi 20y
;

0
1
= 27r'11/ e~ (=120 g
0

_ 2mi /16—(n—1)27ri9
—(n—1)2mi /,

_ 1 omi \—(n=1) )
B n71<(i/) !

=1

Huomataan myos, ettd esimerkkien 1 ja 2 tulokset ovat valitun z)-keskisen

ympyrén siteestd r (esimerkeissid r = 1) riippumattomia.
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Olkoot vy : [a,b] — C ja 72 : [b,c] — C polkuja siten, ettd v1(b) = 72(b).
Maéritellaén polku v, + 72 : [a, ¢] — C seuraavasti:

7(t), t€lab]

(1 +7)(t) = { Y(t), t€ bl

RS-integraalin perusominaisuuksista seuraa, etté / f= / f+ / f milloin

Y1+72 ! Y2
integraalit ovat olemassa.

Samoin, jos médritelladn polusta v : [a,0] — C polku —v : [a,b] — C eli
(=7)(t) = v(a+b—t), niin on voimassa [ f = —ff

-

Integraalia suljetun polun v suhteen merkitdén usein ]{ f-

Lemma 6.1. Olkoon v : [a,b] — C polku, jonka pituus on L(vy f|d’y\ ja f
kompleksifunktio siten, ettd |f(z)| < M, Vz € v([a,b]). Tilléin on

Lf‘ < M- L),

Todistus. Seuraa suoraan RS-integraalin ominaisuuksista. O

Polut 7,7 : [a,b] — C ovat homotooppiset joukossa D, jos

(i) (a) = 3(a), ¥(b) = 3(b) tai 7(a) = 7(5), 3(a) = 5() (suljetuille poluille)

(ii) v([a,0]) € D, A([a,b]) € D ja 3 jatkuva kuvaus h : [0,1] x [a,b] — D

siten, ettd
e h(0,t) =~(t) Vt € [a,b]
e h(1,t) =A(t) Vt € [a,b]
e hfs,

s,a) = v(a), h(s,b) = v(b) Vs € [0,1] tai h(s,a) = h(s,b) Vs €
[0,1] (suljetuille poluille)
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v(b)

v =ho

Lause 6.2. Olkoon f analyyttinen alueessa D, paitsi mahdollisesti dérellisessd

mAdria pisteitd, joissa se on vain jatkuva. Olkoot 7 ja 4 polkuja, jotka ovat

homotooppisia D:ssi. Téllin on [ f = [ f. O
5 J

Seuraus 6.3. (Cauchy) Olkoot f ja D kuten edelld ja v polku, joka on D:ssd

homotooppinen pisteen kanssa. Talloin on ¢ f = 0.

~

Todistus. (Pikemminkin perustelu.) Olkoon v = 7; +7,. Téll6in 72 on homo-
tooppinen polun —7; kanssa, joten ¢ f = [f+ [f= [f— [f=0.

71 Y2 m "
1

L)

2= O

Sanotaan, ettd suljettu polku v on kutistuva alueessa D, jos se on D:ssd homo-
tooppinen pisteen kanssa. (Kirjallisuudessa kiiytetdin myos termis “nollahomo-
tooppinen” polku.) Alue D, jonka sisilld jokainen suljettu polku on kutistuva,

on yhdesti yhtendinen. (Téllainen alue D ei sisélld “reikid”)
Esimerkki: Integrointi kutistuvalla polulla.

Olkoot f(z) = z ja polku 7 : [0,1] — C, jolle v(6) = >, Tallin:

1

%zdz = /627”0 2772'62”9) de
v

0
1

= 27 / et g

0 1
2mi it
dmi/,

= (e -1)=0.
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Lause 6.4. (“Cauchyn integraalikaava”) Olkoon f analyyttinen yhdesti yhte-
néisessd alueessa D ja 7 jokin D:n positiivinen kierros. Olkoon edelleen z, jokin

~:n rajaaman yhdesti yhtendisen alueen sisipiste. Tall6in on

fy— L f 10

2mi J, 2z — 2

dz.

Todistus. Huomautetaan ensin, etté kierros v on homotooppinen D:ssi jonkin
zo:n positiiviseen suuntaan kiertdvin ympyrapolun kanssa. Liséksi, koska D on
yhdesti yhtendinen, + on kutistuva.

Madritellasn sitten

f(Z):f(zo) c £ 2
g(2) = S
J'(=0), z=2Z.

Talloin myGs g on analyyttinen alueessa D paitsi mahdollisesti pisteessd 2o,
missé se on jatkuva. Siten on Seurauksen 6.3 mukaan

Il
Se—
w
-
| =
S
o
IS
&
|
~
=
9
(=)
K
S
S
| | &
Q
IS
o

= f(z) = L% 1) dz.

Edells on integraalin § % laskemiseen kiiytetty Esimerkin 1 (s. 38) ja Lauseen

7y z2—20

6.2 tuloksia. O

Huom: Mielivaltaisen, ei-yksinkertaisen suljetun polun 7 tapauksessa taytyy
ottaa huomioon myds ns. kiertoluku n(v, 29) € Z, joka ilmaisee mihin suuntaan
ja montako kertaa polku ~ kiertdd pisteen zp. Yleisessd muodossa Cauchyn
kaava on siis

1)

2mi J, 2 — 20

dz =n(v, z0) f(20)-
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Lause 6.5. Olkoot f, D, v ja 2, kuten Lauseessa 6.4. Tilloin on kaikilla
n > 0:

F0(z0) = i]{ ( 1z)

=— ¢ —— __dz,
27i z — 7)1

ja funktiolla f pisteessd zy Taylor-kehitelmd

(7) (24
flz) =) f—()(z — )"

n!
n>0

Todistus. Seuraa suhteellisen helposti Lauseesta 6.4. 0

Olkoon funktio f mairitelty jossain pisteen zy € C “punkteeratussa” avoimessa

ympéristdssd D \ {2z} ja lim |f(2)| = co. Jos jollakin kokonaisluvulla m > 1
z—20

on funktio g(z) = (z — 2z)™ f(z) analyyttinen pisteessi zo, niin z, on funktion

f mapa ja pienin m, jolla em. ehto on voimassa, on navan zy kertaluku.

Em. ehdoilla on Lauseen 6.5 mukaan ¢:114 zp:n ympdiristéssd voimassa oleva
potenssisarjakehitelma,

9(2) = S balz = 20)",
n>0
mistd saadaan f:lle vastaava Laurent-kehitelmd
fR) =(z=2)""g(z)= Y aulz—2)",
n>—m

jossa a, 2 bm. Jos navan z, kertaluku on m, niin vilttimittd a_,, = by # 0
(koska muuten kertaluku olisi alempi). Napa, jonka kertaluku on 1, on yksin-

kertainen.

Funktion f zp-keskeisen Laurent-kehitelmén kerroin a_; on f:n residy pisteessi

2o. Merkitdan:

a_1 = Res(f;z0) tai a_y = Res f(2).

z=20

Joskus kiiytetdiin myds merkintdd Res(f;0) £ [z71f(2).
Yksinkertaisessa navassa residy voidaan laskea seuraavasti:

Res f(z) = lim (z — 20) f(2),

z=2z0 z—20

ja periaatteessa yleisestikin m-kertaisessa navassa

Res f(z) = lim ;' D™D ((z — 20)™f(2)).

2=z =z (m—1)
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Jalkimmaéisessd tapauksessa laskut ovat kuitenkin usein kidytdnndssa tyolaita.

Olkoon sitten em. tilanteessa v alueen D positiivinen kierros, jonka sisédéin ei

jdd muita f:n napoja kuin z,. T&ll6in:

v

j{f(z)dz = > (I,n?{(zfzo)"dz

n>—m
a_q - 2mi
2mi - Res f(2).

z=zp

Funktio f on alueessa D meromorfinen, jos se on D:ssd analyyttinen paitsi

mahdollisesti diskreetissd joukossa napoja.

Lause 6.6. (“Cauchyn residylause”) Olkoon v positiivinen kierros, jonka sisél-
14 meromorfisella funktiolla f on navat zy,...,z, ja polulla v funktio f on
analyyttinen. TAall6in on

k
%f(z) dz = 2mi - Zi(? f(2).

Todistus. (Lihinné todistusidea.) Muokataan polusta v polku 4 “leikkaamal-
la” navat z1, ..., z; sen sisiltad pois oheisen kuvan osoittamalla tavalla riittavan

pienilld negatiivisesti suunnistetuilla kierroksilla ~; ... | v%.

N&in muodostettu 4 on kutistuva positiivinen kierros, ja f sen sisilld analyyt-
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tinen. Siten on:

0= ¢ ff+ mf+4..+]£kf

o

~
Il

U
S5~
"\H
I
\
Jr

= z=2z;
[m}
Esimerkki: 1.
d
Olkoon ~ positiivisesti suunnistettu yksikkgympyrd. Madrita }{ 1—12
— 4z
-
. 1 . . 1
Meromorfifunktiolla f(z) = T4z on yksinkertaiset navat z = £35. Osamur-
— 4z
tokehitelmésta
1 1/2 1/2 —1/4 1/4

1—-4227 1-22 1+2z_271/2+z+1/2

néhdaén, ettd Res f(z)=-1tja Res fz) =4

Siten on:

dz 1 1
—omi(—=4+2) =0
?{17422 m( 4+4) 0

Esimerkki: 2.

o]

Miidiriti / - dr

+ 22

1 1
1422 (z—i)(z+1)

Tarkastellaan funktion f(z) integrointia kompleksi-

tasossa oheisen kuvan osoittamaa polkua g, r > 1, pitkin.
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Funktiolla f on yksinkertaiset navat +i, joista napa z = ¢ jai integrointipolun
sisaéin. Siten on

! 1 —i  2mi
f & =omi Res—— =2rilm-——=""=7
’YR1+Z z=i | + 2 z—i 1+ 2 21

Toisaalta on

7{ dz 7/R dx Jr/7r dR e R—oo /OC dx
a1+ 22 S gl+a? Ji 1+ (Rew)? oo L%
—_—

1
S

> d
Siten saadaan tulokseksi / i
oo L+ 22

Luku 7

Asymptoottiset menetelmat

7.1 Meromorfisten generoivien funktioiden ker-

toimet

Perusléhtokohta: jos generoiva funktio (x) f(z) = =, - f,2" suppenee jossakin
origon ympdaristossi, niin sen kertoimet méaraytyvit Lauseen 6.5 mukaisesti
Cauchyn kaavasta:

B WIC)

%) fo = 35 ol dz,
¥

missd v on mikd tahansa sarjan (*) suppenemisalueeseen sisiltyvi positiivi-
nen origon kierros. Kerroinintegraaleja (+x) pyritiéin arvioimaan eri keinoin,

esimerkiksi residylaskennalla.

Lause 7.1. Olkoon generoiva funktio f(z) = 3, ., f,2" meromorfinen aluees-
sa |z| < R ja analyyttinen kehdlld |z| = R. Olkoot f:n navat alueessa |z| < R
21, ..., 2. Télloin on olemassa polynomit P, ..., Py, joilla

k

fn = ZZ]_nP7(7’I) + 0O (R_") .

=1

Polynomin P; aste on navan z; kertaluku m; vihennettyné yhdell eli deg P; =

m; — 1. Erityisesti siis yksinkertaisille navoille em. polynomit ovat vakioita:

P = flResf(z).

Zj 7=z

46
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Todistus. Olkoon r sarjan (x) suppenemisside ja p < r. Oheisen kuvan esit-
tdma integrointipolku v = 1 + 72 + 73 + 74 kiertda kaikki f:n navat zy,..., 2

myOtapaivain.

Residylauseen 6.6 nojalla on siten

k
(2) : f(2)
oot dz = —2mi- Ziez?znﬂ
j=1
I B S 1,
m# v A s # v F
z
= 2mi- fr+ £§+1) dz,
3
silld kuten kuvasta havaitaan, polut ¥, ja 4 kumoavat toisensa (72 = —74).

Téamaén perusteella voidaan kirjoittaa edelleen

*)

_ f(=) if f(=)
fo = giczf Zn+l + 270 J\, g 2" dz
k
f(z) n
= X R +O(RT),
=1
silla
1 maxp.—g |f(2)| max;—g|f(2)|
<~ .27R. = ‘
6] < 5 -27R Bt i

On huomattava, ettd tissi termi O (R™™) on vain asymptoottinen n:n suhteen;

sen vakiokerroin vaihtelee valitun R:n mukaan.

zf,fi), on muotoa z;" -

Harjoitustehtiviksi jitetddin osoittaa, ettd termi Res ;
z=2z;

Pj(n), missi deg P; = m; — 1. .

Esimerkki: Surjektiot.

Merkitddn s,:114 surjektioiden h : [n] — [k], & < n, lukuméérdd. Merkitdin

STL
edelleen S:114 surjektioiden painotettua perhetti, jonka egf on §(z) = E ="
n!
n>0
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Olkoon A = {1} + {1,2} + {1,2,3} + ... nimettyjen, ddrellisten epétyhjien
joukkojen perhe, jonka egf on a(z) = 3, o, 1- 27 = ¢* — 1.

Surjektioiden perhe S voidaan tekijéida A:m avulla, S = A®), mistd saadaan

!
1—a(z) 2-—e

Nihdéin, ettd timén egfin §(z) ainoat erikoispisteet ovat yksinkertaiset navat
zr =In2+ k- 2mi, jossa k € Z.

Funktion residy néissi on

. .2 2 . 1 1 1
Res §(z) = lim = lim = =——.
Z=zk z—z 2 — €7 z—zp —€% —e%k 2

(Raja-arvon laskemiseen on tdssé sovellettu L'Hospitalin sdéntGa. )

Lauseen 7.1 mukaan voidaan egf:n 3(z) kertoimia arvioida tarkentuvasti ottaen
laajempia (— useampia napapareja sisiltivid) integroimissiteitd. Esimerkiksi
kun side valitaan vililtd In2 < Ry < v/In?2 + 472, saadaan arvioksi

ol

4, = s—j =z" (- 2z Res3(2)) + O (Ry") = Lm2y= 4o (Rg™):
n! 20 z=%0 2

kun séde valitaan vililtd v/In?2 + 472 < Ry < v/In?2 + 1672, saadaan arvio

1 1
Sn= 5027 4 = (02 +2mi)~ Y 4 (In2 = 2mi) =) + O (Ry")

ja yleisesti vililtd v/In” 2 + k272 < Ry < 1/In*2 4 (k + 1)272 saadaan

k
1 1
Sn=5(In 2)~(+D) 5 > (24 - 2mi)" "D 4 (In2 — j - 2mi) =) 4 O (R

j=1

. e . . . 1a ~ ;‘ L 71. | ~ . n.|
Ensimmiisen arvion mukaan siis s, = n! 3, ~ 535 (mz) n! & 0.72-(1.44)"n!.
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7.2 Algebralliset erikoispisteet

Funktion f(z) erikoispiste (= ei-analyyttisyyspiste) zo on algebrallinen, jos
jollakin o € R on funktio g(z) = (20 — 2)*f(2) analyyttinen zy:ssa. Pienin
tallainen « on erikoispisteen 2 kertaluku eli paino.

Esimerkki: 2-sddnnoélliset verkot.

Merkitaan F:11a 2-sadnnéllisten nimettyjen verkkojen perhettd ja vastaavasti
[fn:11d n-solmuisten 2-sddnndllisten verkkojen lukumaérad kun n > 3. Vastaava

egf on siis f(z) = Z f,,,jl—y:.

n>0

2-sddnnollinen verkko vastaa jirjestamatonta kokoelmaa sykleja:

7
4 5 1
(o
9 2
8
Merkitaan C:114 syklien perhettd, eli yhtendisten 2-saanndéllisten verkkojen per-
hettd ja timin egf:dd é(z) = ZC"H'
n>0

Suunnattu sykli vastaa syklistd permutaatiota kun n > 3, ja syklisten permu-
1
1 n . . .
= 5 —2z" (ks. sivun 25 esimerkki).
z n ( )

1—
n>1

taatioiden egf = In

Taman perusteella saadaan

o>
~=
S
=
Il
| —
/N
—
5]
—
|
IS
|
|
ro| ¥,
N———

Nahd&an, etta funktiolla f(z) on “%-kertainen” algebrallinen erikoispiste z = 1.
(Funktio (1 — z)2 f(z) on analyyttinen.)

Funktiolla f(z) on erikoispiste zy # 0 jos ja vain jos funktiolla f(z) = f(z02)
on erikoispiste 1, joten oletetaan seuraavassa ettd z; = 1. Oletetaan toistaiseksi
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myds, ettd piste z = 1 on fm ainoa erikoispiste kiekossa B(0;1 + ) jollakin
n > 0.

Tallsin funktio g(z) = (1 — 2)*f(z) on analyyttinen kiekossa B(0;1 + n);
erityisesti silld on pisteessi z = 1 kehitelmd g(2) = > ;0 gx(1 — 2)*.

Nyt on ainakin punkteeratussa kiekossa B(1;7) \ {1} voimassa

fR) =1 =2"(=) =Y a1 —2)"",

k>0

joten ehkid f:n Taylor-sarjan kertoimia voitaisiin arvioida:

fo = R R gl -2

- [z"lkzmgk;(k%“)w)j
- et
_ ggk(nkzal) 9

Lause 7.2. (Darboux) Olkoon f(2) = ), ., fn?" funktio siten, ettd jollakin
a € R\ {0,—1,-2,...} on funktio g(z) = (1 — 2)*f(z) analyyttinen kiekossa
B(0;1+mn), n > 0. Olkoon g:114 pisteen z = 1 ympéristissi kehitelmi g(z) =
> g1 — 2)F. Téllsin on kaikilla m > 0:

k>0

fo = [z”}{ng(l—z)k“} + O (n-mra)
k=0

- —k—1
_ ng<” ) +“) + O (n )
k=0

Todistus. Tarkastellaan “virhefunktiota”

m

hz)=f(2) =D gl =2 = > gl -2 2 <1,

k=0 k>m+1

Tallsin on h(z) = (1 — z)™= . h(z), missi funktio h(z) on analyyttinen
kiekossa B(0;1+ n). Voidaan osoittaa (ks. Wilf, “generatingfunctionology”, s.
179), etté téssd tapauksessa on [2"]h(z) = O (n=(MT1=0)71) = O (n~m=2+9) ja
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siten f,, = [2"] {Z gr(1— z)k“} + [2"] h(z) véitteen mukainen. O
k=0

Esimerkki: 2-sdinnollisistd verkoista (jatkoa).

e
(1-=2

v
n
&%

Sovelletaan Lausetta 7.2 funktioon f(z) = valinnalla m = 2.

a2
ol

ol

~ - 22 . .
- f(2) = e 277 pisteessd z = 1:

g™
i) = S Weapa .y

n
n>0

Kehitetddn funktio §(z) = (1 — z):

= ei4ei(l—2)+

Lauseen 7.2 nojalla saadaan (m = 2):

i fo a3 _afn—3 e n—3 —7/2
j% = ;ﬂ»ii e 1 n +e 1 n + —2[— n + O (n )7

miki voidaan Stirlingin kaavan yms. avulla kirjoittaa my6s muotoon

an!-e*% LI S
" i 8n  128n2 [

Lause 7.2 voidaan vahvistaa muotoon (ks. Bender, SIAM Review 1974):

Lause 7.3. (Darboux-Szegt) Olkoon funktio f(z) = Y, -, faz" analyyttinen
kiekossa B(0;r), r > 0, ja sen kehilld |z| = r funktiolla vain algebralliset eri-
koispisteet z1, ...,z joiden kertaluvut ovat ay,...,ap € C\ {0,-1,-2,...}.
Olkoot gi,...,gr ne kickossa B(0;r) analyyttiset funktiot, joilla pisteissi

21, .. , 2k pitee

Zj

we)=(1-2)" 1

Olkoon edelleen a = max{Re(c;) | j =1,...,k}. Talléin on

k
1 (2 \n
fo== 95(z)n* +o(r ).
n < T(o;)z"
j=1 7
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7.3 Kokonaiset generoivat funktiot

Jos funktio f(z) =, . fu2" on kokonainen, voidaan (tiytyy?) kertoimien f,
arviointi perustaa suoraan Cauchyn integraalikaavaan (Lause 6.5 sivulla 42):

- 27 . antl ’

missd v on jokin origon positiivinen kierros.

Olkoon esimerkiksi v = positiivisesti suunnistettu p-siteinen ympyra. Jos on

fn > 0 Vn (kuten usein kombinatorisissa sovelluksissa), niin

sl =p= 1f( <D 1fa2"l =D ful 2" = £(0)

n>0 n>0

eli max | £(2)] = £(p)

|zl=p

Téssa tapauksessa saadaan siis arvio:

f(z)

antl

(*) fo < iv(max

) -2mp
|zl=p

1 fp) fp)
% ' pn+1 ’ 271'p o )

Koska arvio (*) on voimassa kaikilla p > 0, voidaan yrittdd valita paras tél-

lainen, eli tiukimman ylarajan antava. Koska edelleen lim M
P

= 00, niin
—0,00 p"

optimaalinen p on jokin derivaatan D f(p)/p™ nollakohdista:

)
=
—
>
=
b\

3

Il

Fp)-p =nf(p)p"
P pf' () = nf(p)) = 0

=n (%*).

Huom: Ei haittaa, vaikka annetulla n yhtdlod («*) ei pystyisikdédn ratkai-
semaan tarkasti. Arvio (x) on voimassa kaikilla p > 0; kyse on vain arvion

optimoinnista.
Esimerkki: Kertoman arviointi.

Olkoon f(z) =¢€* = Z %z". Téllsin on

n>1

pf'(p) _ pe’
flo) e

=p
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joten valitsemalla annetulla n integrointikehd p = n saadaan seuraava arvio:

N
ALY (IR
n! pn nn e

Em. menetelmén puute on, ettd integrointipolku on valittu niin jaykésti (ym-
pyrd) ja funktion arvoa polulla yliarvioidaan reilusti. Huolellisemmin valinnoin
voidaan todistaa seuraava vahva tulos (ks. Wilf, “generatingfunctionology”, s.
183):

Lause 7.4. (W. Hayman 1956) Olkoon f(z) = 3_, - f.2" “Hayman-kelpoinen”
(ks. alla) funktio. M&éritelldan apufunkiot a(p) = pf'(p)/ f(p) ja b(p) = pa'(p).
Olkoon kullekin n > 1 yhtilén a(p) = n positiivinen reaalijuuri p,. Tallgin on

f(pn) 1

far o /2mb(pn)

Funktion Hayman-kelpoisuuden yleiset ehdot ovat mutkikkaat (ks. Wilf, ss.
183-184), mutta esimerkiksi seuraavat riittéviit ehdot on helppo testata:
(i) funktiot muotoa ")

[Zn]eP(Z

, jossa P(z) # 0 on polynomi ja joilla lisiksi pitee
) > 0 melkein kaikilla n, ovat Hayman-kelpoisia;

(ii) jos f ja g ovat Hayman-kelpoisia, niin myds fg ja ef ovat sité;
(ili) jos f on Hayman-kelpoinen ja P on polynomi, jonka korkeimman asteen
kerroin on positiivinen, niin f+ P, f- P ja P(f) ovat Hayman-kelpoisia.
Esimerkki: Stirlingin kaava.

Funktioon f(z) = e* sovellettuna Lause 7.4 antaa arvion

S0.
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7.3.1 Satulapiste-estimointi

Haymanin lauseen (7.4) todistus perustuu arvioitavan integraalin satulapiste-
estimaattiin. Menetelman idea voidaan yksinkertaisessa tapauksessa esittda

seuraavasti:

Olkoon arvioitavana integraali

I = L ?{eh“)dz,
2mi J,

misséd v on mielivaltainen origon kiertévéi, positiivisesti suunnattu ympyrapol-

ku ja h(z) “tarvittavassa alueessa” analyyttinen funktio, jolla on ominaisuus

‘Hll%)é‘h(zﬂ = h(R), VR > 0.

(Voimassa esimerkiksi jos h(z) = Z hn2", jossa h, > 0Vn >0.)
n>0

Esimerkiksi Cauchyn kaavan mukaisessa generoivan funktion f(z) kertoimen

[2"] madrittavissd integraalissa on
(¥) h(z) =hy(2) = Inf(z)—(n+1)Inz.
Maaritetdan ensin integroimissiteelle R > 0 arvo, joka toteuttaa ehdot:

(%) W(R) = 0, W'(R) > 0.

Esimerkiksi kaavan (%) tapauksessa ehto (%) saa muodon (vrt. sivun 52 tu-
lokseen)

['(R) [ R f'(R)
f(R)—(n+1)~ 0=

B i) =n+1.

Oletetaan sitten (heuristisesti), ettd R-siteiselld ympyrilld v = vz on funktion
e™M*) massa niin keskittynyt pisteen z = R ympéristo6n, etté jollakin pienells

kulmalla 6 ovat voimassa molemmat approksimaatiot:

(1) f@'l(z)dz z/ e"@dz ja
v 716]

(i) eh®) o PPHN(RER)? o o y[g],

huom h/(R)=0
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'ﬂ ~[6]
< w

Siirrytaankin nyt integroimaan pisteen R ympéristGssd polun (0] sijaan pitkin

suoraa z = R + it, ja oletetaan edelleen, ettd voimassa on approksimaatio

R+i%R R+ico
(iii) /eh(z)dz ~ / "z~ /eh(z)dz.
716] R—iZR R—ico

Jos oletukset (i) (iii) ovat voimassa, saadaan integraalille I arvio

1 = #%eh(‘z)dz
2mi

]
~ L / MRV (BB g
27
v16]
~ L / POR) . BN R)? gy
—00
W e,
= /@—7h B) gt
27
_ el 27
= or A\ W(R)
h(R)

\/2xh"(R)’

Sovellettuna generoivan funktion f(z) kertoimen [2"] méérittdmiseen téstd saa-

daan arvio:

* % n ~ et = F(R.) . !
( *) [2 ]f(z) ~ QWhI,(Rn) o RZ+1 \/m7
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missé siis
MR) = Inf(R)—(n+1)InR
/ _ Rof'(Rn)
}L(Rn) Oﬁmfn‘l’l

Arvio (x**) vastaa selvisti Haymanin kaavaa, olettaen ettd approksimointieh-
dot (i) - (iii) tayttévit.

7.4 Integraalimuunnokset

Integraalimuunnoksessa Z|[f] annettu funktio f(¢) “projisoidaan” sopivasti va-
lituille kantafunktioille b,(¢). Projektioita Z[f](s) = (f, bs) tarkastelemalla voi-
daan saada paljon tietoa funktion f ominaisuuksista. Kafinteismuunnos I‘l[f]

rekonstruoi funktion f projektioistaan.

e Laplace-muunnos: kantafunktiot muotoa bs(t) = e*,

£l = [ s e

e Fourier-muunnos: kantafunktiot muotoa b, (t) = ¢,
i) = [ 50 ar

e Mellin-muunnos: kantafunktiot muotoa b,(t) = s

MUf)(p) = / e

Kaikki integraalimuunnokset ovat lineaarisia:

Tlaf + Bg] = oZ[f] + BZ]g].

Itse asiassa kaikki kolme em. integraalimuunnosta ovat ldheistd sukua toisil-

leen. Jos esimerkiksi médritelladn vield 2-puoleinen Laplace-muunnos:

e}

C¥[f)(s) = / £(t) - e tt,

—00
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niin on F[f](w) = L*[f](iw). Samoin voidaan Mellin-muunnos M|f] esittii
funktion g(¢) = f(e™") 2-puoleisen Laplace-muunnoksen avulla:

L9lp) = [ gWerat = [ fle)edt
0 e}
= [fl@)2r (—%) = [ f(x)ar~'de = M][f](p)
[e's) 0
jossa tehty muuttujan vaihto x = ¢! ja siten do = —e~! dt = —x dt.

7.4.1 Kantafunktiokehitelméit

Erityisesti integraalimuunnokset helpottavat annetun funktion “kantafunktio-
kehitelmin” madrittimistd. Esimerkiksi jos f(t) = e, jossa A € C, niin
o0
eMestdt = [el=qt

LleM(s) = J

o0
— 1 A— _ 1 1
= E/U eI = H0-1) =L,

kun Re(\) < Re(s). L-muunnoksen lineaarisuuden nojalla on siten yleisestikin

o3y

voimassa, ettd jos f(t) = Y1, a;e™?, niin

n

LI =2 o

i=1

eli funktion f eksponentiaalisia “kertalukuja” vastaavat funktion L[f] navat,
vieldpd niin ettd funktion L£[f] residy tietyssd navassa on vastaavan f:n eks-

ponentiaalisen kertaluvun painokerroin.

Vastaavasti on Mellin-muunnoksella “melkein” voimassa M[t*](p) = 5 H On-

gelmana on, ettd integraali

/ Fyer=tat
0
suppenee, jos ja vain jos pitee seki f(t) - tP™' = o(t7!) kun t — 0, etti

f@&) -t =0 (t71) kun t — oo, eli

fH) = o(t™), t—0
ft) = o(t?), t— oo
Tarkasteltavan funktion f tiytyy siis toteuttaa ehdot

{f(t) = o(t™®), t—0

ft) = o(t™?), t—o0
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joillakin «, 8 € R siten, ettd o < 5. Muunnos M|f](p) on tallgin miiritelty
“nauhassa” o < Re(p) < .

Esimerkki: (Edellisen tuloksen sovellus).

1, 0<z<1

0, muuten.

)

Olkoon f(t) = §(t) - t*, jossa d(t) = {

Téll6in on:

MIfp) = / 5(t) £ 7Lt
0
1
/ 1t
0
= 157 kun — A\ < Re(p) < 00

M-muunnoksen lineaarisuuden nojalla on voimassa, ettd jos asymptoottisesti

kun ¢ — 0 pitee
o0
:ZaitAﬂ M <A<...
i=1
ja asymptoottisesti kun ¢ — oo pitee f(t) = O (ta) , 3 < Ay, niin!

o)

M(f](p

(p) < =B

Erityisesti jos funktiolla f on origon ympéristssid potenssisarjaesitys f(t) =

Zk>0 f1t*, niin sen kertoimet periaatteessa saadaan muunnoksen

Zp+k

k>0

residyistd navoissa p =0, —1, -2, ...
Esimerkki: (Edellisen tuloksen sovellus).

Olkoon f(t) = e~'. Télléin on

M) = [ et =) (== 1))

!Tarkkaan ottaen M|[f](p) on meromorfufunktio, jonka residy navassa p = —\; on a;.
Siten esitetty kehitelm& on tarkka vain napojen p = —\; ympéristossa.
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Koska origon ympéristossi on e™* = 37, ., 71! , ja lisiksi e™' = o (t79)

Vo> 0 kun ¢ — 0 seké e™! = o (t77) V8 > 0 kun ¢ — oo, saadaan I'-funktiolle

“meromorfikehitelma”

L(p) = Mle)(p) = a0 FEMIF](p)
(—)F 1
> K p+k

k>0

joka on voimassa kun Re(p) > 0.

7.4.2 Mellin-muunnoksen kaavoja

Mellin-muunnoksen inversiokaava voidaan johtaa Laplace- (tai Fourier-) muun-

noksen vastaavasta:

Olkoon f = M[f] ja ¢ € R jokin funktion f analyyttisyysnauhan piste. T#lldin

on
c+ioco
0 10 = & [ fwerd 2 [ forra
c—ioo (c)

Integraali () voidaan usein laskea f :n residyisti tdydentdmailla integrointipol-

ku silmukaksi joko vasempaan tai oikeaan puolitasoon.

Ns. Mellinin summakaavat perustuvat inversiokaavaan (x) ja M-muunnoksen

skaalauslakiin:

(s) jos MIF()] = f(p). niin M(f(a)] = a 7 (p).

Mellinin summakaavat
(i) inversiokaavan ja lineaarisuuden nojalla: jos M[f(t)] = f(p), niin

/f DI /f p) dp;

(ii) lisiiksi skaalauksen nojalla: jos M[f(t)] = f(p), niin

M {Z Amam} = f0) Y My,

k>1 k>1

joten Z Arf(axt) = /f (Z )\kakp> dp

k>1 k>1
(c) =
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Esimerkki: Summakaavan sovellus.

Summa S = > ., % Summattavat termit on ensin tidydennettéivi R-

funktioiksi, esimerkiksi f(t) = <5,

Suoritetaan Mellin-muunnos (integraali laskettu Maple-ohjelmistolla):

A i t 7
flp) = COSTE o=ty = cost - tP73dt
[ =]
= cos(%~ﬁ)~% (2 < Re(p) < 3)
Summakaavaa soveltaen:
S = /co Ig Lj:p_f) C(p)dp, 2 < c=TRe(p) <3
(c)
= —/ﬁz%ﬂp’lg(l—p) dp
(c)
- or
B AT A
2 BT ‘ 2! 22
- *713:0121%55_’3((_1)( Recl=p)+ =50+ 5=
= FG V-2 ()4 () = FGE+1-9) =%

Laskussa on hyddynnetty sitd, ettd (-funktiolle pitee (Riemann)

¢(p) P - 27!

((1—-p) T(p)cos’

josta saadaan edelleen

2r—1

() cos = (=P

seki lisiksi sitd tietoa, ettd funktiolla (1 — p) on yksinkertainen napa p = 0,
jossa sen residy on —1.
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Sovelluksia

Esimerkki: Korkeusrajoitetut puut.

Merkitazn t:114 n-solmuisten, enintdin /:n korkuisten (juurrettujen, jirjes-
tettyjen, nimedméttomien) puiden lukumiirid. Perheelle voidaan kirjoittaa
tekijointi 74+ = {e} x (T7™)"; médritellidn erikseen 7@ = {e}. Per-
heen tavalliselle generoivalle funktiolle pitee siis t"+1)(z) = z (1 — t(h>(z))7l

ja t©)(z) = 2. Naista voidaan muodostaa seuraava rekursioyhtlo:

{ ther = 1jt7' Ziél { thyr — thprtn = 2

to = z — to = z

Koetetaan linearisoida muuttujanvaihdolla ¢, = a/by:

i S o
bhyr  brhir ba
Ahp4+1 ap . .
N = 2 = g jos valitaan b, = ap4q
Aht2  Qpy2
= Apy1 — Gp = Z0p42

Laskujen kannalta yksinkertaisemmaksi osoittautuu muuttujanvaihto ¢, = z(ap11/ant2);

talloin saadaan linearisoitu yhtéalo

Apy1 — 20 = Apyy = Qppo — g1 + 20, =0
ap=10,a; =1

Tamé voidaan ratkaista joko generoivan funktion tai “karakteristisen polyno-
min” tekniikalla:

(x) @*—q+z2=0 & g=3+3/T— 4z
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Merkitddn ¢, ~ + ja go ~ —.

Soap = gt + cagh. Ratkaistaan vakiot ¢; ja co:

ag = C1+62:0
ap = GA4+V1I—-42)+2(1-V1-4z2)=952/1—-4z=1

. _ 1 N
= O = 9T T /in
h h
_ 1 14+v1—4z 1—/1—4z
= Gn - 174z(< 2 ) ( 2 >)
o\
h+1 ht1 —
¢ (Z) - a’h+1(z) — 2 qu— 7q2b+ _? ! (ql)
“h -~ =~ Tht2 2 — h+2
ant2(2) o - o 1— (4_2> "
a

z 1= phtt o 1-y1-42

@ 1—pht? p_lh T 14142

Funktiolla ¢;(z) on erikoispisteet

P2 =1 <= p(z) = e’frfk, k=0,1,...,h+1.
Niist4 lahinné origoa on yksikésitteisesti piste p(zp) = 1 <= 25 = 1, mutta
tdma on poistuva erikoispiste, jossa

h+1

h+2

DO | =

lim th (Z) =

z—2z0

Muut erikoispisteet saadaan ratkaisemalla yht&lot
plzn) =we, k=1,2,... h+1,

missé pisteet wy, = eniz® ovat kompleksisia (h + 2):nsia yksikkdjuuria. Laske-

taan:

1—+v1—-4z
= =
1++v1—4z

1_
<— V1-—-4z v

p(2)

14w
= z = l<1—(1—w)2>
4 14w

w w 1
T o(fw? 14ePt2w Lioie
= m (kun w on yksikkéjuuri)
B 1
© 2Re(w) +2’
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Muutkin erikoispisteet z; ovat siten reaalisia, muotoa

Z’“:%'Hc;ow,; misséwk:hQ—:Q%, k=1,2,...,h+1.
Naistéd on origoa lahinné piste
1 1 o 2
zlzzhﬂzim, m1ssag01:h+2.

Koska funktio p"*2(2) on analyyttinen pisteessd z;, silld on z;:n ympéristdssi
Taylor-kehitelma:
PR = P ) + (2= 2) DR (2) + O((2 = 1))
= 1+ (z—2)-Dp"2(z) +O((z — 21)%).

Nain ollen funktio
1 B 1
L—ph*2(z)  =Dph+2(z1) + O(z — z1)

on analyyttinen pisteessi z = z;, mikili Dp"*2(2) # 0, ja siis piste z; on

(z—21)-

funktion t(z) yksinkertainen napa. (Navan z; = 2,1 “multiplisiteetti” on kui-
tenkin 2, koska siind on sattumoisin kaksi origosta samalla etdisyydelld olevaa
napaa degeneroitunut yhdeksi. Tamaé tdytyy ottaa huomioon, kun mycéhemmin
sovelletaan Lausetta 7.1 kertoimien £\ arviointiin.)
Vastaavan residyn arvoksi saadaan:

1

— . _ phtt . T h+2(4)
B = gy 07T Ba e

= a4 (o)

Lasketaan viimeisessi tekijiassi esiintyvé derivaatta:

Dp"**(z) = (h+2)-p""(2) - p/(2)
p

4
= (h+2)-p""(2)-
(200 = Vi)
— 4(h+2) . 1 _ph+1(z)4
VI—4z q(2)?
Kaikkiaan saadaan siis residylle arvo:
21 Bl Vv1—4z 5 1
Rest = (1= | RN
Reyae) = e =) (g e i
1 1
= —— . W =4z - [——— — 1
ey VT (s 1)
1

= —-—— ~Z1(11(21)M' (p(z1) = 1),

4(h+2)
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ja téstéd edelleen Lauseen 7.1 nojalla kertoimille " arvio:

M e (L (L
by a (Zl) + e (Zh+1)
1 n
= 2c: 2—1)7
missi
1 1
o= 2 14cosp;’
27
L
¢ = gy WHVITRWTE) (1 - 1)
4y -1
T 2(h+2)

1 1 — cos ¢y
2(h+2) 1+cosy;

Kaikkiaan saadaan siis arvio:
a0 1 ) 1 — cos )
" h+2 14 cosg

(2+2cos ).

Esimerkki: Prefiksipuiden tilantarve.

Prefiksipuu eli {rie on tietorakenne, jossa talletettavien merkkijonojen yhteiset
alkuosat sijoitetaan samoihin solmuihin. Esimerkiksi jonot TILA, TIIVIS ja
TRIE talletettaisiin seuraavasti:

Prefiksipuun kiytté tehostaa hakuja jne. Tarkastellaan téssd kuitenkin vain
kysymystd montako (sisd-)solmua odotusarvoisesti tulee n:n (tasaisesti jakau-

tuneen) satunnaisen [-bittisen bindérijonon muodostamaan prefiksipuuhun:

Merkitaan annettua bindérijonojoukkoa ¢ vastaavalle prefiksipuulle sen vasen-
ta alipuuta (“0-alipuuta”) to:lla ja oikeaa alipuuta (“l-alipuuta”) ¢;:114. Kumpi-
kin voi olla tyhja. Epatriviaalin prefiksipuun sisdsolmujen méara voidaan nyt
laskea kaavasta:

slt]

()

slto] + s[ta] + 1

Ulti]slto] + Ulto]s[t1] + 1,
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missd U[t] = 1 on tuonnempana (%*) ilmenevésti syysti lisitty “tekninen”
apumuuttuja.

Merkitdén sitten s, = E(s[t] | siséltdd n jonoa) ja tdmén eksponentiaalista
Z”L
generoivaa funktiota $(z) = E Sn

n>0

n!’

Jos puuhun ¢ talletetut n jonoa ovat tasajakauman mukaan satunnaisia, niin
todennakdéisyys sille, ettéd puu t, siséltda k jonoa ja puu t; sisaltdd n — k jonoa

_(n 1
pn,k - k 2n'

Tama vastaa n:n toiston toistokoetta, jossa yhden toiston “onnistumistoden-

on

niikdisyys” on P(*jonon 1. bitti on 0”)= 1.
Jos yleisesti u, v, w ovat joitain puihin liittyvid satunnaismuuttujia ja o, 0, w
niiden em. tapaan maaritellyt odotusarvojen egf:t, niin

(1) u[t] =v[t] + wlt] = a(z) = 0(z) + w(2)

(ii) w[t] = vto] - wlts] = @(2) = 0(2/2) - w(2/2)

Todistus. (i) seuraa odotusarvon lineaarisuudesta, (ii):lle pitee

. - n TL),i.fU CWp_k
;;n(k gn Uk ik
1 - 1
3 (3 ()
, k=0
Un n Vg Z\* Whn—k z\n—k
= w =30 G) oo )

k=0

Kaavan (%) nojalla voidaan nyt muodostaa egf-yhtdls (huom: @(z) = €):
$ — 9e#/25(2 21— .
(xx) §(2) e?5 (%) +e z
so=s1=0
Téma voidaan iteroida auki summaksi:
5(z) =3 2" (ez - (1 + %) 6(1*2%)Z)
k20

ja ratkaista edelleen kertoimet:

1\" n 1\
o k
=D 2 (1(1%) *ﬁ(“?) )
k>0
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Kertoimien asymptotiikan méaarittdmiseksi sovelletaan approksimaatiota
(1 —a)" ~ e ™ (voimassaolo pitéisi tarkastaa)
ja maaritellaan funktio
o(z) = ZQk (1 — ek <1 + %))
k>0
approksimaatioksi s,, ~ o(n). (Voidaan osoittaa, ettd s, = o(n) + o(y/n).)

Funktio o on Mellinin summakaavalle (s. 59, (ii)) soveltuvaa muotoa o(z) =

>k Mef(arz), joten sen Mellin-muunnos on

Miolp) = M- o2 () = SR,
—_——

1—2rtl
k>0

2(p+1)k

missd funktion f(z) =1 — e *(1 4+ z) Mellin-muunnos on
M) = [ (1= 0) o e = ~(p+ DEG)
0

Muunnos on analyyttinen, kun —2 < Re(p) < —1.

Funktion o* = M]Jo| navat analyyttisyysalueen oikealla puolelle kuvaavat
funktion o(z) asymptoottista kiyttdytymistd kun « — oo. Navat ovat pis-
teissd p = 0 (funktiosta I'(p)) ja pr = —1 + (27i/In2) - k, k € Z (nimittéjasti
1 — 2P*1), Lasketaan residyt:

ey e PEL N 1o
5580(]))_})%( 172p+1) Res(p) =1-1=1
) — T (o —(r+1D(p)

Reso™(p) = lm (p+1)  ———5 5
_ 3 p+1 (=n' 1
- plgilllfe(pﬂ)lnz'(*(erl)A 1! .p+1)
1
- 5 p+1
- pgill 1— e(p+l)1112
) 1 , .
= plgzll S (L’Hospital)
— L
In2
Reso*(p) = ...=—q5 ?

P=Pk
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Mellin-muunnoksen ominaisuuksista seuraa, etti jos funktiolla o(z) on asymp-
toottinen kehitelmé o(x) ~ Y"}_, az2z**, kun # — oo, niin sen Mellin-muunnok-
sella o*(p) on analyyttisyysalueen oikealla puolella navat — Ay, ... , —\; ja niis-
sd residyt —as, ..., —a; (ja kdéntden). Edellisen nojalla voidaan siis paatelld,
ettd satunnaisen n bindarijonon prefiksipuun sisdsolmujen maird on asymp-
toottisesti

(14 Qlogy ),

Sp~o(n) ~n-
missd Q(t) on eris jaksollinen funktio, jaksona 1, |Q(¢)| < 1Vt ja

nPE =1 - nk’-(27rz')/ln2 =n. eZm‘-logz nk _ n- (1 + Qk(lOgQ TL))
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