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1. Fibonacci-lukujen jonon tavallinen generoiva funktio on tunnetusti f(z) = z/(1−
z − z2). Määritä tällä perusteella mahdollisimman tarkka arvio Fibonacci-luvun
fn, n ≥ 0, suuruudelle, käyttäen hyväksi funktion f(z) navoista saatavaa tietoa.

2. Bernoullin lukujen bn eksponentiaalinen generoiva funktio on b̂(z) = z/(ez − 1).
Arvioi tällä perusteella lukujen bn suuruusluokkaa. Miten tarkan arvion pystyt
tekemään?

3. Meromor�sten generoivien funktioiden kerrointen suuruuden arviointia koskevas-
sa luentojen Lauseessa 7.1 väitetään, että jos funktiolla f(z) =

∑
n≥0 fn zn on

pisteessä z0 6= 0 kertalukua m oleva napa, niin sen kontribuutio kertoimeen fn on

−Res
z=z0

f(z)

zn+1
= (

1

z0

)n · P (n),

missä P (n) on astetta m−1 oleva polynomi. Todista tämä väite (siis se, että em.
residy on väitettyä muotoa), kun (a) m = 1, (b) m ≥ 1. Tapauksessa m = 1 totea
myös oikeaksi polynomille � tässä tapauksessa siis vakiolle � annettu eksplisiit-
tinen lauseke P = −Res(f ; z0)/z0. (Vihje: Tarvittaessa voit katsoa ratkaisulle
mallia H. Wil�n teoksen generatingfunctionology sivulta 174.)


