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1. Ratkaise seuraavat rekursioyhtélét generoivien funktioiden avulla:

()

ag = 17
ap = 20p—1 + n, n > ]-u

ag = 07 a)p = 1,
an, = 4a,_1 —4a,—o + 2", n>2.

2. Muodosta harmonisen jonon (0,1, %, %, ...) ja sen osasummien jonon (0,1,1 +

%, 1+ % + é, ...) tavalliset generoivat funktiot.

3. (a) Tarkastellaan formaalia potenssisarjaa F(X) = (Exp(X) — 1)/X =
> >0 (nil)!X”. Totea, ettd tilld on kiddnteissarja B(X) = X/(Exp(X) — 1)
ja méadritd formaalisti sarjan B(X) = Y,5 22 X" kertoimet By, ..., B.

(b) Tehtdvéin (a)-kohdassa méaariteltyja kertoimia B, sanotaan Bernoullin lu-
vutksi. Osoita, ettd ne toteuttavat rekursioyhtilon

k=0 k

(Vihje: Potenssisarjojen tulokaava.)
4. Muodosta seuraavien kombinatoristen perheiden tavalliset generoivat funktiot:

(a) Epétyhjat nimedméttomat jarjestetyt juurretut puut, so. epdtyhjit puut,
joilla on erikseen osoitettu juurisolmu ja joiden kunkin solmun jélkeldisten
kesken on méadritelty jarjestys vasemmalta oikealle.

(b) Bindérijonot, jotka eiviit siséilla kahta peridkkiista nollaa.

(c) Epétyhjat binddripuut, joiden juuren molemmat alipuut ovat saman muo-
toiset.

(d) Epétyhjat binddripuumetsét, so. epatyhjit jarjestiméttomat bindéripuuko-
koelmat.



