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6.5 Turingin koneiden pysahtymisongelma
Lause 6.9 Kieli

H = {cyw | M pysahtyy sydtteella w }

on rekursiivisesti numeroituva, mutta ei rekursiivinen.

Todistus. Todetaan ensin, etta kieli H on rekursiivisesti
numeroituva. Lauseen 6.6 todistuksessa esitetysta
universaalikoneesta My on helppo muokata kone, joka
syotteella cyyw simuloi koneen M laskentaa syoétteella w ja
pyséahtyy hyvaksyvaan lopputilaan, jos ja vain jos simuloitu
laskenta ylipdataan pysahtyy.
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Seuraus 6.10 Kieli
H = {cyw | M ei pysahdy syotteelld x }

ei ole rekursiivisesti numeroituva. O
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Osoitetaan sitten, ettd kieli H ei ole rekursiivinen. Oletetaan
nimittain, etté olisi H = L(My) jollakin totaalisella Turingin
koneella My. Oletetaan liséksi, etta kone My pysahtyessaan
jattéda nauhalle alkuperéisen syotteensd, mahdollisesti
tyhjamerkeilld jatkettuna. Olkoon My lauseen 6.6 todistuksessa
konstruoitu universaalikone.

Kielelle U voitaisiin nyt muodostaa totaalinen tunnistaja
yhdistamalla koneet My ja My seuraavasti:

&

cMW¥Q My ©I© My @
3 |

Lauseen 6.7 mukaan téllaista kielen U tunnistajakonetta ei
kuitenkaan voi olla olemassa. Saatu ristiriita osoittaa, ettd H ei
voi olla rekursiivinen. El
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6.7 Ricen lause

Ricen lauseen mukaan kaikki Turingin koneiden tunnistamia
kielig, t. niiden laskemia I/O-kuvauksia koskevat epatriviaalit
kysymykset ovat ratkeamattomia.

Johdantona lauseen todistukseen tarkastellaan ensin yhta sen
erikoistapausta, Turingin koneiden tunnistamien kielten
epatyhjyysongelmaa: “Hyvaksyykd annettu Turingin kone
yhtéé&n syotemerkkijonoa?” Ongelman esitys formaalina kielena
on

NE = {c € {0,1}* | L(M¢) # 0}.

Lause 6.11 Kieli NE on rekursiivisesti numeroituva, mutta ei
rekursiivinen.
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Todistus. Todetaan ensin, etta kieli NE on rekursiivisesti
numeroituva muodostamalla sille tunnistajakone Myg. Kone
Mne on helpointa suunnitella epadeterministisené.

Olkoon Mgk Turingin kone, joka testaa onko annettu syote
kelvollinen Turingin koneen koodi, ja olkoon Mg
epadeterministinen Turingin kone, joka kirjoittaa nauhalla jo
olevan merkkijonon perédén mielivaltaisen bindarijonon w. Kone
Mne voidaan muodostaa yhdistamalla koneet Moy, Mg ja
universaalikone M, seuraavasti:

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
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Osoitetaan, ettei kieli NE ole rekursiivinen. Oletetaan, ettéd
kielella NE olisi totaalinen tunnistajakone Mz, ja muodostetaan
sita kayttéaen totaalinen tunnistajakone MLTJ kielelle U. (Ristiriita.)

Konstruktio perustuu syétteiden koodaamiseen Turingin
koneiden “ohjelmavakioiksi”. Olkoon M mielivaltainen Turingin
kone, jonka toimintaa syttteella w = a;a, . . . ax halutaan tutkia.
Merkitaan MY:lla konetta, joka aina korvaa “todellisen”
syodtteensa merkkijonolla w ja toimii sitten kuten M:

a/a,L
a/a R a/apg R a/a R/ /<L } Q?/D,R Q M @

Koneen M% toiminta ei siis riipu lainkaan sen todellisesta
syoOtteestd, vaan se joko hyvaksyy tai hylkaa kaikki merkkijonot,
sen mukaan miten M suhtautuu w:hen:

wy | {0,1}*, josw € L(M);
L(M™) = { 0, josw ¢ L(M).
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,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Selvasti on:

¢ € L(Mng)
< ¢ on kelvollinen Tk-koodi ja 3w s.e.cw € U
< c on kelvollinen Tk-koodi ja 3w s.e. w € L(M¢)

< L(Mc) #0.
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Olkoon sitten Mgncope Turingin kone, joka saa syotteenaan
mielivaltaisen Turingin koneen M koodista cy, ja bindarijonosta
w muodostuvan jonon cyw ja jattaa tuloksenaan nauhalle
edella kuvatun koneen MY koodin cpw:

cyw  ——

QMENCODE©%CMW
&)

(Jos syote ei ole muotoa cw, missé ¢ on kelvollinen Turingin
koneen koodi, kone Mgncope paatyy hylkaavaan lopputilaan.)
Kone Mgencope operoi siis Turingin koneiden koodeilla. Annetun
koneen M koodiin se lisda siirtymaviisikoita (“konekéaskyja”) ja
muuttaa tilojen numerointia siten, etta koodi tulee koneen M
sijaan esittamaan konetta MY
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Universaalikielelle U voitaisiin nyt koneet Mgncope ja
hypoteettinen M| seuraavalla tavalla yhdistamalla muodostaa
totaalinen tunnistajakone MLTJ:

7777777777777777777777777777777777777777777777777777

i O
| Cnmw — i
Cuw HC)MENCOC)> gb My g |

Kone M/} on totaalinen, jos MJz on, ja L(M}) = U, koska:
cuw € L(M]) & cuw € L(Mz) = NE & L(MY) # 0 < w € L(M).

Mutta kieli U ei ole rekursiivinen, joten tallainen totaalinen
tunnistajakone MJ ei ole mahdollinen. Saadusta ristiriidasta
paatellaan, ettd myodskaan kielella NE ei voi olla totaalista
tunnistajaa My¢. O
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Todistus. Olkoon S mielivaltainen epatriviaali semanttinen
ominaisuus. Voidaan olettaa, etta () ¢ S: toisin sanoen, etté
tyhjan joukon tunnistavilla Turingin koneilla ei ole tarkasteltavaa
ominaisuutta. Jos nimittdin () € S, voidaan ensin osoittaa, etta
ominaisuus S = RE — S on ratkeamaton, ja paétella edelleen
tasta ettd my6s ominaisuus S on ratkeamaton. (Koska
codes(S) = codes(S).)

Koska S on epaétriviaali, on olemassa jokin Turingin kone Ma,
jolla on ominaisuus S — jolla siis L(Mpa) #0 € S.
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Ricen lause

Turingin koneiden semanttinen ominaisuus S on miké& tahansa
kokoelma rekursiivisesti numeroituvia aakkoston {0, 1} kieli&;
koneella M on ominaisuus S, jos L(M) € S. Triviaalit
ominaisuudet ovat S = () (ominaisuus, jota ei ole millaan
koneella) ja S = RE (ominaisuus, joka on kaikilla koneilla).

Ominaisuus S on ratkeava, jos joukko
codes(S) = {c | L(M¢) € S}

on rekursiivinen. Toisin sanoen: ominaisuus on ratkeava, jos
annetusta Turingin koneen koodista voidaan algoritmisesti
paatella, onko koneella kysytty semanttinen ominaisuus.

Lause 6.12 [Rice 1953] Kaikki Turingin koneiden epatriviaalit
semanttiset ominaisuudet ovat ratkeamattomia.

Timo Latvala kevat 2005

T-79.148 Tietojenkasittelyteorian perusteet

Olkoon nyt Mencobe
Turingin kone, joka C !
muodostaa sy6tteena O et
annetusta merkkijonosta W —OM ®f\ ©/©
CuvW seuraavanlaisen §

Turingin koneen MW
koodin.

Jos syote ei ole vaadittua muotoa, Mgncope paatyy hylkaavaan
lopputilaan.

Syétteella x kone MW toimii ensin kuten M syétteelld w. Jos M
hyvaksyy w:n, MW toimii kuten kone M, syotteella x. Jos M
hylkda w:n, myds MW hylkda x:n. Kone MW tunnistaa siis kielen

wy _ | L(Mp), josw € L(M);
LM )_{ 0, ’ josw ¢ L(M).

Koska oletuksen mukaan L(Ma) € Sja () ¢ S, on koneella MW
ominaisuus S, jos ja vain josw € L(M).
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Oletetaan sitten, etta ominaisuus S olisi ratkeava, so. etta
kielella codes(S) olisi totaalinen tunnistajakone Mg. Tallgin
saataisiin edellisen todistuksen tapaan totaalinen
tunnistajakone kielelle U yhdistamalla koneet Megncope ja Mg
seuraavasti:

Selvasti kone M|} on totaalinen, jos MJ on, ja
cuw € L(M{)) & cuw € L(M]) = codes(S) & L(MY) € S & w € L(M).

Koska kieli U ei ole rekursiivinen, tdmé& on mahdotonta, mista
paatelldan, ettei ominaisuus S voi olla ratkeava. OJ
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Eraiden kielioppiongelmien ratkeavuus, kun annettuna on
kieliopit G ja G’ Chomskyn hierarkian tietylta tasolta i ja
merkkijono w. Taulukossa R ~ “ratkeava”, E ~ “ei ratkeava”, T
~ “aina totta”.

Taso i:

Ongelma: onko 3 2 10
w e L(G)? R R R E
L(G) =07 R R E E
L(G) =X*? R E E E
L(G) = L(G')? R E E E
L(G) C L(G')? R E E E
L(G)NL(G) =07 R E E E
L(G) saannollinen? T E E E
L(G)NL(G') tyyppiai? |T E T T
L(G) tyyppid i? TETE
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6.8 Muita ratkeamattomuustuloksia

Lause 6.13 (Predikaattikalkyylin ratkeamattomuus;
Church/Turing 1936)

Ei ole olemassa algoritmia, joka ratkaisisi, onko annettu
ensimmaisen kertaluvun predikaattikalkyylin kaava ¢ validi
(“loogisesti tosi”, todistuva predikaattikalkyylin aksioomista).

Lause 6.14 (“Hilbertin 10. ongelma”;
Matijasevitsh/Davis/Robinson/Putnam 1953-70)

Ei ole olemassa algoritmia, joka ratkaisisi, onko annetulla
kokonaislukukertoimisella polynomilla P (Xy, . .., Xn)
kokonaislukunollakohtia (so. jonoja (my, ..., my) € Z", joilla
P(my,...,my) = 0). Ongelma on ratkematon jo, kun n = 15 tai
deg(P) = 4. O

Timo Latvala kevat 2005

T-79.148 Tietojenkasittelyteorian perusteet

6.9 Rekursiiviset funktiot

Turingin koneen M = (Q, X, T, 4, o, Gacc, Orej) laskema
osittaiskuvaus (t. -funktio)

fy: 2 —TI*
maaritellaan:

f (X) o U, jOS (q07£) "\;*(q7 UQV) jo”akin q € {qaCC7qrej}7aV S r*x
M B maaritteleméatdén, muuten.

Osittaisfunktio f : ©* — A on osittaisrekursiivinen jos se
voidaan laskea jollakin Turingin koneella ja
(kokonais-)rekursiivinen, jos se voidaan laskea jollakin
totaalisella Turingin koneella. Ekvivalentisti voitaisiin maaritell&,
ettd osittaisrekursiivifunktio f on rekursiivinen, jos sen arvo f(x)
on maaritelty kaikilla x.
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Lause 6.15
() Kieli A C ©* on rekursiivinen, jos ja vain jos sen
karakteristinen funktio

- |1, josxeA
XA - > {07 1}5 XA(X) - { 07 jOS X ¢ A
on rekursiivinen funktio.

(i) Kieli A € X* on rekursiivisesti numeroituva, jos ja vain jos on
A = () tai on olemassa rekursiivinen funktio g : {0,1}* — X*,
jolla

A={g(x)[x €{0,1}"}.
Todistus. HT. O
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Merkkijono v € V* tuottaa t. johtaa suoraan merkkijonon
~' € V* kieliopissa G, merkitaan

= ~/

Y g Y
jos voidaan kirjoittaa v = awf3, 7' = a3 (o, 3,w’ € V¥,
w € V™), ja kieliopissa on produktio w — «’'.

Jos kielioppi G on yhteydesta selva, merkitaan v = +/.

Merkkijono v € V* tuottaa t. johtaa merkkijonon v € V*
kieliopissa G, merkitaan

Y.
’YG'Y

jos on olemassa jono V:n merkkijonoja vg, 71, ...,y (n > 0),
siten ettd

=== ... = m=7.
Y=Y 2 M=

Jalleen, jos G on yhteydesta selva, merkitaan v =* .
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5. RAJOITTAMATTOMAT KIELIOPIT

Maaritelma 5.1 Rajoittamaton kielioppi t. yleinen
merkkijonomuunnossysteemi on nelikko

G=(V,%,P,S),

missa

» V on kieliopin aakkosto;
» ¥ C V on kieliopin pdatemerkkien joukko; N =V — ¥ on
valikemerkkien t. -symbolien joukko;

» P C VT x V*on kieliopin saantojen t. produktioiden joukko
(VF=V* = e}y
» S € N on kieliopin l&htdsymboli.

Produktiota (w,w’) € P merkitdan tavallisesti w — w’.
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Merkkijono v € V* on kieliopin G lausejohdos, jos on S ?*7.

Pelkastaan paatemerkeista koostuva G:n lausejohdos x € ©*
on G:n lause.

Kieliopin G tuottama t. kuvaama kieli L(G) koostuu G:n
lauseista, s.o.:

L(G)={xex*|S :G>*x}.
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Esimerkki. Rajoittamaton kielioppi ei-yhteydettomalle kielelle
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{a*bkck | k > 0}. Lause 5.1 Jos formaali kieli L voidaan tuottaa
rajoittamattomalla kieliopilla, se voidaan tunnistaa Turingin
S — LT |e koneella.
T — ABCT |ABC aA — aa Todistus. Olkoon G = (V, X, P, S) kielen L tuottava
BA — AB aB — ab rajoittamaton kielioppi. Muodostetaan kielen L tunnistava
CB — BC bB — bb kaksinauhainen epadeterministinen Turingin kone Mg
seuraavasti:
CA — AC bC — bc Nauhalla 1 kone sailyttaa
LA — a cC — cc. lala]b]blc]c] | | [--- Kopiota sydtejonosta. Nauhalla

2 on kullakin hetkella jokin G:n
lausejohdos, jota kone pyrkii

muuntamaan syotejonon
@' muotoiseksi. Toimintansa aluksi
0

| LJAIBIA[C[B[C [ |-

Esimerkiksi lauseen aabbcc johto:

S = LT =LABCT = LABCABC = LABACBC

= LAABCBC = LAABBCC = aABBCC Mg kirjoittaa kakkosnauhalle
= aaBBCC = aabBCC = aabbCC Y kieliopin lahtésymbolin S.
= aabbcC = aabbcc.
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Koneen Mg laskenta koostuu vaiheista. Kussakin vaiheessa
kone:

(i) vie kakkosnauhan nauhapaan epadeterministisesti johonkin
kohtaan nauhalla;

(ii) valitsee epadeterministisesti jonkin G:n produktion, jota
yrittda soveltaa valittuun nauhankohtaan (produktiot on
koodattu Mg :n siirtymafunktioon;

(iii) jos produktion vasen puoli sopii yhteen nauhalla olevien
merkkien kanssa, Mg korvaa ao. merkit produktion oikean
puolen merkeillg;

(iv) vaiheen lopuksi Mg vertaa ykkos- ja kakkosnauhan
merkkijonoja toisiinsa: jos jonot ovat samat, kone siirtyy
hyvaksyvaan lopputilaan ja pysahtyy, muuten aloittaa uuden
vaiheen (kohta (i)). OJ
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Lause 5.2 Jos formaali kieli L voidaan tunnistaa Turingin
koneella, se voidaan tuottaa rajoittamattomalla kieliopilla.

Todistus. Olkoon M = (Q, X, T, 4, 0o, Gace, Orej) Kielen L
tunnistava standardimallinen Turingin kone. Muodostetaan
kielen L tuottava rajoittamaton kielioppi Gy, seuraavasti.

Idea: Kieliopin Gy, valikkeiksi otetaan (muiden muassa) kaikkia
M:n tiloja g € Q edustavat symbolit. Koneen M tilanne (q,uav)
esitetddn merkkijonona [ugav]. M:n siirtymé&funktion
perusteella Gy :4an muodostetaan produktiot, joiden ansiosta

Ial\,!

[ugav] = [u'g’a’v’] joss (q,uav)F (q’,u’a’v’).
M M

Siten M hyvaksyy syoétteen X, jos ja vain jos
[dox]="[ugaccV]
Gm

joillakin u,v € ¥*.
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Kaikkiaan kielioppiin Gy tulee kolme ryhmaa produktioita: Madritellaan siis G = (V, ¥, P, S), missi
1. Produktiot, joilla [ahtésymbolista S voidaan tuottaa mika
tahansa merkkijono muotoa x [qox], missd x € ¥* ja [, qo ja | V=TUQU{S,T,[[],EL,Er} U{Aa|a € L},

ovat Gy, :n valikkeita.

2. Produktiot, joilla merkkijonosta [gox] voidaan tuottaa
merkkijono [ugaccV], jos ja vain jos M hyvéksyy x:n.

ja produktiot P muodostuvat seuraavista kolmesta ryhmaéasta:
1. Alkutilanteen tuottaminen:

3. Produktiot, joilla muotoa [uqaccVv] oleva merkkijono S —  TJ[qo]
muutetaan tyhjaksi merkkijonoksi. T — €
Kieleen L(M) kuuluvan merkkijonon x tuottaminen tapahtuu T — alAz  (aeX)
talloin seuraavasti: Aaldo — [d0Aa (a€X)
Aab — bAa (a, b S Z)
(1) (2) (3) Aa — 4 (aey)

S =" X[qoX] =" X[UQaccV] =" X.
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2. M:n siirtymien simulointi (a,b e ', c e TU{[}) : 3. Lopputilanteen siivous:

Siirtymat: Produktiot:

Jacc — ELER

— E
5(q7 a) - (q/7 b7 R) qa — bq/ CIacc[ R
6(0,a) = (d’,b,L) cga — q'ch ?;L — gEL (aem)
o(a,>) = (d'.»R) a — [d L
o(a,<) = (ab,R) q — bq]] ERa —~ Er  (a€rl)
6(q,<) = (d’,b,L) cql — qg'ch] Rl — ¢
6(g,<) = (d',aL) cq] — q'c] .
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Yhteysherkat kieliopit

Rajoittamaton kielioppi on yhteysherkka, jos sen kaikki
produktiot ovat muotoa w — w’, missa |w'| > |w|, tai
mahdollisesti S — &, misséa S on lahtésymboli.

Liséksi vaaditaan, etta jos kieliopissa on produktio S — &, niin
l[ahtésymboli S ei esiinny mink&an produktion oikealla puolella.

Formaali kieli L on yhteysherkka, jos se voidaan tuottaa jollakin
yhteysherkalla kieliopilla.

Normaalimuoto: Jokainen yhteysherkka kieli voidaan tuottaa
kieliopilla, jonka produktiot ovat muotoa S — ¢ ja aAS — awf,
missa A on valike ja w # ¢. (S&anndn A — w sovellus
“kontekstissa” o 3.)
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Chomskyn hierarkia

Kielioppien, niilla tuotettavien kielten
ja vastaavien tunnistusautomaattien U
ryhmittely:

Luokka O: rajoittamattomat kieliopit /
rekursiivisesti numeroituvat kielet /
Turingin koneet.

Luokka 1: yhteysherkat kieliopit /
yhteysherkat kielet / lineaarisesti
rajoitetut automaatit.

Luokka 2: yhteydettomat kieliopit /
yhteydettdmat kielet / pinoautomaatit.
Luokka 3: oikealle ja vasemmalle
lineaariset (sdannolliset) kieliopit /
saanndlliset kielet / aarelliset
automaatit.
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Lause 5.3 Formaali kieli L on yhteysherkka, jos ja vain jos se
voidaan tunnistaa epadeterministisella Turingin koneella, joka
ei tarvitse enempaa tyotilaa kuin syétejonon pituuden verran —
siis koneella, jolla ei ole muotoa §(q,<) = (q’, b, A) olevia
siirtymia, missa b # ‘<. O
Lauseen 5.3 koneita sanotaan lineaarisesti rajoitetuiksi
automaateiksi.

Avoin ongelma (“LBA ?= DLBA"): onko epadeterminismi
lauseessa 5.3 valttamatonta?
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