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6. LASKETTAVUUSTEORIAA

Churchin—Turingin teesi: Mielivaltainen (riittavan vahva)
laskulaite = Turingin kone.

Laskettavuusteoria: Tarkastellaan mita Turingin koneilla voi ja
erityisesti mita ei voi laskea.

Tarkea erottelu: Pysahtyvat ja ei-pysahtyvat Turingin koneet.
Maaritelmad 6.1 Turingin kone

M = (Q, X, T, 4,00, Gacc, Orej)

on totaalinen, jos se pysahtyy kaikilla syotteilla. Formaali kieli A
on rekursiivisesti numeroituva, jos se voidaan tunnistaa jollakin
Turingin koneella, ja rekursiivinen, jos se voidaan tunnistaa
jollakin totaalisella Turingin koneella.
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6.2 Rekursiivisten ja rek. num. kielten perusominaisuuksia

Lause 6.1 Olkoot A, B C ¥~ rekursiivisia. Talléin myos
A=%*—A, AUB ja AnB ovat rekursiivisia.

Todistus.

(i) Olkoon Ma totaalinen Turingin kone, jolla L(Ma) = A. Kielen

A tunnistava totaalinen Turingin kone saadaan vaihtamalla
Ma:n hyvaksyva ja hylkaava lopputila keskenaan.
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Vaihtoehtoinen termistd: Palautetaan mieliin paatésongelmien
(bindarivasteisten I/O-kuvausten) ja formaalien kielten
vastaavuus: paatdsongelmaa 1 vastaava formaali kieli An
koostuu niista syoétteista x, joille ongelman I1 vastaus on “kyll&”
(so. toivottu vaste = 1).

Paatosongelma I on ratkeava, jos sité vastaava formaali kieli
An on rekursiivinen, ja osittain ratkeava, jos Ap on
rekursiivisesti numeroituva. Ongelma, joka ei ole ratkeava, on
ratkeamaton. (Huom.: ratkeamaton ongelma voi siis olla osittain
ratkeava.)

Toisin sanoen: paatdésongelma on ratkeava, jos silla on
totaalinen, kaikilla syétteilla pysahtyva ratkaisualgoritmi, ja
osittain ratkeava, jos silla on ratkaisualgoritmi joka
“kylla"-tapauksissa vastaa aina oikein, mutta “ei’-tapauksissa
VOi jaada pysahtymatta.
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(i) Olkoot M4 ja Mg totaaliset Turingin koneet, joilla L(Mp) = A,
L(Mg) = B. Kielen A U B tunnistava totaalinen Turingin kone M
saadaan yhdistamalla M, ja Mg toimimaan perékkain: jos Ma
hyvaksyy syttteen, myds M hyvaksyy; jos Mp paatyy
hylkdamiseen, M simuloi viela Mg ta.

(i) AnB = AUB. O
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Lause 6.2 Olkoot A,B C X* rekursiivisesti numeroituvia. Tallin

myds A U B ja AN B ovat rekursiivisesti numeroituvia.

Todistus. AN B kuten Lause 6.1 ja A UB kuten Lause 6.3. (HT)
L]

Lause 6.3 Kieli A C * on rekursiivinen, jos ja vain jos kielet A

ja A ovat rekursiivisesti numeroituvia.

Todistus. Vaite vasemmalta oikealle seuraa lauseesta 6.1(i).
Todistetaan vaite oikealta vasemmalle.
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6.3 Turingin koneiden koodaus

Tarkastellaan standardimallisia Turingin koneita, joiden
syOteaakkosto on X = {0, 1}. Jokainen téllainen kone

M =(Q,X,T,0d,do, Gaccs qrej)

voidaan esittaa bindarijonona:
Oletetaan, ettd Q = {qo,d1,.--,0n}, MISS& Qacc = Jn_1 ja
Orej = On; jaetta I U {>,<} = {ag,as,...,am}, missd ag = 0,
a; = 1, a, = ja az = <. Merkitadan liséksi Ag =L ja A; =R.
Siirtyméafunktion ¢ arvojen koodaus: saanndn
5(ql y aj) = (QI‘7a57 AI) koodi on

cj = 0'tt10/t 10 10510t
Koko koneen M koodi on

cm = 1l1lcgollcpy1l...11comllcypll.. . 11cy11
..A1ch_p0l1l...11¢y o1l
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Olkoot Ma ja M5 Turingin koneet
kielten A ja A tunnistamiseen. Kaikilla :
x € X* joko M, tai Mz pyséhtyy ja | |
hyvaksyy x:n. Muodostetaan Mp ja
Mz “rinnakkain” yhdistamalla
totaalinen kaksinauhainen
tunnistajakone M: M simuloi
ykkosnauhallaan konetta Ma ja
kakkosnauhallaan konetta Mz.

Jos ykkdssimulaatio pysahtyy hyvaksyvaan lopputilaan, M
hyvaksyy syotteen; jos taas kakkossimulaatio hyvaksyy, M
hylk&aa syotteen. O
Seuraus 6.4 Olkoon A C X* rekursiivisesti numeroituva kieli,

joka ei ole rekursiivinen. Tallsin kieli A ei ole rekursiivisesti
numeroituva. O
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Kaantaen voidaan jokaiseen binaarijonoon c liittda jokin
Turingin kone M¢. Binaarijonoihin, jotka eivat ole edellisen
koodauksen mukaisia Turingin koneiden koodeja, liitetdan jokin
triviaali, kaikki syotteet hylkaava kone My .

Méaaéritellaan siis:
M. — kone M, jolla cy; = c, jos ¢ on kelvollinen konekoodi
© 7 1 kone My, muuten.

Saadaan luettelo kaikista aakkoston {0, 1} Turingin koneista, ja
epasuorasti myos kaikista aakkoston {0, 1} rekursiivisesti
numeroituvista kielista. Koneet ovat

MEa MOa M1> M00> M01> sy
kielet vastaavasti
L(M.), L(Mg),L(M31), L(Mgg), L(Mo1), . ..

(indeksit kanonisessa jarjestyksessa). Kukin kieli voi esiintya
luettelossa monta kertaa.
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Eras ei rekursiivisesti numeroituva kieli
Lemma 6.5 Kieli

D={ce{0,1}"|c ¢ L(Mc)}

ei ole rekursiivisesti numeroituva.

Todistus. Oletetaan, etté olisi D = L(M) jollakin
standardimallisella Turingin koneella M. Olkoon d koneen M
bin&érikoodi, so. D = L(Mgy). Talléin on

deD <« d¢L(Mg)=D.

Ristiriidasta seuraa, etta kieli D ei voi olla rekursiivisesti
numeroituva. O
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6.4 Universaalit Turingin koneet
Aakkoston {0, 1} universaalikieli U maaritellaan:

U={cyw |w eL(M)}

Olkoon A jokin aakkoston {0, 1} rekursiivisesti numeroituva
kieli, ja olkoon M kielen A tunnistava standardimallinen Turingin
kone. Tall6in on

A={w e {0,1}* |cyw € U}.

Myds kieli U on rekursiivisesti numeroituva. Kielen U
tunnistavia Turingin koneita sanotaan universaaleiksi Turingin
koneiksi.
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Kieltd D vastaava paatdsongelma: “Onko niin, ettei annetun
koodin c esittdma Turingin kone hyvaksy syotetta c?”
Luontevampia esimerkkeja seuraa jatkossa.

Kielen D muodostaminen kuvallisesti: jos kielten L(M.), L(Mp),
L(M;), ... karakteristiset funktiot esitetdén taulukkona, niin kieli
D poikkeaa kustakin kielesta taulukon diagonaalilla:

° N[ L(Me) L(Mo) L(M1) L(Moo)
£ ot 0 0 0
0 0 A0 1 0
1 0 0 A° 1
00| O 0 0 ot
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Lause 6.6 Kieli U on rekursiivisesti numeroituva.

Todistus. Kielen U tunnistava universaalikone My on helpointa
kuvata kolmenauhaisena mallina. (Standardointi tavalliseen
tapaan.) Laskennan aluksi tarkastettava syote sijoitetaan
koneen My ykkdsnauhan alkuun.

Taman jalkeen kone toimii seuraavasti:
1. Aluksi My tarkastaa, etta sydte on muotoa cw, missa ¢ on
kelvollinen Turingin koneen koodi. Jos sydte ei ole kelvollista

muotoa, My hylk&a sen; muuten se kopioi merkkijonon
W = a;a,...ax € {0,1}* kakkosnauhalle muodossa

000102t110%+11 . 102*+110000.
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Lo [1f1fo[ .- Jo[1]o]--- [o[1]0]
T A R E: NP
9. ... ‘1‘0‘ ‘0‘1‘
Y WP
3. [0[-Jo[ T

i+1

2. Jos sy6te on muotoa cw, missa ¢ = cy jollakin koneella M,
My:n on selvitettdva, hyvaksyisikd kone M syoétteen w. Tassa
tarkoituksessa My séilyttaa ykkdsnauhalla M:n kuvausta c,
kakkosnauhalla simuloi M:n nauhaa, ja kolmosnauhalla
sailyttaa tietoa M:n simuloidusta tilasta muodossa g; ~ 0'+1
(aluksi siis My kirjoittaa kolmosnauhalle tilan g koodin 0).
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L - Taxlo] - [o]1[a]- To[1[o] -
S LAITTINt) FE BRI
2. - [1]o]--- Jo[1]---
Y SR
3. [of---Jo[ [

i+1

Jos ykkosnauhalla ei ole yhtaan simuloituun tilaan g; liittyvaa
koodia, simuloitu kone M on tullut hyvaksyvaan tai hylkaavaan
lopputilaan; talldini = k + 1 taii = k + 2, missa g on
viimeinen ykkdsnauhalla kuvattu tila. Kone My siirtyy
vastaavasti lopputilaan gacc tai gre;. O
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1. .- [1][1f0] - [o[1[o[.-- [o[1]0O]..-
I B ARttt P MR
2. - [1]o] - Jo[1]---
3 WP
3. [0[--- o[ [-

i+1

3. Alkutoimien jalkeen My toimii vaiheittain, simuloiden
kussakin vaiheessa yhden koneen M siirtyman. Vaiheen aluksi
My etsii ykkdsnauhalta M:n kuvauksesta kohdan, joka vastaa
M:n simuloitua tilaa g; ja merkkia a;.

Olkoon ykkésnauhalla koodinkohta 0't110i+110"+110s+110t+1,

Talléin My korvaa kolmosnauhalla merkkijonon 0'+1
merkkijonolla 0"+1, kakkosnauhalla merkkijonon 0/+1
merkkijonolla 05*1, ja siirta& kakkosnauhan nauhapaita yhden
simuloidun merkin vasemmalle, jos t = 0, ja oikealle, jos t = 1.
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Lause 6.7 Kieli U ei ole rekursiivinen.

Todistus. Oletetaan, etté kielella U olisi totaalinen
tunnistajakone MJ. Talléin voitaisiin Lemman 6.5 kielelle D
muodostaa totaalinen tunnistajakone Mp seuraavasti.

Olkoon Mgk totaalinen Turingin kone, joka testaa, onko
syotteena annettu merkkijono kelvollinen Turingin koneen
koodi, ja olkoon Mpyp totaalinen Turingin kone, joka muuntaa
syoOtejonon ¢ muotoon cc. Kone Mp muodostetaan koneista
MJ, Mok ja Mpup yhdistdmalla seuraavan kaavion esittamalla
tavalla:

C%O Mok g#@ MDU}@
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<

Cﬁ@ Mox ©$O MDU@

Selvasti kone Mp on totaalinen, jos kone MLTJ on, ja

cel(Mp) & c¢L(M)taice ¢ L(M)
< ¢ ¢ L(M)
< c eD.

Mutta lemman 6.5 mukaan kieli D ei ole rekursiivinen; ristiriita.

L.
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Seuraus 6.8 Kieli
U={cuw |w ¢ L(M)}

ei ole rekursiivisesti numeroituva.

Todistus. Kieli Q on oleellisesti sama kuin universaalikielen U
komplementti U; tarkasti ottaen on U = U U ERR, missa ERR
on helposti tunnistettava rekursiivinen kieli

ERR = {x € {0,1}*|x ei sisélla alkuosanaan
kelvollista Turingin koneen koodia}.

Jos siis kieli U olisi rekursiivisesti numeroituva, olisi samoin
myds kiel U. Koska kieli U on rekursiivisesti numeroituva,
seuraisi tasta, etta U on perati rekursiivinen. Mutta tdma on
vastoin edellisen lauseen tulosta, mista paatellaan, etta kieli U
ei voi olla rekursiivisesti numeroituva. O
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