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4.2 Turingin koneiden laajennuksia

1. Moniuraiset koneet
Sallitaan, etté Turingin koneen

nauha koostuu k:sta A|L|A|N| #|#| #| #
rinnakkaisesta urasta, jotka MIAITIHIT|IS|OIN
kaikki kone lukee ja kirjoittaa TlulRrl 1IN G| #|#

yhdessa laskenta-askelessa:
Koneen siirtyméafunktion arvot nauhapié:
ovat talléin muotoa:

6(a, (az,- -, ac)) = (q', (ba, ... i), A),

missa ay,...,ac ovat urilta 1, ...,k luetut merkit, by, ..., by
niiden tilalle kirjoitettavat merkit, ja A € {L, R} on nauhap&aén
siirtosuunta.

I

Laskennan aluksi tutkittava sytte sijoitetaan ykkoésuran
vasempaan laitaan; muille urille tulee sen kohdalle erityisia
tyhjamerkkeja #.
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Lause 4.1. Jos formaali kieli L voidaan tunnistaa k-uraisella
Turingin koneella, se voidaan tunnistaa myo6s
standardimallisella Turingin koneella.

Todistus. Olkoon M = (Q, X, T, 6, 0o, Gacc, Orej) K-urainen
Turingin kone, joka tunnistaa kielen L. Vastaava
standardimallinen kone M muodostetaan seuraavasti:

|\7| - (éa zv ra 87 QOa qaCCa Qrej)a

missa Q = Q U {dy,6y,0,}, F = £ UTX ja kaikilla g € Q on

S(q,r ])z(q',[ : ],A),

kun §(q,(ag,...,ak)) = (d’, (by,...,bk), A).
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Formaalisti k-urainen Turingin kone on seitsikko

M=(Q,x%,T,J, qo,QacmCIrej)v

miss& muut komponentit ovat kuten standardimallissa, paitsi
siirtyméafunktio:

8+ (Q — {Gace, Urej }) X (MU {>,<}) — Q x (MU {»,<}) x {L,R}.

Seuraajatilannerelaation +, alkutilan jne. méaaritelmat ovat

M
pienia muutoksia lukuunottamatta samanlaiset kuin
standardimallissa.
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Koneen M laskennan aluksi taytyy syoétejono “nostaa”
ykkosuralle, so. korvata nauhalla merkkijono a;a, . .. an
merkkijonolla

ap a an
# # #
# # #

Taté operaatiota varten liitetd&n M:sta kopioidun
siirtyméafunktion osan alkuun viela pieni “esiprosessori”:

Al

G el \ R
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2. Moninauhaiset koneet Tallaisen koneen siirtyméafunktion arvot ovat muotoa
1. AILIAN = (g’
AILIAINL [ L 5(q,a1,...,a) = (q', (b, A1), ... by, Ay)),
2. [MA[T HT \AS\ OIN |- missé ay, . .., ayx ovat nauhoilta 1, ...,k luetut merkit, by, ..., by
niiden tilalle kirjoitettavat merkit, ja Ag,...,Ax € {L,R}
3. . .. ’ ’ ’
(HulRII[N[G] | [ | nauhapaiden siirtosuunnat.
Formaalisti k-nauhainen Turingin kone on seitsikko
g1 ~Q2
qO M - (Q7za r767 q07qaCC7ql'ej)7
)

missa muut komponentit ovat kuten standardimallissa, paitsi
siirtymafunktio:

Sallitaan, etta Turingin koneella on k toisistaan rippumatonta

nauhaa, joilla on kullakin oma nauhap&énsa. Kone lukee ja 8+ (Q — {Gace, rej}) % (TU{>, a})¥ — Q x ((TU{>,<}) x {L,R})¥.
kirjoittaa kaikki nauhat yhdessé laskenta-askelessa. Laskennan
aluksi syote sijoitetaan ykkésnauhan vasempaan laitaan ja
kaikki nauhapaét nauhojensa alkuun.
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Seuraajatilannerelaatio ym. peruskasitteet maaritellaan pienin
muutoksin entiseen tapaan.
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Lause 4.2. Jos formaali kieli L voidaan tunnistaa k-nauhaisella
Turingin koneella, se voidaan tunnistaa myos
standardimallisella Turingin koneella.

Simuloinnin aluksi sydtemerkkijono sijoitetaan normaalisti

Todistus (idea). Olkoon koneen M ykkdsuralle. Ensimmaisessa siirtymassaan M
merkitsee nauhapaaosoittimet 1 parillisten urien ensimmaisiin
M= (Q,X,I,0,d0,acc:Orej)) 1. [AIL] AN # # 4 # merkkipaikkoihin.
k-nauhainen Turingin kone, joka g = I\ T H TS o Taman jalkeen M t'oim.i.i .“pyyhkimallé" nauhaa edestaka'i.s_in s"en
tunnistaa kielen L Konetta’M voidaan 4. : alku- Jlgnloppumerqu vahllg. Yasemmalta oikealle pyyhkaisylla
imuloida 2K- - la k lla M 5. I TURI NG # 4 M keraa tle_dot kunkin o_so_lttlmen_ kohdalla c_)levaAsta_M:n _
s!mu o ? uraiselia qnee a 6 1 nauhamerkista. Kun kaikki merkit ovat selvilla, M simuloi yhden
siten, etta koneen M parlttoma.t urat ™ ] M:n siirtyman, ja takaisin oikealta vasemmalle suuntautuvalla
i:';tihso’jé. '1’ 3" B 1;???3:’:':”'\]/' N pyyhkaisylle.i I.<irj0.i.ttaa T-os.oi.ttir.nien kohdalle asianmukaiset
. P - g1 ~0» uudet merkit ja siirtdd osoittimia. O
paritonta uraa seuraavalla parillisella %
uralla on merkilla T merkitty
vastaavan nauhan nauhapaan sijainti. 5
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3. Epédeterministiset koneet
Formaalisti epadeterministinen Turingin kone on seitsikko

M= (Q) Za r7 5) q07 qaCC7 Qrej)a

missd muut komponentit ovat kuten deterministisesséa
standardimallissa, paitsi siirtymafunktio:

6 (Q —{dacc, Arej}) x (TU{r,a}) — P(Q x (TU{>,a}) x {L,R}).
Siirtyméafunktion arvon

6(d,a) = {(q1,b1, A1), ..., (A, bk, Ak)}

tulkinta on, etta ollessaan tilassa q ja lukiessaan merkin a kone
voi toimia jonkin kolmikon (q;, bj, A;) mukaisesti.
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Esimerkki. Yhdistettyjen lukujen “tunnistaminen”
epadeterministisilla Turingin koneilla.

Ei-negatiivinen kokonaisluku n on yhdistetty, jos silla on
kokonaislukutekijat p, g > 2, joilla pg = n. Luku, joka ei ole
yhdistetty, on alkuluku.

Oletetaan, etta on jo suunniteltu deterministinen kone
CHECK_MULT, joka tunnistaa kielen

L(CHECK_MULT) = {n#p#4dq | n,p, q bindarilukuja, n = pq}.

Olkoon liséksi GO_START deterministinen Turingin kone, joka
siirtdd nauhapééan osoittamaan nauhan ensimmaista merkkia.
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Epédeterministisen koneen tilanteet, tilannejohdot jne.
maaritellaan formaalisti samoin kuin deterministisenkin koneen
tapauksessa, paitsi ettd ehdon §(q,a) = (q’, b, A) sijaan
kirjoitetaan (q’,b, A) € 4(q, a).

Taman muutoksen takia seuraajatilannerelaatio + ei ole enda

M
yksiarvoinen: koneen tilanteella (g, w) voi nyt olla useita
vaihtoehtoisia seuraajia, so. tilanteita (q’,w’), joilla
(@.w) - (@'.w).

Koneen M tunnistama kieli maaritellaan:

L(M) = {x € £* | (do,X) -"(Gacc, W) jollakin w € ™ }.
M
Epadeterministisen koneen M tapauksessa siis merkkijono x
kuuluu M:n tunnistamaan kieleen, jos jokin M:n kelvollinen
tilannejono johtaa alkutilanteesta syotteellda x hyvéksyvaan
lopputilanteeseen.
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Olkoon edelleen GEN_INT seuraava mielivaltaisen ykkosta
suuremman binaariluvun nauhan loppuun tuottava
epadeterministinen Turingin kone:

E </0,R
<a/0,R

( jq/#,R a/1,R @
~_
U </1,R

</1,R
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Yhdistetty kone hyvaksyy syotteena annetun bindariluvun n, jos

Epédeterministinen Turingin kone TEST_COMPOSITE, joka ja vain jos on olemassa bindariluvut p,q > 2, joillan = pq —
tunnistaa kielen siis jos ja vain jos n on yhdistetty luku.

Huom. Yleinen kaaviomerkintd Turingin koneiden
L(TEST_COMPOSITE) = {n | n on bindarimuotoinen yhdistetty luku} yhdistamiselle:
voidaan muodostaa néaistd komponenteista yhdistamalla: @

, . @
LNy Orees ) @n#p#@o Qe ) O —= ) Mo C

GEN_INT GEN INT _ START CHECK @LT @ @

Lause 4.3 Jos formaali kieli L voidaan tunnistaa Yksityiskohtaisemmin:

epadeterministisella Turingin koneella, se voidaan tunnistaa

; . . RN o Nauhalla 1 M sdilyttaa kopiota
my0s standardimallisella deterministisella Turingin koneella.

syftejonosta ja nauhalla 2 se

Todistus (idea). Olkoon simuloi koneen M ty6nauhaa. 1. [i[n[p[ult] [ [ | [---
5 Kunkin simuloitavan laskennan ——————
M= 7Zarv ) ) ; j iM Te]] 0 . inW O R K
(Q do; Gacc; Orej) aluksi M kopioi syétteen 2.| [iln|WO[RIK [ [ |

o : . . halta 1 halle 2 j hkii
epadeterministinen Turingin kone, joka tunnistaa kielen L. naunata 1 naunalle < Ja pyy “3.

. : . . pois nauhalle 2 edellisen

Konetta M voidaan simuloida kolmenauhaisella o . .

S ~ . . R laskennan jaljiltd mahdollisesti
deterministisella koneella M, joka kay systemaattisesti lapi M:n i "

o o . o jaaneet merkit. 01 -
mahdollisia laskentoja (tilannejonoja), kunnes Ioytéaa L ]

. - . . ~ Nauhalla 3 M pitaa kirjaa o

hyvaksyvan — jos sellainen on olemassa. Kone M voidaan

. . ) . ) vuorossa olevan laskennan
edelleen muuntaa standardimalliseksi edellisten lauseiden e . o
. jarjestysnumerosta”.
konstruktioilla.

[D4D3/ D4 D7Dy D4D4
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Esimerkiksi jos kolmosnauhalla
on jono DyD3D5, niin
ensimmaisessa siirtymassa
valitaan vaihtoehto 1, toisessa

Tarkemmin sanoen, olkoon r
suurin M:n siirtyméafunktion
arvojoukon koko. Talléin M:lla
on erityiset nauhamerkit

D4,...,Dy, joista koostuvia L M [ L[] XZ:E:ggmg 2 E‘ﬂg??;:;ssa 1. [iln[plult] [ [ [ [--
jonoja se generoi nauhalle 3 oW O RIK oo _ _
kanonisessa jarjestyksessa: ¢, % [RIK [ ]] laskenta johtanut M:n 2. | [i[n]WO[RIKl | | |

hyvaksyvaan lopputilaan,
D1, Dz, ..., Dr, D1D1, DiDs, 3. | | [D{DyDJDJDDID] | |--- oonero o

..., D1Dy, DDy, ... . . .
Kutakin generoitua jonoa koodijono D1D3D5 ja aloitetaan
kohden M simuloi yhden M:n alusta. . y 01 ~Q2
osittaisen laskennan, jossa %o TJOS Iioqld.uono |S'n (Iipra]llgelpo, SO- %o
epadeterministiset valinnat d 10S slina Jossaxin kohcen on ]
tilanteeseen liilan suuri koodi,

tehdaan kolmosnauhan imuloitu laskenta keskevietis
koodijonon ilmaisemalla tavalla. SimUioltl laskenta keskeyletaan
ja generoidaan seuraava jono.

|D1D3/ D4 D2 D4/ D4 D4
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1L [ilnlplufe] [ [ ] [

2.| [i[n[WOIR[K[ | | [
K

3. ID{D3|D4D,DyDJDd | |-

do

0

Selvasti tama systemaattinen koneen M laskentojen lapikaynti
johtaa koneen M hyvaksymaan syotejonon, jos ja vain jos
koneella M on syotteen hyvaksyva laskenta. Jos hyvaksyvaa
laskentaa ei ole, kone M ei pysahdy. O
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