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2.6 SAANNOLLISET LAUSEKKEET
Automaattimalleista poikkeava tapa kuvata yksinkertaisia kielia.
Olkoot A ja B aakkoston X kielia. Perusoperaatioita:

Maaritelmé 2.3 Aakkoston X saannolliset lausekkeet

» Yhdiste: AUB ={x e X* | x € Ataix € B}; madritellaan induktiivisesti saannéilla:

g Katenaa.no: AB ={xy €X"[x €Ay €B) 1. 0 ja e ovat X:n sdanndllisia lausekkeita;

> Potenssit 2. aon X:n saanndllinen lauseke kaikilla a € ¥;
A0 = [}, 3. josr ja s ovat X:n sdanndllisia lausekkeita, niin (rus), (rs)
A = AAKTL =0 x| xi €A Vi=1,...,k} (k>1) jar* ovat ¥:n saanndllisia lausekkeita;

» Sulkeuma t. “Kleenen tahti 4. muita X:n saanndllisia lausekkeita ei ole.

A* — UAk

k>0
= {X1...% |k>0,x €A Vi=1,... k}.
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Aakkoston {a, b} sdanndllisia lausekkeita:

r. = ((ab)b), r, = (ab)*,

Kukin X:n saannollinen lauseke r kuvaa kielen L(r), joka r; = (ab*), 14 = (a(b U (bb)))*.
maaritellaan:
Lausekkeiden kuvaamat kielet:
> L(0) = 0;
> LEE)) = {eh: L) = ({a}{b}){b} = {ab}{b} = {abb},
> L(a) = {a} kaikilaa € ¥; L(rz) = {ab}*i = {¢,ab, abab, ababab. ...}
> L((rus)) = L(r) UL(s); = (@)1 =0}
> L((rs)) = L(r)L(s); L(rs3) - Eif({‘t:}i 0:}.{a’ ab,abb,abbb, ...}
> L(r*) = (L()" = > 0};

L(ra) = ({a}{b,bb})" = {ab,abb}"
= {e,ab,abb,abab,ababb, ...}
= {x e {a,b}*| kutakin a-kirjainta x:ssé
seuraa 1 tai 2 b-kirjainta }.
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Sulkumerkkien vahentamissaantoja:
Operaattoreiden prioriteetti:

* - . = U

Yhdiste- ja tulo-operaatioiden assosiatiivisuus:

L(((rus)ut)) = L((ru(sut)))
L(((rs)t)) = L((r(st)))

= perékkaisi& yhdisteita ja tuloja ei tarvitse suluttaa.

Kaytetaan tavallisia kirjasimia, mikali sekaannuksen vaaraa
merkkijonoihin ei ole.

Yksinkertaisemmin siis:

rp =abb, r,=(ab)", rz=ab*, rs=(a(bubb))*.
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Saannollisten lausekkeiden sieventaminen

saanndllisilla kielilla on yleensa useita vaihtoehtoisia
kuvauksia, esim.:

¥ = L((aub)’)
L((a"p")")
= L@b*u(

aUb)*ba(aub)®).

Maaritelm&. Saanndlliset lausekkeet r ja s ovat ekvivalentit,
merk. r = s, jos L(r) = L(s).

Lausekkeen sieventdaminen = “yksinkertaisimman” ekvivalentin
lausekkeen maarittaminen.

Saannollisten lausekkeiden ekvivalenssitestaus on epatriviaali,
mutta periaatteessa mekaanisesti ratkeava ongelma.
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Maaritelma 2.4 Kieli on saanndllinen, jos se voidaan kuvata
saanndllisella lausekkeella.
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Sievennyssaantoja:

ru(sut) = (rus)ut
r(st) = (rs)t rug = r
rus = sur e o= 1
r(sut) = rsurt or =0
(rus)t = rtust r = eur’r
rur = r r = (eUur)”

Mika tahansa saanndllisten lausekkeiden tosi ekvivalenssi
voidaan johtaa naista laskulaeista, kun lisatdan paattelysaanto:

josr =rsut, niinr = ts*, edellyttden etta ¢ ¢ L(s).
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2.7 AARELLISET AUTOMAATIT JA SAANNOLLISET KIELET

Lause 2.3 Jokainen sadanndllinen kieli voidaan tunnistaa
aarellisella automaatilla.

Todistus. Seuraavan kalvon induktiivisen konstruktion avulla
voidaan mielivaltaisen saannéllisen lausekkeen r rakennetta
seuraten muodostaa e-automaatti My, jolla L(M;) = L(r). Tasta
automaatista voidaan poistaa e-siirtymat Lemman 2.4
mukaisesti, ja tarvittaessa voidaan syntyva epadeterministinen
automaatti determinisoida Lauseen 2.2 konstruktiolla.

Esitettavasta konstruktiosta on syytd huomata, etta
muodostettaviin e-automaatteihin tulee aina yksikasitteiset alku-
ja lopputila, eikd minkdan osa-automaatin lopputilasta lahde
eika alkutilaan tule yhtdén ko. osa-automaatin sisaista
siirtymaa. O
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Esimerkiksi lausekkeesta r = (a(b U bb))* saadaan naiden

sdantdjen mukaan seuraava e-automaatti: Esim. lausekkeen r = (a(b U bb))* perusteella on helppo
muodostaa seuraava yksinkertainen epéadeterministinen

tunnistaja-automaatti:

Automaatti on selvasti hyvin redundantti. Kasin automaatteja
suunniteltaessa ne kannattaakin usein muodostaa suoraan.
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Lause 2.4 Jokainen aarellisellda automaatilla tunnistettava kieli
on saanndllinen.

Todistus. Tarvitaan viela yksi aarellisten automaattien
laajennus: lausekeautomaatissa voidaan siirtymien ehtoina

Yhden askelen tilannejohto maéritellaan:

kayttaa mielivaltaisia sdanndllisia lausekkeita. (a,w) - (g, w’)
Formalisointi: Merk. REy = aakkoston ¥ sdanndllisten
lausekkeiden joukko. Lausekeautomaatti on viisikko jos on g’ € 6(q,r) jollakin sellaisella r € REy, etta w = zw’,
—(Q.%.5.00.F). z € L(r). Muut méaaritelméat samat kuin aiemmin.
Todistetaan: jokainen lausekeautomaatilla tunnistettava kieli on
missa siirtyméafunktio & on aarellinen kuvaus saannallinen.

5:Q x REx — P(Q)

(so. d(qg,r) # 0 vain &arellisen monella parilla (q,r) € Q x REy).
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(ii) Poistetaan M:n muut kuin alku- ja lopputila yksi kerrallaan

Olkoon M jokin lausekeautomaatti. Saannéllinen lauseke, joka seuraavasti. Olk. g jokin M:n tila, joka ei ole alku- eika lopputila;
kuvaa M:n tunnistaman kielen. muodostetaan kahdessa tarkastellaan kaikkia “reitteja”, jotka M:ssa kulkevat g:n kautta.
vaiheessa: Olk. g; ja g; g:n valittdmat edeltaja- ja seuraajatila jollakin

. e . o - . tallaisella reitilla. Poistetaan q reitilta q; . oheisen kuvan (i
1. Tiivistetadn M ekvivalentiksi enintaan 2-tilaiseksi o 9 a g — 0 L (0)

. . . muunnoksella, jos tilasta q ei ole siirtymaa itseensd, ja kuvan
lausekeautomaatiksi seuraavilla muunnoksilla:

_ _ o _ _ (if) muunnoksella, jos tilasta g on siirtyma itseensa:
(i) Jos M:lla on useita lopputiloja, yhdistetdan ne seuraavasti.

(i):
o B | CRCOSOIS

0 0 -0 O Yoia e v

I ! ! 3 !
! @ | ! Q ; Samalla yhdistetdaén rinnakkaiset siirtymat seuraavasti:

r
@ Te) = @9
S
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2. Tiivistyksen paattyessa jaljella olevaa 2-tilaista automaattia
vastaava saannollinen lauseke muodostetaan seuraavan kuvan
esittamalla tavalla:

Esimerkki:

(i): r
- = = r* -
(ii): r " I3 = @ =
m m @ (aa U b)(ba)*(bb U a)
. = rr(raUrarin)* »
| @abu ~  (abU(aaub)(ba)*(bb U a))*
, (aaUb)(ba)*(bb U a)
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