T-79.148 Tietojenkisittelyteorian perusteet
Tentti 25.10.2003 mallivastaukset

1. Tehtiavia: Kuvaa seuraavat kielet seké sddnnolisten lausekkeiden etté de-
terminististen aérellisten automaattien avulla:

(a) L ={w € {0,1}* | w siséltdd osajonon 010};
(b) L ={w € {0,1}* | w ei sisilld osajonoa 010}

Vastaus:
(a) Muodostetaan suoraan kieltd vastaava sidéinnollinen lauseke:
(ou1)*010(0U1)*

Koska kieli on yksinkertainen, muodostetaan sen tunnistava epédeter-
ministinen &ddrellinen automaatti suoraan kédyttdmétta apuna séén-
nollistd lauseketta:

0,1 0,1
W 0 1 0 Y
O O O O
qo q1 q2 0

Automaatin tilansiirtotaulukko on:

Tila| 0 | 1
qo0 { qo, 41 } {(Jo}
q1 0 {Q2}
Q2 {as} 0
q3 {as} | {a3}

Determinisoidaan automaatti:

Tila 0 1 Nimi

{ao} {90, a1} {a0} qa
{90, a1} {90, a1} {90, @2} aB
{0,402} | {20, 01,93} {ao} qc

{QO7(]17(]3} {QO7Q1;C]3}’ {QO;QQ7Q3} gp X
{%#]2#]3} {QO7Q1;C]3}’ {QO,%} g X
{QO7Q3} {QO7(]1,Q3} {QO,%} gr X

Taulukossa ristilla merkityt tilat ovat hyviaksyvid lopputiloja. Tila-
kaaviona determinisoitu kone on:

Automaattia ei ole minimoitu, minimointi yhdistéisi kaikki kolme
hyviksyvai lopputilaa.



(b) Koska tehtévin kieli on (a)-kohdan komplementtikieli, saadaan siti
vastaava automaatti vaihtamalla edellisestd automaatista hyviksyvét
ja hylka#avat tilat keskenédén:

1
0 0 0 9
SRR
qgA qB qc

Rakennetaan kieltd vastaava sdédnnéllinen lauseke ylldolevan auto-
maatin avulla:

1
1 0,1
25 N
O——O—0
qga qB qc

1U00*11

=
>isuoo*(gu 1)

Viimeisesté lausekeautomaatista nahdéaan, ettd haluttu sddnnollinen
lauseke on:

(TU00*1)*(e U00* (e U 1)) .
2. Tehtavai:

(a) Laadi yhteydeton kielioppi, joka tuottaa kielen:
S = {a™b" ™" | m,n >0} .

Anna kielioppisi mukaiset jisennyspuut lauseille abce ja bbece.

(b) Osoita (tdsméllisesti!), ettd (a)-kohdan kieltd ei voi kuvata sdannsl-
liselld lausekkeella.

Vastaus:

(a) Kielen tuottaa kielioppi:

S —aSc| B
B —bBc|e

Halutut jésennyspuut ovat:



(b) Kaytetiéin sidnnollisten kielten pumppauslemmaas:

Jos L on sdédnnéllinen kieli, niin on olemassa jokin p > 1

siten, ettéd kaikille lauseille € L pétee: jos |z| > p, niin x

voidaan esittdd muodossa x = uvw, missa:

L Juv| < p;

ii. Jv| > 05 ja

iii. wv*w € L kaikilla k € N.
Tarkastellaan lausetta x = aPbPc?? € L ja yritetésin osittaa se lem-
man ehtojen mukaisesti. Kaikille ehdon i. toteuttaville osituksille p&-
tee:

w = P~ 1+ pp o2 ,

missd i + j < p. Ehdosta ii. seuraa, ettd j > 0. Asettamalla téllin
k = 0, saadaan lause:

ww = uw = a’aP~FDPPEP = qPTIPPEP ¢ L

Koska lauseen z kaikki ositukset rikkovat ainakin yhtd pumppaus-
lemman ehtoa, ei kieli L ole sddnnollinen.

3. Tehtava: Suunnittele standardimallinen, so. deterministinen yksinauhai-
nen Turingin kone, joka korvaa nauhalla annetun merkkijonon a’b’,i >
j > 0 merkkijonolla A*BIC*, missi k = i — j. Sy6tteen oikeellisuutta ei
tarvitse tarkistaa, so. saat olettaa, ettd nauhan sisidltdé koneen toiminnan
alussa on edelld esitettyd muotoa. Kuvaa suunnittelemasi kone tilakaavio-
na ja esitd sen laskennat syotteilld aab, ab ja a.

Vastaus: Annettu funktio voidaan laskea Turingin koneella, joka toimii
seuraavalla periaatteella:
e Luetaan syotteen alusta merkki a ja muutetaan se merkiksi A.

e Siirretdéan lukupéité oikealle, kunnes 16ytyy merkki b, muutetaan se
B:ksi ja palataan alkuun.

e Mikéli yhtddan b-merkkié ei 16ydeté, kirjoitetaan syotteen loppuun
merkki C' ja palataan alkuun.



Y1la olevia kolmea vaihetta toistetaan niin pitkdin, ettd koko syote on
késitelty ja lopuksi palautetaan lukupdid nauhan alkuun. Mikéli syote on
tyhja, lopetetaan laskenta vilittomésti.

A/A L
>/> R
%8 /

A

B/B,L
c/C, L B/B, L

Koneen laskennat annetuilla syotteilla ovat:

aab:
(90, aab) —  (q1,Aab) — (q1,4ab) — (g2, AaB)
- (QQ,Aab) - (q07AQB) - (QhAAE)
— (qo, AABC) — (g3, AABC) — (g3, AABC)
- (Q3,§AABC) - (Qacc;AABC)
ab:
(qu Qb) - (qla Ab) - (q27 AB) - (qoa Aﬁ)
- (Q37AB) - (aniAB) - (Qacc;AB)
ab:
(90,a) — (q1,42) — (92,AC) — (g0, AC)
- (QSaAC) - (Q37§AC) - (QacmAC)
4. Tehtava:

(a) Madrittele kéisitteet rekursiivinen ja rekursiivisesti numeroituva kieli.
Miké on nédiden kahden kisitteen térkein ero?

(b) Anna jokin esimerkki kielesti, joka on rekursiivisesti numeroituva
mutta ei rekursiivinen. (Kielen méérittelyn tulee olla tésmillinen,
mutta sen ominaisuuksia ei tarvitse todistaa.)

(c) Osoita, ettd jos kieli L C ¥* on rekursiivisesti numeroituva mutta ei
rekursiivinen, niin sen komplementtikieli L = ¥* — L ei ole rekursii-
visesti numeroituva. (Saat kiyttiéd viitteen todistuksessa hyviksesi
mitd tahansa luennolla tai luentomonisteessa esitettyji aputuloksia.)

Vastaus:

(a) Kieli L on rekursiivisesti numeroituva, mikili se voidaan tunnistaa
jollakin Turingin koneella, eli mikéli on olemassa Turingin kone M
siten, etta:

VweX*:welLeweL(M) .



Kieli L on rekursiivinen, mikéli se voidaan tunnistaa jollakin totaa-
lisella Turingin koneella, eli koneella, joka pysidhtyy aina lopulta kai-
killa syotteill.

Jos kieli on rekursiivinen, voidaan tarkistaa kuuluko lause kieleen
vai ei, silld totaalinen Turingin kone antaa aina lopulta oikean vas-
tauksen. Mikéli kieli on rekursiivisesti numeroituva, mutta ei rekur-
siivinen, voi kielen tunnistava Turingin kone joutua ikuiseen silmuk-
kaan kieleen kuulumattomalla syGtteelld, jolloin hylkdavas vastausta
ei koskaan saada.

Madritelladn aakkoston ¥ = {0, 1} kieli:
U={cyw|weL(M)},

misséd cpy on Turingin koneen M koodaus bittijonoksi opetusmonis-
teen kohdassa 6.3 esitetylla tavalla.

Kieleen U kuuluvat kaikki ne merkkijonot, joiden alussa on jonkin Tu-
ringin koneen kuvaus ja lopussa koneen tunnistamaan kieleen kuuluva
sana.

Kieli U on todistettu rekursiivisesti numeroituvaksi opetusmonisteen
lauseessa 6.6 ja ei-rekursiiviseksi lauseessa 6.7.

Opetusmonisteen lauseen 6.3 perusteella kieli A on rekursiivinen, jos
ja vain jos kielet A ja A ovat rekursiivisesti numeroituvia.

Jos kielen L komplementti L olisi rekursiivisesti numeroituva, niin L
olisi lauseen perusteella rekursiivinen. Koska L on mééritelty ei-re-
kursiiviseksi, ei sen komplementti voi olla rekursiivisesti numeroituva.

Siis:
LcREjaL cRE= LcREC, joten
L¢REC= L ¢RE tai L ¢ RE
Koska L ¢ REC ja L € RE, niin L ¢ RE .



