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Harjoitus 5

Demonstraatiotehtivien ratkaisut

Saannolliset lausekkeet mairitelladin induktiivisesti:
e 0 ja kaikki a € ¥ ovat sdénnollisis lausekkeita.

e Mikili « ja 8 ovat sddnnéllisis lausekkeita, niin myos (af), (aU ) ja o* ovat sdénnéllisia
lausekkeita.

e Mitkiin muut lausekkeet eivit ole sdianndollisii.

Sadnnollisests lausekkeesta 0* kiytetisin lyhennysmerkintéi e (myos merkinnit e ja A esiintyviit
kirjallisuudessa). Yleensi jétetisin yliméiriiset sulut pois: ((a(be)) U (cd*)) = abe U cd*.
Saannollinen lauseke o médrittelee kielen L(a), joka on joukon ¥* osajoukko. Esimerkiksi:

L(abU ac*d) = {ab,ad, acd, aced, aced, aceed, acceed, . .. } .

Mikéli sekaantumisen vaaraa ei ole!, jitetésin L() melkein aina pois sééinnollisen lausekkeen
ympdrilts, ja kdytetddn lauseketta itsedédn tarkoittamaan niiden sanojen joukkoa, jotka kuuluvat
sen kuvaamaan kieleen.

Saannolliset lausekkeet on ehkd helpointa ajatella muottina. Sana kuuluu kieleen, jos sen saa
sovitettua lausekkeen antamaan muottiin:

e ab = otetaan ensin a, sitten b
e aUb = otetaan joko a tai b

e a* = otetaan kuinka monta a:ta tahansa (myos 0).

4. Tehtdvi: Sievenni seuraavia sidinnéllisis lausekkeita (so. konstruoi yksinkertaisemmat
lausekkeet samojen kielten kuvaamiseen):

1. (0* Ua)(a*)*(bU a)b*
2. (aUb)*UBU (aUb)b*a*
3. a(b* Ua*)(a*b*)*

Vastaus:
(2) (0 Ua)(a*)*(bU a)b* = (¢ Ua)(a*)*(bU a)b*
= (eUa)a*(bUa)b* L((a*)*) = L(a¥)
=a*(bUa)b* L((eUa)a*) = L(a*)
(b)
(aUb)*uUPuU(aUb)b*a* = (aUb)*
Sievennyksen tuloksen nikee suoraan siitd, ettd L((a U b)*) = X*, joten jo en-
simméinen alilauseke generoi kaikki aakkoston merkkijonot.
(c)

a(b* Ua*)(a*b*)* = a(aUb)*

Téssd huomataan, ettd alilauseke Ro = (a*b*)* generoi kaikki merkkijonot, jotka
Ry = (b* Ua*) generoi, joten Ry voidaan poistaa.

1Ja valitettavan usein my®s silloin, kun sekaantumisen vaara on olemassa.



5. Tehtava:
Ratkaise, kuvaavatko sdénnolliset lausekkeet r1 = b*a(a*b*)* jars = (a U b)*a(a U b)*
saman kielen muodostamalla lausekkeita vastaavat (minimaaliset) deterministiset tilako-
neet.

Vastaus: Kutakin sddnnollistd kieltd vastaa tilojen nime#mistd lukuunottamatta yk-
sikéisitteinen minimaalinen deterministinen automaatti. Mikéli kahta sd&dnnollistd lause-
ketta vastaavat minimiautomaatit ovat samat, ovat ne ekvivalentteja.

Rakennetaan vaiheittain siinnollistd lauseketta r1 vastaava tilakone.

b*:

Poistetaan automaatista tyhjét siirtymét:

Huomataan, ettd syntynyt automaatti on jo deterministinen, joten voidaan siirty4 suoraan
minimointiin. Minimointialgoritmi yhdistda tilat 1 ja 3 sekd tilat 6, 10 ja 14. Niin ollen
pienimmiksi lausekkeen r; tunnistavaksi tilakoneeksi saadaan:

a,b

Rakennetaan vaiheittain ro:a vastaava automaatti:



(aUb)*

(aUb)*a(a U b)*

Poistetaan seuraavaksi tyhjat siirtymaét:

Huomataan, ettd konetta voidaan sieventdd yhdistdmilld kaikki lopputilat yhdeksi
tilaksi:

Determinisoidaan tdmai tilakone:
det. tila | vast. tilat | a | b
A {1} {4,9} | {6}
B | {49 |{49 {69} |x
C {6} {4,9} | {6}
D 16,9} | {4,9} | {6,9} | x




Minimointi muuttaa automaatin muotoon:

b a,b
W a M

O O

Koska tulokseksi saatiin sama tilakone kummallekin lausekkeelle, 71 ja o ovat ekvi-
valentit.

6. Tehtdva: Olkoon L siénndllinen kieli. Osoita, ettd kieli L' = {zy | z € L,y ¢ L} on
sédénnollinen.

Vastaus: Kielen todistaminen s#énnélliseksi onnistuu yleensd helpoiten muodostamal-
la kielen tunnistava ddrellinen automaatti. Tehtédvéssd on annettuna jokin sdénnollinen
kieli L, jonka avulla muodostetaan kieli:

L'={zy|zeLjay¢ L}

Koska L on sddnnollinen, on olemassa deterministinen tilakone M, joka hyviksyy sen.
Muodostetaan nyt deterministinen tilakone M siten, ett# se on muuten samanlainen kuin
M, mutta hyviksyvien ja hylkisivien lopputilojen joukot vaihdetaan keskeniifin, eli M
hyvaksyy kaikki ne sanat, jotka M hylkdi ja pdinvastoin. Yhdistetdin nyt ndma tilakoneet
epideterministiseksi koneeksi M', siten, ettd kaikista M:m lopputiloihin lisdtddn tyhji
siirtym& M :n alkutilaan. Nyt M’ hyviksyy kielen L', joten L' on sésinnéllinen.

O O——0 O

M M

Usein on my6s mahdollista kéyttasd kieliperheen sulkeumaominaisuuksia: sdannollisten
kielten joukko on suljettu unionin, katenaation, Kleenen tdhden, komplementoinnin ja
leikkauksen suhteen.

Kieli L' on muodostettu katenaation avulla kielestd L ja sen komplementista L(y¢
L = y € L). Koska sadnnéllisten kielten joukko on suljettu katenaation ja komplementin
suhteen ja L on sd@nnéllinen, on myds L' sdéinndllinen.

Sulkeumaominaisuuksien kanssa tiytyy olla varovainen, silli niiti on helppo kiyttii
vadrin. Ominaisuudet takaavat séénnolisyyden vain yhteen suuntaan. Esimerkiksi, jos
kieli A on sdinnollinen ja se voidaan muodostaa kielien B ja C unionina, ei B:n ja C'n
saannollisyydesti voida todeta vieli mitdén. Tdma ndhdaén vaikkapa seuraavasta esimer-
kista:

B ={a"b" | n >0}
A=BUB=%*

Kieli A on siénnollinen, vaikka B ja B ovat molemmat episdinnollisii. Samalla tavalla
voi kdydd my0s katenaation, Kleenen tdhden ja leikkauksen tapauksessa.



Liite: sdinnollisen lausekkeen generointi automaatista

Muodostetaan sdznnollinen lauseke, joka vastaa seuraavaa direllistd automaattia:

Aluksi koneesta poistetaan kaikki tilat, joista ei voida saavuttaa hyviksyvid lopputilaa.
Niitd ei tdssd koneessa ole. Mikili koneella on useampi kuin yksi hyvéksyva tila, niin
ne muutetaan hylk&aviksi tiloiksi ja niihin lisdtdin tyhja siirtyméa uuteen hyvéksyvain
tilaan. Koska annetussa koneessa on jo valmiiksi vain yksi lopputila, ei tatikain askelta
tarvitse talld kertaa suorittaa.

Seuraavaksi poistetaan koneesta alku- ja lopputilaa lukuunottamatta kaikki tilat yksi
kerrallaan. Poistetaan ensin tila g;:

@,
B
1

Kaikki koneessa olevat siirtymdit, jotka eivit liity tilaan ¢; jadvit ennalleen. Kaikki ti-
lan ¢; 18pi kulkevat polut korvataan suoralla siirtymaillé, jonka kaarilausekkeeksi asetetaan
katenaatio polulla olevista lausekkeista. T#ssa tapauksessa siirtymé g, A qo saadaan yh-
distamilla siirtymét go RN qi, @1 5 Q1 jaq 2 qo- Intuitiivisesti saatu lauseke tarkoittaa
sitd, ettd alkuperiisessi koneessa paistidn tilasta ¢y tilaan gy siten, ettd ensin luetaan
yksi 0, mink3 jéilkeen voidaan pyorid silmukassa 1:t4 lukien tilassa ¢; ja lopuksi luetaan
yksi 0. Muita polkuja ei kulje tilan ¢; l&pi.

Koneen tilasta g2 on kaksi eri siirtym#i tilaan qo. Nami voidaan yhdistdd seuraavaan
tapaan:

Seuraavaksi poistetaan ga:

0
9

11*(c U 01*0)



Nyt voidaan lukea haluttu sd&nnollinen lauseke tilakoneen siirtymistd. Ideana on kat-
soa koneesta kaikki mahdolliset polut alkutilasta lopputilaan. Lausekkeen alkuun tulee
siirtymd alkutilasta lopputilaan ja loppuun kaikki mahdolliset tavat siirtyd lopputilasta
takaisin itseenséi:
0*1(0U11*(e U 01*0)0*1)*
~ ~ .
g =" Q1 o =" q




