6.5 Turingin koneiden pysdhtymisongelma

Lause 6.9 Kieli

H = {cpyw | M pysdhtyy sydtteelld w}

on rekursiivisesti numeroituva, mutta ei rekur-
siivinen.

Todistus. Todetaan ensin, ettd kieli H on re-
kursiivisesti numeroituva. Lauseen 6.6 todis-
tuksessa esitetystd universaalikoneesta Mg on
helppo muokata kone, joka syodtteelld cp w si-
muloi koneen M laskentaa sydtteelld w ja py-
sahtyy hyvaksyvadan lopputilaan, jos ja vain jos
simuloitu laskenta ylipadataan pysahtyy.

Seuraus 6.10 Kieli

H = {cpyw | M ei pysdhdy syotteelld z}

ei ole rekursiivisesti numeroituva. 0O

Osoitetaan sitten, ettd kieli H ei ole rekur-
siivinen. Oletetaan nimittdin, ettd olisi H =
L(Mpg) jollakin totaalisella Turingin koneella
Mp. Oletetaan lisdksi, ettd kone My pysdh-
tyessddn jattda nauhalle alkuperdisen sybtteen-
sd, mahdollisesti tyhjamerkeilld jatkettuna. OI-
koon My lauseen 6.6 todistuksessa konstruoitu
universaalikone.

Kielelle U voitaisiin nyt muodostaa totaalinen
tunnistaja yhdistamalla koneet My ja My seu-
raavasti:
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Lauseen 6.7 mukaan tdllaista kielen U tunnis-
tajakonetta ei kuitenkaan voi olla olemassa.
Saatu ristiriita osoittaa, ettd H ei voi olla re-
kursiivinen. O

6.7 Ricen lause

Ricen lauseen mukaan kaikki Turingin konei-
den tunnistamia kielid, t. niiden laskemia I/O-
kuvauksia koskevat epdtriviaalit kysymykset ovat
ratkeamattomia.

Johdantona lauseen todistukseen tarkastellaan
ensin yhtd sen erikoistapausta, Turingin ko-
neiden tunnistamien KkKielten epdtyhjyysongel-
maa: “"Hyvdksyykd annettu Turingin kone yh-
tddn sydtemerkkijonoa?” Ongelman esitys for-
maalina kielend on

NE = {c € {0,1}* | L(M.) # 0}.

Lause 6.11 Kieli NE on rekursiivisesti nume-
roituva, mutta ei rekursiivinen.



Todistus. Todetaan ensin, ettd kieli NE on re-
kursiivisesti numeroituva muodostamalla sille
tunnistajakone Myg. Kone Myg on helpointa
suunnitella epddeterministisena.

Olkoon Mok Turingin kone, joka testaa on-
ko annettu sydte kelvollinen Turingin koneen
koodi, ja olkoon Mg epddeterministinen Tu-
ringin kone, joka kirjoittaa nauhalla jo olevan
merkkijonon perddn mielivaltaisen binddrijonon
w. Kone Myg voidaan muodostaa yhdistamal-
& koneet Mok, Mg ja universaalikone Mp; seu-
raavasti:

Selvdsti on:

c € L(Mng)
& ¢ on kelvollinen Tk-koodi jad w s.e. cw e U
& c on kelvollinen Tk-koodi ja 3 w s.e. w € L(M,)

& L(M:) # 0.
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Olkoon sitten Mgncope Turingin kone, joka
saa syOtteenddn mielivaltaisen Turingin koneen
M koodista cps ja binddrijonosta w muodostu-
van jonon cpsw ja jattdd tuloksenaan nauhalle
edelld kuvatun koneen MY koodin cpjw:

—=cprw

O
eMw HQ MENCOD%

(Jos syGte ei ole muotoa cw, missd c on kelvol-
linen Turingin koneen koodi, kone MgncoDE
pddtyy hylkddvddn lopputilaan.) Kone MencoDpE
operoi siis Turingin koneiden koodeilla. Anne-
tun koneen M koodiin se lisad siirtymaviisikoita
("konekdskyjd') ja muuttaa tilojen numerointia
siten, ettd koodi tulee koneen M sijaan esittd-
maddan konetta MY,

Osoitetaan sitten, etta kieli NE ei ole rekur-
siivinen. Tdmad ndahddan olettamalla, etta kie-
lelld NE olisi totaalinen tunnistajakone M,
ja muodostamalla taman perusteella totaalinen
tunnistajakone M7 kielelle U. (Ristiriita.)

Konstruktio perustuu sydtteiden koodaamiseen
Turingin koneiden “ohjelmavakioiksi”. Olkoon
M mielivaltainen Turingin kone, jonka toimin-
taa syOtteelld w = ajay...a; halutaan tutkia.
Merkitadan MY:113 konetta, joka aina korvaa “to-
dellisen” sydtteensda merkkijonolla w ja toimii
sitten kuten M:

a/a,L
{ )a/al,ﬂ< )a/aQ,R a/ak,R< y/<,L { }/>,R Q @

Koneen MY toiminta ei siis riipu lainkaan sen
todellisesta syOtteestd, vaan se joko hyvdksyy
tai hylkdd kaikki merkkijonot, sen mukaan mi-
ten M suhtautuu w:hen:
wy ) {0,1}*, jos w e L(M);
LM )_{ 0, jos w ¢ L(M).

Universaalikielelle U voitaisiin nyt koneet MgncoDE
ja hypoteettinen MEE seuraavalla tavalla yh-
distamadlla muodostaa totaalinen tunnistajako-

ne M{:
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Selvédsti kone M on totaalinen, jos Mg on,
ja L(M{) = U, koska:

cpw € L(Mg)

& cpyw € L(M{g) = NE

& L(MY) #0

& w e L(M).
Mutta kieli U ei ole rekursiivinen, joten tdllai-
nen totaalinen tunnistajakone Mg ei ole mah-
dollinen. Saadusta ristiriidasta padtelldan, etta
myoskdan kielelld NE ei voi olla totaalista tun-
nistajaa Mle. 0o



Ricen lause

Turingin koneiden semanttinen ominaisuus S
on mikd tahansa kokoelma rekursiivisesti nu-
meroituvia aakkoston {0, 1} kielid; koneella M
on ominaisuus S, jos L(M) € S. Triviaalit omi-
naisuudet ovat S = 0 (ominaisuus, jota ei ole
milldén koneella) ja S = RE (ominaisuus, joka
on kaikilla koneilla).

Ominaisuus S on ratkeava, jos joukko
codes(S) = {c| L(M.) € S}

on rekursiivinen. Toisin sanoen: ominaisuus on
ratkeava, jos annetusta Turingin koneen koo-
dista voidaan algoritmisesti paatelld, onko ko-
neella kysytty semanttinen ominaisuus.

Lause 6.12 [Rice 1953] Kaikki Turingin ko-
neiden epdtriviaalit semanttiset ominaisuudet
ovat ratkeamattomia.

Olkoon tdlld kertaa Mgncope Turingin kone,
joka muodostaa sydtteend annetusta merkki-
jonosta cpyw seuraavanlaisen Turingin koneen
MY koodin (jos syote ei ole vaadittua muotoa,
Mgncope pdatyy hylkdavaan lopputilaan):

Syotteelld z kone MY toimii ensin kuten M
syotteelld w. Jos M hyvdksyy w:n, MY toimii
kuten kone M, sy6tteelld z. Jos M hylkdaad w:n,
my®s MY hylkdd z:n. Koneen MY tunnistama
kieli on siten:

wy _ ) L(My), jos w € L(M),
L™y = { 0, jos w ¢ L(M).
Koska oletuksen mukaan L(M4) € Sja 0 ¢ S,
on koneella MY ominaisuus S, jos ja vain jos
w € L(M).
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Todistus. Olkoon S mielivaltainen epatriviaali
semanttinen ominaisuus. Voidaan olettaa, etta
0 ¢ S: toisin sanoen, ettd tyhjan joukon tun-
nistavilla Turingin koneilla ei ole tarkastelta-
vaa ominaisuutta. Jos nimittdin ¢ € S, voidaan
ensin osoittaa, ettd ominaisuus S = RE — S
on ratkeamaton, ja pdatelld edelleen tdsta et-
td my6s ominaisuus S on ratkeamaton. (Koska
codes(8) = codes(S).)

Koska S on epadtriviaali, on olemassa jokin Tu-
ringin kone M4, jolla on ominaisuus S — jolla
siis L(M4) =0 € S.
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Oletetaan sitten, ettd ominaisuus S olisi rat-
keava, so. ettd kielelld codes(S) olisi totaali-
nen tunnistajakone MZ. T&ll6in saataisiin edel-
lisen todistuksen tapaan totaalinen tunnistaja-
kone kielelle U yhdistamadlld koneet MencoDE
ja MT seuraavasti:

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Selvisti kone M{ on totaalinen, jos ML on, ja

cpqw € L(M[jj)

& cpyw € L(MZE) = codes(S)

& L(MY)eS

& we L(M).
Koska kieli U ei ole rekursiivinen, tamad on mah-
dotonta, mistd padtelldan ettd ominaisuus S ei
voi olla ratkeava. O
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6.8 Muita ratkeamattomuustuloksia

Lause 6.13 (Predikaattikalkyylin ratkeamat-
tomuus; Church/Turing 1936)

Ei ole olemassa algoritmia, joka ratkaisisi, on-
ko annettu ensimmadisen kertaluvun predikaat-
tikalkyylin kaava ¢ validi (“loogisesti tosi”, to-
distuva predikaattikalkyylin aksioomista).

Lause 6.14 (“Hilbertin 10. ongelma’’; Mati-
jasevitsh/Davis/Robinson/Putnam 1953—
70)

Ei ole olemassa algoritmia, joka ratkaisisi, onko
annetulla kokonaislukukertoimisella polynomil-
la P(x1,...,zn) kokonaislukunollakohtia (so. jo-
noja (my,...,mn) € Z", joilla P(m1,...,mn) =
0). Ongelma on ratkematon jo, kun n = 15 tai
deg(P)=4. [
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6.9 Rekursiiviset funktiot

Turingin koneen M = (Q,X,T,d,qo,qacc, Grej)
laskema osittaiskuvaus (t. -funktio)

M —>r*
madritelldan:

u, Jos (qo,z) Al-l*(q, uav)

fu(z) = jollakin ¢ € {gacc, qrej}, av € T%;
maddrittelemdtdn, muuten.

Osittaisfunktio f : X* — A on osittaisrekur-
siivinen jos se voidaan laskea jollakin Turin-
gin koneella ja (kokonais-)rekursiivinen, jos se
voidaan laskea jollakin totaalisella Turingin ko-
neella. Ekvivalentisti voitaisiin mdaritelld, ettd
osittaisrekursiivifunktio f on rekursiivinen, jos
sen arvo f(x) on mdadaritelty kaikilla z.
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Erdiden kielioppiongelmien ratkeavuus, kun an-
nettuna on Kieliopit G ja G/ Chomskyn hierar-
kian tietyltd tasolta ¢ ja merkkijono w. Taulu-
kossa R ~ “ratkeava”, E ~ “ei ratkeava”, T ~
“aina totta".

Taso i:
Ongelma: onko 3 2 10
w € L(G)?
L(G) =07
L(G) = xX*7

L(G) = L(G")?

L(G) C L(G")?
L(G)NL(G") =07
L(G) saannollinen?
L(G) N L(G") tyyppid 37
L(G) tyyppiad i?

NNNIIIIID
T Eo®
NN EE®
SHsNolololulululic)
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Lause 6.15

(i) Kieli A C X* on rekursiivinen, jos ja vain jos
sen karakteristinen funktio

e 1, joszeA;
XA 2 _>{071}7 XA(:E)_{O’ jOS.’L‘iA

on rekursiivinen funktio.
(ii) Kieli A C =* on rekursiivisesti numeroitu-

va, jos ja vain jos on A = ( tai on olemassa
rekursiivinen funktio g : {0,1}* — X*, jolla

A={g(z) |z €{0,1}"}.

Todistus. HT. 0O
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6.10 Rekursiiviset palautukset ja RE-tdydel-
liset Kielet

Formaali kieli A C >* voidaan palauttaa rekur-
siivisesti kieleen B C I'*, merkitdaan

A<m B,
jos on olemassa rekursiivinen funktio f:xX* —
*, jolla on ominaisuus:

t€A & f(z)€B, kaikilla z € =*.

Lemma 6.16 Kaikilla kielilla A, B, C on voi-
massa:

(i) A<m 4
(ii) jos A <m B ja B < C, niin A <y, C;

(iii) jos A <;, B ja B on rekursiivisesti nume-
roituva, niin A on rekursiivisesti numeroituva;

(iv) jos A <m B ja B on rekursiivinen, niin A
on rekursiivinen. O
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Lemma 6.18 Olkoon A RE-tdydellinen kieli,
B € RE ja A <;, B. Talloin myds kieli B on
RE-tdydellinen. O

Ricen lauseesta seuraa, ettd mm. kaikki on-
gelmat, joissa yritetdan tehda jotain padatelmia
Turingin koneiden tunnistamista kielistd niiden
koodien perusteella ovat RE-taydellisia. Yleen-
sdkin ndyttad olevan niin, etta kaikki “luonnolli-
set” rekursiivisesti numeroituvat, ei-rekursiiviset
kielet ovat RE-tdydellisid. Teoreettisesti voi-
daan kuitenkin osoittaa seuraava tulos (todis-
tus sivuutetaan):

Lause 6.19 (E. Post 1944) Luokassa RE —
REC on kielid, jotka eivat ole RE-tadydellisia.
O
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Merkitdaan:

RE = {aakkoston {0, 1} rek. num. kielet};
REC = {aakkoston {0,1} rekursiiviset kielet}.

Kieli A C {0,1}* on RE-tdydellinen, jos

(i) A€ RE ja
(ii) B <m A kaikilla B € RE.

Lause 6.17 Kieli U on RE-tdydellinen.

Todistus. Tiedetdan, ettd U € RE. Olkoon B =
L(Mpg) mielivaltainen luokan RE kieli. T&lloin
B voidaan palauttaa U:hun funktiolla f(x) =
cmpz. Tamad funktio on selvdsti rekursiivinen,
ja silla on ominaisuus

reB=L(Mp) <& f(@)=cyyzelU. g
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Koska luokka RE ei ole suljettu komplemen-
toinnin suhteen, silla on luonnollinen duaali-
luokka:

co-RE = {A| A € RE}.
Lauseen 6.3 perusteella on RENnco-RE = REC.

Luokassa co-RE voidaan madritelld taydellisen
kielen kdsite samoin kuin luokassa RE: kieli A C
{0,1}* on co-RE-tdydellinen, jos A € co-RE ja
B <, A kaikilla B € co-RE. On helppo todeta,
ettd kieli A on co-RE-tdydellinen, jos ja vain
jos kieli A on RE-tdydellinen (HT).

1 i RE-tdydelliset
co-RE-tdydelliset .TOT
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Lopuksi vield pari keskeistd laskettavuusteorian
tulosta ilman todistuksia.

Lause 6.20 Kieli

TOT = {c¢| Turingin kone M. pysdhtyy
kaikilla syotteilld}
ei kuulu luokkaan RE eikd luokkaan co-RE.
O

Sanotaan, ettd kielet A, B C {0,1}* ovat rekur-
siivisesti isomorfisia, jos on olemassa rekursiivi-
nen bijektio f: {0,1}* — {0,1}* (talldin myds
kazgnteisfunktio f~1 on valttamatts rekursiivi-
nen), jolla

t€A & f(z)€B, kaikillaz e =*.

Lause 6.21 (J. Myhill 1955) Kaikki RE-tdydel-
liset kielet ovat rekursiivisesti isomorfisia. 0
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