T-79.148 Syksy 2003
Tietojenkisittelyteorian perusteet

Harjoitus 6

Demonstraatiotehtivien ratkaisut

Lemma (Pumppauslemma). Olkoon A sdénnéllinen kieli. Télloin on olemassa n > 1 siten,
ettd kaikki A:n merkkijonot = , joiden pituus || > n ovat ilmaistavissa muodossa © = wvw,
missd |uv| < n, [v] > 1 ja merkkijonot muotoa uv'w kuuluvat kieleen A kaikilla i > 0.
Kompaktimmin, painottaen pumppauslemman asettamia vaatimuksia, voimme kirjoittaa seu-
raavasti:

V sdannollisille kielille A

dn > 1 s.e.
VeeA:|z|>n
3 osiinjako & = uvw, missé |uv| < nja |v] > 1
Vi > 0 uwv'w € A.

Pumppauslemmaa voidaan kayttdd hyvéksi, kun halutaan osoittaa kieli L ei-sddnndlliseksi.
Tehdéén ensin vastaoletus, eli oletetaan L sdannolliseksi kieleksi. Tavoitteena on pédsta ristirii-
taan tdmén oletuksen kanssa seuraten pumppauslemman asettamia vaatimuksia sdannollisille
kielille.

Pumppauslemmaa kéytettdessd tdytyy aina muistaa, ettd silld voi osoittaa vain kielen epé-
sdannollisyyden, ja sitd ei voi kiyttdid toiseen suuntaan. Esimerkiksi kieli I = {c‘a"b" | i >
0An > 0}UL(a*b*) ei ole sdiinnéllinen, mutta kaikki sithen kuuluvat sanat (tyhjidid sanaa
lukuunottamatta) voidaan osittaa pumppauslemman ehtojen mukaisesti. Néin ollen kielté I ei
voida suoraan todistaa epasadnnolliseksi, vaan todistuksessa taytyy kayttad apuna sdannollisten
kielten sulkeumaominaisuuksia 5. tehtévéin vastauksessa esitettdvéaian tapaan.

Jos halutaan osoittaa kieli sdannolliseksi, voidaan muodostaa sen hyviksyvé airellinen au-
tomaatti, silld pétee: Kieli L on sddnnéllinen < on olemassa #érellinen automaatti M, joka
hyvéksyy kielen L (merkitdén L(M) = L).

4. Tehtdva: Hahmolausekkeet ovat esimerkiksi UN*X-jérjestelmien tekstityokaluissa kéy-
tetty sdannollisten lausekkeiden yleistys, jossa sallitaan merkkijonoarvoisten muuttujien
kéytto lausekkeissa. Sovitettaessa merkkijonoa annettuun lausekkeeseen vaaditaan, ettd
tietynnimisen muuttujan arvoksi tulee eri kohdissa sama osamerkkijono. Siten esimerkiksi
aXb*Xa ja aX(a Ub)*YX(aUb)*Ya ovat aakkkoston {a,b} hahmolausekkeita, joista
ensimméinen kuvaa kielen {awb™wa | w € {a,b}*, n > 0}. Osoita, ettd hahmolausekkeet
ovat sddnnollisten lausekkeiden aito yleistys, so. niilld voidaan kuvata myos joitakin ei-
sdannollisid kielia.

Vastaus: Osoittaaksemme, etté tehtidvin hahmolausekkeet on sddnnollisten lausekkeiden
aito yleistys, tulee meidéan 16ytdd hahmolauseke, jonka méérittdma kieli ei ole sdénnollinen.

Tarkastellaan hahmolauseketta X X vastaavaa kieltd L = {zz | z = {a,b}*}. Oletetaan,
ettd L on sdannodllinen. Valitaan x = a™ba™b € L, missid n on pumppauslemmassa esiintyva
kielestd L riippuva kokonaisluku. Nyt |z| = 2n + 2 > n. Pumppauslemman mukaan
voidaan kirjoittaa = = wvw, missi |uv| < n ja |v| > 1. Siis u = " 1"I7%, v = al’l ja
w = a*ba™b, missd 0 < k < n. Nyt pumppauslemman mukaan kaikille 7 > 0 tulisi pated
w'w € L. Kuitenkin uo’w = uw = " !lba™b ¢ L, silli se ei ole muotoa zz, koska
vaadittiin |v| > 1. Padddyttiin siis ristiriitaan oletuksen kanssa. L ei niin ollen voi olla
sddnnollinen.

Loydettiin siis ei-sddnnollinen kieli, joka voidaan kuvata hahmolausekkeella. Néin ollen
hahmolausekkeet ovat sdannéllisten lausekkeiden aito yleistys. [



5. Tehtdva: Osoita, ettd kieli {w € {a,b}* | w:ssd on yhtd monta a:ta ja b:td} ei ole sdén-
nollinen, ja laadi yhteydeton kielioppi sen kuvaamiseen.

Vastaus: Kielen L = {w € {a,b}* | w:ssé on yhtd monta a:ta ja b:td} voisi todistaa ei-
saannolliseksi suoraan pumppauslemmalla. T#ssé esitetdéin kuitenkin hieman monimut-
kaisempi ratkaisu esimerkkin siitd, miten ”hankalia” kielii voidaan késitelld.

Madritelladn kieli L' = LN L(a*b*). Oletetaan, ettd L on sddnndllinen. Koska L(a*b*) on
sadnnollinen ja sddnnollisten kielten joukko on suljettu leikkauksen suhteen, taytyy myos

L’:n olla sédéinnollinen. (Toisinpéin ehto ei piade: L’ voi olla sdénnéllinen vaikka L ei olisi,
silld esim. AN Q = ( kaikille kielille A).

Huomataan, etti L' = {a*b* | k > 0}. Tarkastellaan sanaa w = a™b", missi n on
pumppauslemmassa esiintyva parametri. Yritetdan osittaa w lemman ehtojen mukaisesti.
Koska |zy| < n, osituksen tidytyy olla muotoa;

T = anfifk
y=a'
z = ad"b,

missid 0 < i <njai+k <n. Nytazz=a"""b", joten zz ¢ L'. Niin ollen sanaa w ei voida
pumpata, eikd, L’ ole sdénnollinen, joten myodskéin L ei ole sddnnollinen.

Alla kielen L kuvaava yhteydeton kielioppi G:

G=(V,%,P,S), missi
V ={S,T,a,b},
% = {a,b},
P={S—-55|aT|Ta|c¢,
T— ST |TS|b}
Tassa kieliopissa vilikkeelld S johdetaan merkkijonot, joissa on molempia aakkosia yhté
monta, ja T:114 kaikki joissa on b-merkkejd yksi enemmaén kuin a-merkkeja.

Esimerkki. Annetaan johto merkkijonolle aababb € L.

S =al

= aST

= aalT
= aabT
= aabST
= aabaTT
= aababT
= aababb

6. Tehtava: Laadi yhteydeton kielioppi, joka tuottaa kaikki seuraavan esimerkin tapaiset,
vksinkertaisista sisdkkaisistd for-silmukoista, begin- ja end-sulkeilla kootuista lauseista
ja alkeisoperaatioista a rakentuvat “ohjelmat”:

a;
for 3 times do
begin
for 5 times do a;
a; a
end

Silmukkalaskureiden voit olettaa olevan kokonaislukuja vélilta 0,. .., 9.

Vastaus: Ohjelmointikielten kieliopit mé#éritelliin useimmiten siten, ettd aakkostoksi
otetaan kielessi esiintyvét syntaktiset elementit (lekseemit). Téssd tapauksessa niitd ovat
numerot, a seké varatut sanat. Ohjelman jidsentdminen jaetaan kahteen osaan:



(a) Muutetaan ohjelman teksti jonoksi lekseemeité tilakoneiden avulla.

(b) Muodostetaan lekseemijonon jasennyspuu.
Tehtavéan kieliopin voi mééritellda monellakin eri tapaa, tédsséd on yksi mahdollinen tulkinta:

G=(V,%,P0C)
V ={C, S, N, begin, do, end, for, times, 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,;,a}
¥ ={begin, do, end, for, times, 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,;,a}

Téssé vilikkeen S tulkintana on ”lause” (statement), C:n ”yhdistetty lause” (compound
statement) ja N:n "numero”. Kieliopin sdinnot médritelliéin seuraavasti:

rP={C—-S5|5;C
S — a | begin C end | for N times do S
N—-0]|1]2]3]|4]|5]|6]|7]|8]9}

Esimerkki. Tehtdvanannossa esiintyneen ohjelman jésennyspuu:

C

for N times do S

3 begin C end
S ; C
for N times do S S ; C
5 a a S



