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Yksinkertaisten saannollisten lausekkeiden muuttaminen deterministisik-
si tilakoneiksi onnistuu usein pelkéastaan lauseketta tutkimalla. Jos lausek-
keen rakenne on monimutkainen, saattaa kuitenkin toisinaan olla vaikea varmis-
tua siita, hyvaksyyko lausekkeesta “suoraan” muodostettu deterministinen
tilakone tasmallisesti lausekkeen méaarittelemén kielen.

Tassa esitetaan, kuinka mika tahansa saannollinen lauseke voidaan sys-
temaattisesti muuntaa deterministiseksi tilakoneeksi noudattamalla tiettyja
muodostussdantoja. Esimerkkind kdytetddn aakkoston ¥ = {a, b} yli méaari-
teltya saannollista lauseketta

(aab U aba)*a(ba)*b

Saannollinen lauseke voidaan muuntaa deterministiseksi tilakoneeksi
muodostamalla lausekkeesta ensin epadeterministinen tilakone, joka muun-
netaan sitten deterministiseksi. Epadeterministinen tilakone saadaan lahte-
malla liikkeelle lausekkeen pienimmista alilausekkeista ja yhdistelemalla niis-
ta muodostettuja yksinkertaisia tilakoneita suuremmiksi tilakoneiksi muun-
nossaantojen avulla, kunnes saadaan annettua saannollista lauseketta vas-
taava epadeterministinen tilakone.

Esimerkkitapauksessa voidaan siis ensin muodostaa tilakoneet aakkoston
merkeille a ja b:

b
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Tilakoneiden liittdminen peridkkiin (konkatenaatio): Esimerkkilau-
seke sisaltaa alilausekkeinaan mm. lausekkeet aab ja aba, joista kumpikin
erikseen koostuu kolmesta perakkain liitetysta pienemmasta saannollisesta
lausekkeesta.

Yleisesti kahta saannollista lauseketta L, ja Lo vastaavat tilakoneet M,
ja M, voidaan liittaa perakkain lauseketta L, Lo vastaavaksi tilakoneeksi seu-
raavasti:



TILAKONEIDEN M; JA My KONKATENAATIO

1. Lisaa tilakoneen M; kaikista lopputiloista tyhja e-siirtyma
tilakoneen M, alkutilaan.

2. Aseta uuden tilakoneen alkutilaksi M;:n alkutila.

3. Aseta uuden tilakoneen (ainoiksi) lopputiloiksi kaikki My:n
lopputilat.

Voidaan ajatella, etta M kayttaytyy ensin kuten tilakone M; ja tar-
kistaa, etta sille annetun syotesanan w alkuosa kuuluu kieleen L;. Jos nain
on, tilakone alkaa sen jalkeen toimia tilakoneen M, tavoin ja tarkistaa, etta
syotesanan loppuosa kuuluu kieleen Ls. Jos myos tdma tarkistus onnistuu,
tilakone hyvaksyy syotteen w.

Formaalisti muunnos voidaan esittd seuraavasti: jos My = (K7, 3, Ay, s1,
Fy) ja My = (Ko, 3, Ay, s9, Fy) ovat kaksi tilakonetta, niiden konkatenaatio
on tilakone M = (K,X, A, s, F'), missa

K = K1 U K2 (M sisaltaa kaikki M7:n ja Ma:n tilat)
S = 5 (M:n alkutila on sama kuin Mj:n alkutila)
F = F2 (M:n lopputiloja ovat kaikki Ma:n lopputilat)
(M sisaltda kaikki Mq:n ja Mo tilasiirtymét
A = Al U AQ U (Fl X {6} X {52}) sekd liséksi e-siirtymat Mi:n lopputiloista

M>:n alkutilaan)

Esimerkkind annetun saannoéllisen lausekkeen (aab U aba)*a(ba)*b alilau-
sekkeita aab ja aba vastaavat tilakoneet saadaan liittdmalla lausekkeita a
ja b vastaavia tilakoneita perakkain sopivassa jarjestyksessa. Kun ensin lii-
tetadn kaksi lauseketta a vastaavaa tilakonetta toisiinsa perakkain, saadaan
lauseketta aa vastaava tilakone!
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Kun tahan tilakoneeseen liitetdan vield lauseketta b vastaava tilakone,
saadaan lausekkeelle aab tilakone
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Vastaavasti lausekketta aba vastaava tilakone on
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ISovellettaessa muunnoksia systemaattisesti saattaa tilakoneisiin syntyi tarpeettomia
e-siirtymid. Téassé esityksessd niitd ei ole erikseen poistettu vélimuodoista; itse asiassa
kaikki e-siirtymat poistuvat lopulta tilakoneen determinisoinnin yhteydessa.




Tilakoneiden yhdiste (unioni): Lausekkeita aab ja aba vastaavat tila-
koneet voitiin muodostaa liittamalla tilakoneita toisiinsa perakkain. Esimerk-
kilausekkeen osaa (aabUaba) varten tarvitaan kuitenkin uusi muunnossaanto,
jonka avulla kahta saannollista lauseketta L, ja Lo vastaavista tilakoneista
M; ja M, voidaan muodostaa sddnnollista lauseketta (L; U Ly) vastaava
tilakone M.

TILAKONEIDEN M; JA My YHDISTE

1.  Ota kayttoon uusi tila ja lisda siita e-siirtymat Mi:m ja My:n
alkutiloihin. Aseta tdma uusi tila tilakoneiden yhdisteen alku-
tilaksi.

2. Aseta uuden tilakoneen lopputiloiksi kaikki M;:n ja Ms:n lop-
putilat.

M voidaan tassa tapauksessa ajatella tilakoneeksi, joka ensin valitsee
epadeterministisesti, kayttaytyyko se My:n vai Ms:n tavoin, minka jalkeen se
toimii valinnan mukaisesti. Epadeterministisyyden ansiosta tilakone hyvak-
syy syoOtesanan w, jos ja vain, jos vahintaan toinen alkuperaisista tilakoneista
M tai My hyvaksyisi sen.

Formaalisti esitettynd kahden tilakoneen M; = (Ki,%, Ay, s, F) ja
My = (Ky, %, Ay, s9, Fy) yhdiste M = (K, 3, A, s, F) on

(M sisaltdd kaikki Mi:n ja Ma:n tilat seka
K = Kl U KQ U {3} lisiksi yhden ylimaardisen tilan s, joka on
samalla M:n alkutila)
F = F1 U F2 (M:n lopputiloja ovat kaikki M;:n ja Mao:n lop-
putilat)
(M siséltaa kaikki Mp:n ja Ma:n tilasiirtymét
A = ATUAU {(S, e, 81)7 (57 e, 32)} seké lisiiksi e-siirtymét uudesta alkutilasta s
Mji:n ja Ma:n alkutiloihin)

Muunnoksen avulla saadaan saannollisia lausekkeita aab ja aba vastaa-
vista tilakoneista muodostettua tilakone lausekkeelle (aab U aba). (Kaikissa
seuraavissa kuvissa tilakoneiden muuttuneet seka tilakoneisiin lisatyt tilat ja
tilasiirtymét on korostettu.)




Kleenen tahti -operaatio: Saannollisille lausekkeille maaritellyista ope-
raatioista jaljella on vield Kleenen tahti -operaatio, jota esimerkkilausek-
keessa sovelletaan esim. alilausekkeeseen (aab U aba). My6s tdmé operaatio
voidaan esittaa tilakonemuunnoksena, jonka avulla mita tahansa saannollista
lauseketta L vastaavasta tilakoneesta M voidaan muodostaa lauseketta L*
vastaava tilakone M’.

KLEENEN TAHTI -OPERAATIO TILAKONEELLE M

1. Lisaa tilakoneeseen M e-siirtymaét kaikista sen lopputiloista
takaisin sen alkutilaan.

2. Lisaa tilakoneeseen uusi tila ja yhdista se e-siirtyméan avulla
koneen alkutilaan. Vaihda koneeseen lisatty tila koneen alku-
tilaksi.

3. Aseta koneen lopputiloiksi koneen uusi alkutila seka kaikki
M:n lopputilat.

Koneen M (alkuperiisista) lopputiloista ldhtevit uudet e-siirtymét mah-
dollistavat sen, etté kone voi lukea saman merkkijonon monta kertaa perak-
kain, mika vastaa Kleenen tahti -operaatioon liittyvaa lausekkeen toistoa.
Koneen uuden hyvéksyvéan alkutilan ansiosta kone hyvaksyy myos tyhjan
merkkijonon e (joka tdytyy hyvéksyé, koska tyhja merkkijono kuuluu aina
Kleenen tahti -operaation maéarittelemaan kieleen).?

Annetusta tilakoneesta M = (K, %, A, s, F') muunnoksen avulla saatavan
tilakoneen M’ = (K', 3, A’ s, F') formaali mééritelmé on seuraava:

(M’ siséaltaa kaikki M:n tilat seké lisdksi yh-
K = K U {5/} den yliméiraisen tilan s’, joka on samalla M’:n
alkutila)
(M’:n lopputiloja ovat kaikki M:n lopputilat
Fo— FU{s}
seka uusi alkutila s)
(M’ sisaltdd kaikki M:n tilasiirtymit seki
A = A U (F/ X {e} X {S}) lisdksi e-siirtymat kaikista lopputiloistaan M:n

alkuperéiseen alkutilaan s)

2Huomaa, etti muunnoksessa lisitddan tilakoneelle wusi hyviksyvi alkuti-
la, silld tyhjan merkkijonon hyvéiksymistd ei yleisesti voi toteuttaa wvain aset-
tamalla koneen alkuperdinen alkutila lopputilaksi! Esimerkiksi jos tilakoneelle
oo 2.0, joka hyviksyy kielen a(ba)*a, yritetadan tehdd Kleenen téhti -muunnos

lisaamalla e-siirtyma tilakoneen lopputilasta sen alkutilaan ja muuttamalla alku-

tila hyvéaksyvéksi, saadaan tilakone , joka hyvaksyy esim. merkki-

jonon ab, joka ei kuitenkaan kuulu kieleen (a(ba)*a)*. Yleisesti Kleenen tahti
-operaatio siis vaatii uuden alkutilan luomista tilakoneelle; téssd tapauksessa oikea

e
muunnos siis tuottaa tilakoneen -o-2 ‘lb.
b
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Edelld muodostettiin tilakone sadnnoélliselle lausekkeelle (aabU aba). Kun
tata lauseketta vastaavalle tilakoneelle suoritetaan Kleenen tahti -operaatio,
saadaan tilakone lausekkeelle (aab U aba)*:
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Esimerkki jatkuu: Nyt voidaan muodostaa tilakone koko lausekkeelle (aab U aba)*a(ba)*b.

Liittdmalla lausekkeita (aabUaba)* ja a vastaavat tilakoneet perdkkéin saadaan
lausekkeelle (aabU aba)*a tilakone

Lausekkeen (ba)* tilakone saadaan liittdmalla ensin perdkkéin lausekkeiden
b ja a tilakoneet ja suorittamalla muodostetulle tilakoneelle Kleenen tahti
-operaatio:

e b e a

O @

Liitetddn nyt lausekkeiden (aab U aba)*a ja (ba)* tilakoneet toisiinsa:




Kun tahan tilakoneeseen liitetaan viela lausekkeen b tilakone, saadaan lopulta
lauseketta (aab U aba)*a(ba)*b vastaavaksi tilakoneeksi

e
b e a
e
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Epadeterministisen tilakoneen determinisointi: Determinisointia
varten numeroidaan tilakoneen tilat:
a e e ¥b e a
16 17 18 19 20 21 22 @

Tilakonetta determinisoitaessa kasitellaan tilajoukkoja, joihin kerataan
kaikki mahdolliset tilat, joihin epadeterministinen tilakone voi paatya, kun se
lukee yhden merkin syotettd kerrallaan ldhtien jostakin tilasta (tai tiloista)
liikkeelle. Nama tilajoukot tulkitaan lopuksi deterministisen tilakoneen tiloik-
si.

Deterministisen tilakoneen alkutila muodostuu kaikista niista epadeter-
ministisen tilakoneen tiloista, joissa epadeterministinen tilakone voi olla en-
nen, kuin se lukee yhtaan syotemerkkia. Selvasti tila 1 kuuluu tahan tila-
joukkoon, koska se on epadeterministisen tilakoneen alkutila. Epadeterminis-
tisen tilakoneen e-siirtymien vuoksi kone voi kuitenkin siirtya alkutilastaan
muihin tiloihin ilman, etta se lukee yhtaan syotetta. Esimerkkitilakone voi
siirtya alkutilastaan e-siirtymien avulla tiloihin 2 ja 15, ja tilasta 2 on edelleen
e-siirtymat tiloihin 3 ja 4. Seuraa siis, ettd epadeterministinen tilakone voi
olla missa tahansa tiloista 1,2,3,4 tai 15 ennen, kuin se on viela lukenut
yhtaan merkkia syotteesta.

Tutkitaan sitten, mihin kaikkiin tiloihin tilakone voi paatya ensimmaisen
syotemerkin lukemisen jalkeen. Koska tilakone voi olla yhdessa useasta mah-
dollisesta tilasta ennen merkin lukemista, voi kone myo0s paatya useihin eri



tiloihin merkin luettuaan. Saadaan siis joukko mahdollisia tiloja, joissa tila-
kone voi olla luettuaan yhden merkin syotetta.

Koska tilasta 1 on ainoastaan e-siirtymia muihin tiloihin, kone ei voi siir-
tya téasta tilasta mihinkadn muuhun tilaan millaan aakkoston merkilld. Sama
patee tilaan 2.

Oletetaan, ettd ensimmainen syotemerkki on a. Tiloista 3, 4 ja 15 nah-
daan, etta tilakone voi a:n lukemalla siirtya johonkin tiloista 5, 6 tai 16 riip-
puen siitd, missa tilassa se oli ennen a:n lukemista. Nama eivat kuitenkaan
ole ainoat mahdolliset tilat, joihin kone voi paasta a:n luettuaan, silla kone
voi merkin lukemisen jalkeen tehda e-siirtymia ilman, etta se lukee lisaa
syotetta. Nahdaan, etta tilakone voi siirtyé e-siirtymien avulla edelleen tilas-
ta 5 tilaan 7, tilasta 6 tilaan 8, tilasta 16 tilaan 17 ja edelleen tilasta 17
jompaankumpaan tiloista 18 tai 22. Jos siis ensimmaéinen tilakoneen luke-
ma merkki on a, tilakone voi merkin luettuaan olla missa tahansa tiloista
5,6,7,8,16,17,18 tai 22.

Jos taas oletetaan, ettd ensimmaéinen syotemerkki onkin b, nahdaén, ettei
mistaan tilasta 1,2, 3,4 tai 15 lahde yhtaan b-kirjaimella nimettya siirtymaa
johonkin toiseen tilaan. Siten niiden tilojen joukko, johon tilakone voi paatya,
kun ensimmaéinen syttemerkki on b, on tyhja (().

Kirjoitetaan edella olevan tarkastelun tulokset taulukkoon:

lahtotilojen joukko kohdetilojen joukko, kohdetilojen joukko,
kun luetaan a kun luetaan b
{1,2,3,4,15} | {5.6,7,8,16,17,18,22} | 0

Tutkitaan nyt samalla tavalla, mihin tiloihin tilakone voi paatya kahden
syotemerkin lukemisen jalkeen. Téassa vaiheessa tiedetaan, ettéa jos ensimmai-
nen luettu merkki on ollut a, tilakone on merkin lukemisen jéalkeen jossakin
tiloista 5,6,7,8,16,17, 18 tai 22.

Oletetaan, ettd myo6s toinen luettu merkki on a ja méaaritetdan ne tilat,
joihin tilakone voi paatya, kun se lahtee liikkeelle jostakin edella luetellus-
ta tilasta ja suorittaa a:n lukemisen jalkeen mahdollisesti viela e-siirtymia.
Huomataan, ettei tiloista 5,6,8,16, 17,18 ja 22 ldhde yhtadn a:lla nimettya
siirtyméd. Ainoa a:lla nimetty siirtymé lahtee tilasta 7 tilaan 9, ja tilasta 9
paasee e-siirtyman kautta edelleen tilaan 11. Jos siis toinenkin luettu merkki
on a, tilakone paatyy johonkin tiloista {9,11}.

Sama tarkastelu toistetaan tiloista 5,6,7,8,16,17,18 ja 22 liikkeelle 1ah-
tien myos syotemerkille b, jolloin taulukkoa voidaan taydentaéd seuraavasti:

lahtotilojen joukko

kun luetaan a kun luetaan b
{1,2,3,4,15} {5,6,7,8,16,17, 18,22} 0

{5,6,7,8,16,17,18, 22} “ {9,11} ‘ {10,12, 19,20, 23}

‘ kohdetilojen joukko, kohdetilojen joukko,
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Enta, jos ensimmainen syotemerkki onkin ollut 67 Taulukosta nahdaan,
ettd epadeterministinen tilakone ei talloin voi olla missaan tilassa. Talloin
seuraavan syotemerkin lukeminen (olipa merkki miké tahansa) ei voi vieda
epadeterministista tilakonetta edelleenkaén mihinkaéan tilaan, mika merkitaan

taulukkoon seuraavasti:

lahtotilojen joukko

kohdetilojen joukko,
kun luetaan a

kohdetilojen joukko,
kun luetaan b

{1,2,3,4,15}
{5,6,7,8,16,17,18, 22}

0

{5,6,7,8,16,17, 18, 22}
{9,11}

0

0
{10,12, 19, 20, 23}

0

Taulukkoon on nyt saatu tieto siitd, missa tiloissa epadeterministinen
tilakone voi olla kahden merkin lukemisen jalkeen. Sama tarkastelu suorite-
taan nyt kolmannelle syotemerkille lahtien erikseen liikkeelle tilajoukoista
{9,11} ja {10,12, 19, 20, 23}, jolloin taulukko tdydentyy muotoon

lahtotilojen joukko

kohdetilojen joukko,
kun luetaan a

kohdetilojen joukko,
kun luetaan b

{1,2,3,4,15}
{5,6,7,8,16,17,18,22}
]

{9,11}
{10,12,19, 20, 23}

{5,6,7,8,16,17,18,22}
{9,11}
0
0
{2,3,4,14,15,18,21, 22}

0
{10, 12,19, 20, 23}
0
{2,3,4,13,15}
0

Sama tarkastelu téaytyy toistaa edelleen tilajoukoille {2,3,4,13,15} ja
{2,3,4,14,15,18, 21,22}, jotka eivét ole aikaisemmin esiintyneet taulukos-

sa. Nyt saadaan

lahtotilojen joukko

kohdetilojen joukko,
kun luetaan a

kohdetilojen joukko,
kun luetaan b

{1,2,3,4,15}
{5,6,7,8,16,17, 18,22}
0
{9,11}
{10, 12,19, 20, 23}
{2,3,4,13,15}
{2,3,4,14,15,18, 21,22}

{5,6,7,8,16,17, 18, 22}
{9,11}
0
0
{2,3,4,14,15,18, 21, 22}
{5,6,7,8,16,17, 18, 22}
{5,6,7,8,16,17, 18, 22}

0
{10,12, 19, 20, 23}
0
{2,3,4,13,15}
0

0
{19, 20,23}

Taulukkoon syntyy jélleen uusi tilajoukko {19,20,23}, jolle tarkastelu

taytyy toistaa:



lahtotilojen joukko kohdetilojen joukko, kohdetilojen joukko,
kun luetaan a kun luetaan b
{1,2,3,4,15} {5,6,7,8,16,17, 18, 22} 0
{5,6,7,8,16,17,18, 22} {9,11} {10, 12,19, 20,23}
0 0 0
{9,11} ) {2,3,4,13,15}
{10,12,19, 20, 23} {2,3,4,14,15,18,21, 22} ]
{2,3,4,13,15} {5,6,7,8,16,17, 18,22} 0
{2,3,4,14,15,18, 21, 22} {5,6,7,8,16,17, 18, 22} {19, 20, 23}
{19, 20,23} {18,21,22} 0

Toistetaan tarkastelu vield tilajoukolle {18,21,22}:

lahtotilojen joukko kohdetilojen joukko, kohdetilojen joukko,
kun luetaan a kun luetaan b
{1,2,3,4,15} {5,6,7,8,16,17, 18,22} 0
{5,6,7,8,16,17,18, 22} {9,11} {10,12,19, 20, 23}
0 0 0
{9,11} ) {2,3,4,13,15}
{10, 12,19, 20, 23} {2,3,4,14,15,18,21, 22} ]
{2,3,4,13,15} {5,6,7,8,16,17, 18,22} 0
{2,3,4,14,15,18,21, 22} {5,6,7,8,16,17, 18,22} {19, 20,23}
{19, 20, 23} {18,21,22} 0
{18,21,22} 0 {19,20,23}

Tarkastelu on nyt tehty kaikille taulukossa esiintyville tilajoukoille. Tul-

kitaan nyt taulukossa esiintyvat tilajoukot deterministisen tilakoneen yksit-
taisiksi tiloiksi ja luetaan taulukosta tilojen véliset siirtyméat eri aakkoston
merkeilla:

{5,6,7,8,16,17,18,22}

{10,12,19,20,23}H{2,3,4,14,15,18,21,22}]
a

°

b {19,20,23}
A
ay b
a, b a {18,21,22}

(Tilakone on deterministinen, koska sen jokaisesta tilasta ldhtee tdsmaélleen
yksi milla tahansa aakkoston merkilla nimetty siirtyméa johonkin toiseen
tilaan, eiké tilakone myoOskéén siséilld e-siirtymié.)



Valitaan lopuksi deterministisen tilakoneen lopputilat. Lopputiloiksi mer-
kitdan kaikki ne tilat, jotka vastaavat jotakin epadeterministisen tilakoneen
tilojen joukkoa, jossa on vahintaan yksi epadeterministisen tilakoneen lop-
putila.

(Koska tilajoukot kertovat ne tilat, joissa epddeterministinen tilakone voi
olla luettuaan sille annetun syotteen, yhdenkin lopputilan kuuluminen tila-
joukkoon tarkoittaa, etta jokin epadeterministisen tilakoneen alkutilasta lah-
tevd polku padtyy tédhén lopputilaan, jolloin tilakone hyvéksyy syotteen.)

Koska esimerkkitapauksessa epadeterministisen tilakoneen ainoa lopputi-
la on tila 23, lopputiloiksi merkitdén tilajoukkoja {10,12,19,20,23} ja
{19,20,23} vastaavat tilat (ndmé ovat ainoat tilajoukot, jotka sisaltdvét
tilan 23). Sdénnollista lauseketta (aabUaba)*a(ba)*b vastaava deterministinen
tilakone on siis

{5,6,7,8,16,17,18,22}

A
ay b
a 118,21,22}

EPADETERMINISTISEN TILAKONEEN DETERMINISOINTI

1. Maarita ensin ne tilat, joissa epadeterministinen tilakone voi
olla ennen, kuin se lukee yhtaan syotetta. Néihin tiloihin kuu-
luu epadeterministisen tilakoneen alkutila seké kaikki ne tilat,
joihin tilakone voi paasta alkutilastaan e-siirtymien avulla.

2. 'Toista niin kauan, kun jaljella on kasittelemattomia tila-

joukkoja:
Valitse jokin késitteleméaton tilajoukko ). Muodosta sitten
aakkoston X jokaiselle merkille a € X erikseen uusi tilajoukko,
joka sisaltaa kaikki ne tilat, joihin epadeterministinen tilakone
voi paastd, kun se lihtee jostakin tilajoukon @) tilasta, lukee
syotteesta merkin a ja suorittaa sen jalkeen mahdollisesti viela
e-siirtymia.

3. Muodosta deterministinen tilakone tulkitsemalla tilajoukot
deterministisen tilakoneen tiloiksi.

4. Merkitse deterministisen tilakoneen lopputiloiksi kaikki ne
tilat, joita vastaa epadeterministisen tilakoneen tilojen
joukko, joka sisaltaa vahintaan yhden epéadeterministisen
koneen lopputilan.
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